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Předmluva

Toto wikiskriptum vzniklo podle přednášek prof. Ing. Goce Chadzitaskose, CSc. k předmětu
Grupy a Reprezentace vyučovaného pro 1. ročńık navazuj́ıćıho magisterského studia na FJFI
ČVUT v Praze v zimńım semestru roku 2012. Z velké části však jen podle učebnice [1], proto
by bylo potřeba ho dodělat a sjednotit s přednáškou.

V zimńım semestru roku 2015 došlo k prvńı velké úpravě tohoto wikiskripta, mnoho bylo
doplněno a opraveno a jednotlivé části byly seřazeny podle letošńı přednášky. Stále však
neńı wikiskriptum kompletńı, je třeba doplnit zejména posledńı kapitolu o reprezentaćıch a
pár daľśıch d̊ukaz̊u. Př́ıpadné chyby je třeba opravit. Prośıme tedy posluchače toho předmětu,
aby se chopili úprav tohoto wikiskripta, aby existoval nějaký uspořádaný a spolehlivý doplněk
k jinak neuspořádané přednášce. :-)
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1 Grupy

1.1 Algebraický koncept

Definice 1.1. Mějme libovolnou množinu M . Potom n-árńı operaćı na M nazveme zobra-
zeńı f : M ×M × . . .×M →M .

Definice 1.2. Operaci f : M ×M →M (binárńı operace) budeme nazývat vnitřńı součin
a mı́sto f(x, y) = z ji budeme značit xy = z.

Poznámka 1.3. Neplést vnitřńı součin s pojmem skalárńı součin (angl.: scalar product =
inner product). Př́ıkladem binárńı operace na vektorovém prostoru je vektorový součin vek-
tor̊u.

Definice 1.4. Dvojici {M, ·} nazýváme grupoid. Dále při splněńı dodatečných podmı́nek
zavád́ıme:

1. (∀a, b, c ∈M)((ab)c = a(bc)): pologrupa (asociativńı grupoid),

2. (∀a, b ∈M)(ab = ba): komutativńı grupoid,

3. počet prvk̊u M je konečný: konečný grupoid.

Definice 1.5. Levou resp. pravou jednotkou v grupoidu nazýváme takový prvek e, pro
který plat́ı eg = g respektive ge = g pro každé g z grupoidu.

Věta 1.6. Má-li grupoid levou a pravou jednotku, pak jsou stejné.

D̊ukaz. el = elep = ep

Definice 1.7. Pologrupu s jednotkovým prvkem nazýváme monoid. Nav́ıc pokud prom ∈M
existuje m−1 ∈ M takový, že m−1m = e resp. mm−1 = e, nazýváme m−1 levým, resp.
pravým inverzńım prvkem k m. (Dı́ky asociativitě plat́ı rovnost mezi levým a pravým
inverzńım prvkem, protože pro levou inverzi am = e a pravou inverzi mb = e plat́ı b = eb =
(am)b = a(mb) = ae = a. Proto má smysl zavést značeńı m−1.)

Věta 1.8. Každý prvek monoidu má nejvýše jeden inverzńı prvek.

D̊ukaz. Necht’ f, g,m ∈ M a plat́ı fm = e a gm = e, pak f = ef = gmf = ge = g. V
předposledńım rovńıtku využ́ıváme asociativitu.

Definice 1.9. Zavád́ıme:

1. grupoid s kráceńım, pokud (∀x, y, z ∈M)(zx = zy ⇒ x = y),

2. grupoid s děleńım, pokud (∀x, y ∈M)(∃u, v ∈M)(ux = xv = y).
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1 Grupy

Definice 1.10. Monoid, ve kterém ke každému prvku existuje inverzńı prvek nazýváme
grupa.

Poznámka 1.11. Grupa {M, ·} tedy splňuje vlastnosti:

1. (∀a, b, c ∈M)((ab)c = a(bc)),

2. (∃e ∈M)(∀m ∈M)(em = m),

3. (∀m ∈M)(∃m−1 ∈M)(mm−1 = e).

Př́ıklad 1.12. Př́ıkladem grupy může být:

1. množina regulárńıch matic rozměru n× n s maticovým násobeńım,

2. množina č́ısel {0, 1, 2, . . . , p− 2, p− 1} se sč́ıtáńım modulo p pro nějaké prvoč́ıslo p, tedy
a⊕modulop b ≡ a+ b mod p, (značená Zp ≡ Z/pZ),

3. množina kvaternion̊u s násobeńım.

Definice 1.13. Komutativńı grupu nazýváme abelovská.

Definice 1.14. Mějme množinu se dvěma vnitřńımi součiny {M,⊕,�}.

1. Pokud je M Abelovská grupa v̊uči ⊕ a pologrupa s distributivńım zákonem v̊uči �
(tedy a� (b⊕ c) = ab⊕ ac), nazýváme ji okruh.

2. Pokud je M Abelovská grupa v̊uči ⊕ a M \ {0} grupa v̊uči �, nazýváme M okruh s
děleńım.

3. Pokud je M Abelovská grupa v̊uči ⊕ a M \ {0} Abelovská grupa v̊uči �, nazýváme M
těleso.

Poznámka 1.15. Značku 0 použ́ıváme pro jednotkový prvek v̊uči operaci značené ⊕ a značku
1 pro jednotkový prvek v̊uči operaci značené � nebo ⊗.

Př́ıklad 1.16. Daľśım př́ıkladem grupy je množina Q[
√
p] = {m+n

√
p|m,n ∈ Q} s normálńım

násobeńım, kde Q jsou racionálńı č́ısla a p je prvoč́ıslo. (Odmocnina z prvoč́ısla je vždy ira-
cionálńı.) Jedná se o určitou analogii komplexńıch č́ısel: a · b = (a1 + a2

√
p)(b1 + b2

√
p) =

a1b1 + a2b1
√
p+ a1b2

√
p+ a2b2p.

Definice 1.17. Mějme množinu M , těleso T, vnitřńı součin + : M ×M →M a vněǰśı součin
× : T×M →M . Čtveřici {M,T,+,×} nazýváme vektorový prostor, pokud je abelovskou
grupou v̊uči + a plat́ı:

1. (∀α ∈ T)(∀x, y ∈M)(α× (x+ y) = α× x+ α× y),

2. (∀α, β ∈ T)(∀x ∈M)((α+ β)× x = α× x+ β × x),

3. (∀x ∈M)(1× x = x),

4. (∀x ∈M)(0× x = 0).

Definice 1.18. Mějme {M,T,+,×,�} vektorový prostor s dodatečným vnitřńım součinem
�. Zavád́ıme pojmy:
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1 Grupy

1. pro M grupoid s distributivńım zákonem v̊uči � lineárńı algebra nad T,

2. pro M pologrupu s distributivńım zákonem v̊uči � asociativńı algebra nad T,

3. pro M pologrupu s distributivńım a komutativńım zákonem v̊uči � komutativńı al-
gebra nad T.

1.2 Vlastnosti grup

Jednou z možnost́ı je klasifikace grup podle počtu prvk̊u na konečné, diskrétńı nekonečné
(spočetné), nespočetné.

Definice 1.19. Mějme grupu G = {M, ·} a topologii na M . G nazýváme topologickou
grupou, pokud pro ∀x, y ∈M jsou zobrazeńı fy(x) = x · y a g(x) = x−1 spojitá.

Př́ıklad 1.20. Mějme grupu G = {{e, a, b},�} ≡ Z3 = {{0, 1, 2},+mod3}. Jej́ı strukturu
můžeme zobrazit pomoćı tabulky.

� e a b

e e a b

a a b e

b b e a

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

Pokud zvoĺıme topologii τ = {∅, e, a, {e, a}, G}, nedostaneme topologickou grupu, protože
vzor otevřené množiny {a} při zobrazeńı g(x) = x−1 je množina {b}, která neńı otevřená.

Definice 1.21. Topologický prostor {M, {νi}} nazýváme homogenńı, pokud (∀x, y ∈ M)
existuje homeomorfismus (spojitá bijekce se spojitou inverźı) takový, že f(x) = y.

Věta 1.22. Každá topologická grupa je homogenńı topologický prostor.

D̊ukaz. Mějme x, y ∈ G a necht’ a = yx−1. Určitě plat́ı a ∈ G a ax = yx−1x = y. Hledaný
homeomorfismus tedy bude f(x) = ax (spojitost operaćı v topologické grupě).

Poznámka 1.23. Topologická grupa má lokálńı vlastnosti Rn.

Definice 1.24. Topologickou grupu G nazýváme n-parametrická, pokud:

1. (∃ systém souřadnic {ϕ} v G)(ϕ : G→ Rn : x→ (α1, α2, . . . , αn)),

2. ϕ může být i pouze lokálńı, ale pro každé dva souřadné systémy ϕ,ψ muśı být ϕ ◦ ψ−1

spojité (tam, kde je definované),

3. souřadnice bodu c = a · b jsou spojitou funkćı a a b.

Př́ıklad 1.25. Grupa G = GL(n,R) je množina všech nesingulárńıch (det 6= 0) reálných
matic rozměru n × n. Zavedeme n2 souřadnic tak, že prvku x ∈ G, kde x = I + x̃ (I je
jednotková matice), přǐrad́ıme prvky matice x̃, tedy {xi,j}ni,j=1.
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1 Grupy

Obrázek 1.1: Zobrazeńı grupy D6.

Poznámka 1.26. I u grupového násobeńı použ́ıváme mocniny jako u násobeńı č́ısel, tedy pro
g ∈ G ṕı̌seme gn mı́sto g · g · . . . · g (n-krát).

Definice 1.27. Řád prvku a v grupě G je č́ıslo n, pro které plat́ı (an = e)∧((∀m < n)(am 6=
e)). (Tedy nejmenš́ı mocnina a, která dá jednotku.)

Definice 1.28. Řád grupy je počet jej́ıch prvk̊u (znač́ıme |G|).

Poznámka 1.29. Pro každý g ∈ G plat́ı |g| ≤ |G|. Pro nekonečný řád grupy to plat́ı triviálně,
pro konečnou grupu plat́ı následuj́ıćı argument: Vezměme posloupnost {gn}n∈N pro libovolný
prvek g ∈ G. Každý prvek posloupnosti je prvkem G (uzavřenost na násobeńı). Protože
G má konečný počet prvk̊u, pak jistě existuj́ı indexy n1, n2 tak, že gn1 = gn2 . Z toho ale
plyne gn1−n2 = e, tedy g má konečný řád. Kdyby existoval prvek s řádem n > |G|, pak by
posloupnost {gi}n−1

i=0 měla n r̊uzných prvk̊u, tj. v́ıce než kolik jich je v G, což je spor, tud́ıž
n ≤ |G|.

Definice 1.30. Generátory grupy jsou prvky minimálńıho souboru (s minimálńım počtem
prvk̊u), ze kterého je možné źıskat celou grupu pomoćı vzájemného násobeńı. Počet generátor̊u
nazýváme rank grupy (Rank(G)).

Př́ıklad 1.31. Dihedrálńı grupa D6 je grupa symetríı rovnostranného trojúhelńıku, viz Obr.
1.1.

� E A B C D F

E E A B C D F

A A E D F B C

B B F E D C A

C C D F E A B

D D C A B F E

F F B C A E D

Pravidla pro násobeńı je možné popsat vztahy A2 = E, D3 = E, DA = AD2(= AD−1).
Generátory jsou např́ıklad {A,D}, a tedy Rank(D6) = 2.
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1 Grupy

Př́ıklad 1.32. Dihedrálńı grupaD2n představuj́ıćı symetrie pravidelného n-úhelńıku (n rotaćı
a n zrcadleńı). Generátory grupy jsou r (rotace o nejmenš́ı úhel) a s (libovolné zrcadleńı).
Násobeńı je zavedeno pomoćı vztah̊u rn = e, s2 = e, rs = sr−1.

Př́ıklad 1.33. Cyklická grupa Zn = {0, 1, 2, . . . , n−1} se sč́ıtáńım modulo n. Grupa je gene-
rována např́ıklad prvkem 1 (v této grupě č́ıslo 1 neńı jednotkový prvek, to je 0) (Rank(Zn) =

1). Ekvivalentně je možno tuto grupu zavést jako množinu {ei
2π
n
k}n−1
k=0 s násobeńım.

Př́ıklad 1.34. Symetrická grupa SΩ na množině Ω 6= ∅ je grupa permutaćı prvk̊u množiny
Ω. Tedy SΩ představuje všechny bijekce na Ω a v př́ıpadě Ω = n̂ plat́ı |Sn| = n!.

Př́ıklad 1.35. Grupa kvaternion̊u Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k} s relacemi i2 = j2 = k2 =
ijk = −1.

1.3 Homomorfismus a isomorfismus grup

Definice 1.36. Grupy {G, ·} a {H,×} jsou homomorfńı, když (∃ϕ : G → H)(∀x, y ∈
G)(ϕ(x · y) = ϕ(x)× ϕ(y)). Zobrazeńı ϕ se nazývá homomorfismus, popř.

• monomorfismus, je-li prosté,

• epimorfismus, je-li na H,

• isomorfismus, je-li bijekćı (prosté i na H),

• endomorfismus, je-li G = H (tj. zobrazuje do sebe),

• automorfismus, je-li G = H a isomorfńı (tj. zobrazuje na sebe),

Dále definujeme jádro homomorfismu: Kerϕ = {x ∈ G|ϕ(x) = eH}.

Poznámka 1.37. Neplést homomorfismus (zobrazeńı zachovávaj́ıćı algebraickou strukturu) a
homeomorfismus (spojité zobrazeńı se spojitou inverźı)!

Př́ıklad 1.38. Grupy GL(n,R) (nesingulárńı reálné matice) a G = {R+, ·} (kladná reálná
č́ısla s násobeńım) jsou homomorfńı pomoćı zobrazeńı ϕ(A) = detA.

Př́ıklad 1.39. Grupa (R,+) je izomorfńı grupě (R+, ·) přes zobrazeńı ϕ(x) = ex, jelikož plat́ı
ex · ey = ex+y.

Př́ıklad 1.40. Pro libovolnou grupu G je zobrazeńı ϕ : G → G definované pro ∀f ∈ G jako
ϕ(f) = gfg−1 (pro g ∈ G pevné) automorfismus, tj. ϕ ∈ AutH.

Poznámka 1.41. Nutné podmı́nky pro to, aby ϕ : G→ H mohlo být isomorfismus:

1. |G| = |H|,

2. G je abelovská právě tehdy, když H je abelovská,

3. (∀x ∈ H)(|ϕ(x)| = |x|).
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2 Podgrupy

Definice 2.1. Neprázdná podmnožina H grupy G, tj. ∅ 6= H ⊂ G, je podgrupa grupy G
(znač́ıme H ≤ G), pokud je grupou v̊uči násobeńı v G. (Tedy obsahuje jednotku z G a je
uzavřená v̊uči násobeńı prvk̊u z H a jejich inverzi.)

Př́ıklad 2.2. Množina {E,A} je podgrupou v D6 (A2 = E, A−1 = A).

Věta 2.3. Množina ∅ 6= H ⊂ G je podgrupa ⇔ (∀x, y ∈ H)(xy−1 ∈ H).

D̊ukaz. Implikace⇒ plyne př́ımo z definice podgrupy. Dokážeme opačnou implikaci. Z definice
je H neprázdná, a tedy můžeme vźıt g ∈ H. Pokud nyńı polož́ıme x = g a y = g, máme
gg−1 ∈ H, tedy H obsahuje jednotku. Dále tedy voĺıme x = 1 a y = g a dostáváme 1g−1 ∈ H,
tedy H obsahuje inverzi g. Nakonec pro libovolné prvky f, g ∈ G voĺıme x = f a y = g−1,
dostáváme f(g−1)−1 ∈ H, tedy H obsahuje součin fg.

Poznámka 2.4. Pro konečnou podgrupu H ≤ G plat́ı (∀x ∈ H)(|x| <∞).

2.1 Centralizátory a normalizátory

Definice 2.5. Bud’ ∅ 6= A ⊂ G. Definujeme centralizátor množiny A v G jako: CG(A) =
{g ∈ G|gag−1 = a pro ∀a ∈ A}.

Poznámka 2.6. Jelikož (gag−1 = a)⇔ (ga = ag), je centralizátor množiny A množina všech
prvk̊u z G, které komutuj́ı se všemi prvky z A.

Věta 2.7. Množina CG(A) je podgrupa v G.

D̊ukaz. Vı́me, že CG(A) je neprázdná, jelikož 1 ∈ CG(A) (z definice komutuje se vš́ım). Dále
mějme x ∈ CG(A). Pak pro ∀a ∈ A plat́ı:

x−1| xax−1 = a |x
a = x−1ax,

tedy x−1 ∈ CG(A). Pro dva prvky x, y ∈ CG(A) pak máme:

(xy)a(xy)−1 = x(yay−1)x−1 = xax−1 = a,

a tedy centralizátor je uzavřený i v̊uči násobeńı.

Definice 2.8. Definujeme centrum grupy G jako: Z(G) = {g ∈ G|gfg−1 = f pro ∀f ∈ G}.

Poznámka 2.9. Plat́ı, že Z(G) = CG(G), tedy je to množina prvk̊u G, které komutuj́ı se
všemi ostatńımi. Jako speciálńı př́ıpad předchoźı věty plat́ı Z(G) ≤ G.

9



2 Podgrupy

Definice 2.10. Pro A ⊂ G a g ∈ G zavád́ıme značeńı: gA = {ga|a ∈ A}. Obdobně pro Ag,
a tedy konkrétně gAg−1 = {gag−1|a ∈ A}.

Definice 2.11. Bud’ ∅ 6= A ⊂ G. Definujeme normalizátor A v G jako: NG(A) = {g ∈
G|gAg−1 = A}.

Poznámka 2.12. Normalizátor se od centralizátoru lǐśı t́ım, že může prvky A zpermutovat
(množina A se t́ım nezměńı). Grupové vlastnosti NG(A) se ukáž́ı podobně jako u CG(A).

Tvrzeńı 2.13. Plat́ı, že CG(A) ≤ NG(A) ≤ G.

D̊ukaz. NG(A) ≤ G: Použijeme značeńı z def. 2.10.

1. NG(A) 6= ∅, protože e ∈ NG(A).

2. Necht’ x, y ∈ NG(A), tj. xAx−1 = A a yAy−1 = A. Pak plat́ı (xy)A(xy)−1 = x (yAy−1)︸ ︷︷ ︸
A

x−1 =

xAx−1 = A. (Asociativita plat́ı z vlastnost́ı grupového násobeńı v G.) To ale znamená,
že (xy) ∈ NG(A).

3. Necht’ x ∈ NG(A). Pak zřejmě plat́ı xAx−1 = A⇒ x−1Ax = A, tj. x−1 ∈ NG(A), č́ımž
je NG(A) ≤ G dokázáno.

CG(A) ≤ G již bylo dokázáno a CG(A) ≤ NG(A) je pak zřejmé z definice podgrupy.

2.2 Cyklické grupy

Definice 2.14. Grupu nazýváme cyklická, pokud je generována jen jedńım prvkem a a
znač́ıme H = 〈a〉 = {an|n ∈ Z, a0 = e}.

Poznámka 2.15. Cyklická grupa je vždy abelovská (komutativńı).

Poznámka 2.16. Dvě cyklické grupy 〈x〉 a 〈ξ〉 stejného řádu jsou isomorfńı (ϕ(xn) = ξn).

Věta 2.17. Pro grupu G = 〈x〉 plat́ı |G| = |x|.

D̊ukaz. 1. Pro |x| = ∞ jsou všechny prvky cα r̊uzné pro ∀α ∈ N, tedy jich je nekonečně
mnoho.

2. Necht’ |x| = n. Plat́ı (∀α ∈ Z)(α = kn + m), pro nějaké n ∈ Z a (m ∈ Z+)(m ≤ n).
Potom sα = xknxm = exm. Máme tedy právě n prvk̊u v G.

Poznámka 2.18. Největš́ı společný dělitel č́ısel n a m znač́ıme gcd (n,m).

Věta 2.19. Mějme grupu G = 〈x〉. Potom plat́ı:

1. |G| =∞⇒ |xα| =∞ a nav́ıc (xα 6= xβ)(∀α, β ∈ Z \ {0}),

2. |G| = n⇒ |xα| = n
gcd (n,α) pro α ∈ Z \ {0}.

10
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D̊ukaz. 1) |G| = ∞ znamená, že |x| = ∞, tedy (∀a ∈ N)((xα)n = xnα 6= e). Důkaz druhé
části provedeme sporem, tedy necht’ xα = xβ. Potom xα−β = x0 = 1 (tedy |x| = α − β), což
je spor.

2) Vı́me tedy, že |x| = n. Označme si d = gcd (n, α). Muśı existovat celé č́ıslo c takové, že
α = cd. Jelikož α i n jsou pevná, pak i c je pevně určeno. Nyńı budeme hledat nejmenš́ı a ∈ N
takové, aby (xα)a = xαa = e. Muśı tedy platit αa = bn pro nějaké b ∈ N, které si můžeme
volit. To dále uprav́ıme:

αa = bn

cda = bn

a =
b

c

n

d
.

Vı́me, že n
d je celé č́ıslo. Jelikož a muśı být také celé č́ıslo a nav́ıc chceme, nejmenš́ı možné,

zvoĺıme b = c. Nemůžeme volit b < c, protože aby pak bylo a celé, muselo by mı́t c a n
společného dělitele, což je spor s definićı c. T́ım dostáváme tvrzeńı věty. (Doporučuji si to
vyzkoušet na konkrétńıch č́ıslech, třeba n = 4 a α = 6.)

Poznámka 2.20. Každá podgrupa grupy 〈x〉 je cyklická.

Definice 2.21. Podgrupa generovaná podmnožinou M ⊂ G je nejmenš́ı podgrupa G
obsahuj́ıćı všechny prvky M . Tedy

〈M〉 =
⋂
Hi≤G
M⊂Hi

Hi.

Poznámka 2.22. Snadno se ukáže, že pr̊unik dvou podgrup je opět podgrupa.

2.3 Svazy podgrup

Nyńı zavedeme relaci uspořádáńı, abychom mohli zavést svazy podgrup a kreslit tzv. Hasseho
diagramy.

Definice 2.23. Relaci � na množině M nazýváme částečné uspořádáńı, pokud plat́ı:

1. reflexivita: (∀x ∈M)(x � x),

2. tranzitivita: (∀x, y, z ∈M)(x � y ∧ y � z ⇒ x � z),

3. slabá antisymetrie: (∀x, y ∈M)(x � y ∧ y � x⇒ x = y).

Př́ıklad 2.24. Mějme libovolnou množinu A a jej́ı potenčńı množinu P(A) = 2A. Zavedeme
uspořádáńı (∀M,N ∈ 2A)(M � N ⇔M ⊂ N).

Př́ıklad 2.25. Grupa G = {e, a, b|a2 = e, b2 = e} má podgrupy {e}, 〈a〉, 〈b〉 a G. Můžeme
zavést uspořádáńı pomoćı relace ”být podgrupou”, tedy zp̊usobem: G1 � G2 ⇔ G1 ≤ G2.
Obr. 2.1.

Definice 2.26. Bud’ {M,�} množina s částečným uspořádáńım a A ⊂ M jej́ı podmnožina.
Prvek x ∈M nazveme

11
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Obrázek 2.1: Uspořádáńı na G = {e, a, b|a2 = e, b2 = e} podle relace
”
být podgrupou“.

• horńı závora množiny A, pokud (∀a ∈ A)(a � x),

• dolńı závora množiny A, pokud (∀a ∈ A)(x � a),

• supremum množiny A (x = sup�A), je-li x nejmenš́ı prvek množiny horńıch závor A,

• infimum množiny A (x = inf�A), je-li x největš́ı prvek množiny dolńıch závor A.

Definice 2.27. Bud’ {M,�} množina s částečným uspořádáńım. Pak ∀x, y ∈M definujeme
operace

• spojeńı x ∨ y = sup�{x, y}.

• pr̊usek x ∧ y = inf�{x, y},

Poznámka 2.28. Neplést spojeńı a pr̊usek (∨,∧) s operacemi sjednoceńı a pr̊unik (∪,∩).

Definice 2.29. Bud’ {M,�} množina s částečným uspořádáńım a operacemi ∧,∨. Potom
{M,∧,∨} nazýváme svaz, pokud (∀x, y ∈M)((x ∨ y ∈M) a zároveň (x ∧ y ∈M)).

Definice 2.30. Svaz {M,∧,∨} nazýváme modulárńı, pokud (∀a, b, c ∈ M)((a � c) ⇒
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ c).

2.3.1 Hasseovy diagramy

Konstrukce Hasseova diagramu podgrup konečné grupy G:

Poznámka 2.31. Najdeme všechny podgrupy G a seřad́ıme je podle jejich řádu. Grupu G
umı́st́ıme nejvýše a grupu 1 nejńıže. Zbytek podgrup rozmı́st́ıme podle jejich řádu a čarami
spoj́ıme všechny grupy A a B, pro něž A ≤ B a neexistuje podgrupa C, pro kterou C < B
(vlastńı podgrupa) a zároveň A < C. (Tedy spojujeme jen

”
nejbližš́ı“ podgrupy.)

Poznámka 2.32. Mezi každými dvěma podgrupami A ≤ B existuje spojnice, ale může vést
přes celý řetězec podgrup a těchto spojnic může být i v́ıce. Př́ıklad je na Obr. 2.2.

12
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Obrázek 2.2: Svaz podgrup grupy Z/12Z. Převzato z [1].
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Poznámka 3.1. Studium faktor grup dané grupy G nám umožňuje zkoumat jej́ı strukturu a
je ekvivalentńı zkoumáńı homomorfismů G.

Definice 3.2. Mějme homomorfismus ϕ : G→ H. Vláknem homomorfismu ϕ př́ıslušej́ıćım
prvku x ∈ H nazýváme množinu {y ∈ G|ϕ(y) = x}, tedy množina všech prvk̊u, které se
zobraźı na x. (Obr. 3.1).

Obrázek 3.1: Znázorněńı vláken homomorfismu. Převzato z [1].

Tvrzeńı 3.3. Pro homomorfismus ϕ : G→ H plat́ı:

1. ϕ(eG) = eH

2. ϕ(g−1) = ϕ(g)−1

3. ϕ(gn) = ϕ(g)n

4. Kerϕ ≤ G

5. ϕ(G) ≤ H

D̊ukaz.1. ϕ(eG) = ϕ(eGeG) = ϕ(eG)ϕ(eG) =⇒ (kráceńı v H) ϕ(eG) = eH .

2. ϕ(g)ϕ(g−1) = ϕ(gg−1) = ϕ(eG) = eH , tedy ϕ(g−1) = ϕ(g)−1.

3. Indukćı na n.

4. Stač́ı dokázat g1, g2 ∈ Kerϕ =⇒ g1g
−1
2 ∈ Kerϕ. plat́ı eG ∈ Kerϕ, tj. jádro je neprázdné.

Necht’ g1, g2 ∈ Kerϕ. Pak ϕ(g1) = ϕ(g2) = eG. Potom ϕ(g1g
−1
2 ) = ϕ(g1)ϕ(g−1

2 ) = eH .

5. Stejně jako předchoźı bod, jen předpoklad h1 = ϕ(g1).

14
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Definice 3.4. Mějme homomorfismus ϕ : G→ H s jádrem Kerϕ = K. Potom faktor grupa
G/K (G mod K) je grupa na vláknech ϕ s operaćı definovanou pomoćı reprezentant̊u: pokud
X je vlákno nad a a Y je vlákno nad b, pak prvek XY ∈ G/K je vlákno nad ab.

Poznámka 3.5. To, že faktor grupa má skutečně vlastnosti grupy, se lehce ověř́ı z platnosti
těchto vlastnost́ı v G.

3.1 Levé a pravé ťŕıdy

Věta 3.6. Mějme homomorfismus ϕ : G → H s jádrem Kerϕ = K a necht’ Xa ∈ G/K je
vlákno nad a ∈ H, tedy Xa = ϕ−1(a). Potom plat́ı:

1. ∀u ∈ Xa je Xa = {uk|k ∈ K},

2. ∀u ∈ Xa je Xa = {ku|k ∈ K}.

D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı bod (druhý se dokazuje analogicky). Označme uK = {uk|k ∈
K}, mějme u ∈ Xa (tedy ϕ(u) = a) a ukážeme, že uK ⊂ Xa: ϕ(uk) = ϕ(u)ϕ(k) = ϕ(u)e = a.
(Využili jsme nejprve toho, že ϕ je homomorfismus a pak toho, že k je z jádra.) Pro d̊ukaz
opačné inkluze mějme libovolné g ∈ Xa a vezměme k = u−1g. Jelikož ϕ(k) = ϕ(u−1g) =
ϕ(u−1)ϕ(g) = a−1a = e, k patř́ı do jádra. Dále zřejmě g = uk, tedy g ∈ uK.

Poznámka 3.7. Právě dokázaná věta nás opravňuje považovat vlákna a množiny uK = Ku
za tř́ıdy ekvivalence vzhledem k ekvivalenci a ∼ b ⇔ a = kb pro nějaké k ∈ K. (Triviálńı
ověřeńı vlastnost́ı ekvivalence je přenecháno čtenáři.)

Definice 3.8. Pro libovolnou H ≤ G a libovolné g ∈ G nazýváme množiny gH = {gh|h ∈ H}
respektive Hg = {hg|h ∈ H} levé respektive pravé tř́ıdy H v G. Libovolný prvek tř́ıdy
nazýváme jej́ım reprezentantem.

Věta 3.9. Bud’te G grupa a K jádro nějakého homomorfismu ϕ z G do nějaké grupy. Potom
množina levých tř́ıd K v G s operaćı definovanou jako aK⊗bK = (ab)K je grupa G/K. Tedy
tato operace je dobře definovaná (nezáviśı na výběru reprezentanta). (Obr. 3.2)

D̊ukaz. Mějme X,Y ∈ G/K, X = ϕ−1(a), Y = ϕ−1(b) a Z = XY ∈ G/K. Podle definice
operaćı v G/K je Z = ϕ−1(ab). Z věty 3.6 v́ıme, že prvky G/K jsou levé tř́ıdy K. Je třeba
ukázat, že i operace, kterou zde definuje pomoćı reprezentant̊u odpov́ıdá p̊uvodńı definici
násobeńı v G/K bez ohledu na výběr reprezentanta. Mějme u ∈ X a v ∈ Y , tedy ϕ(u) = a,
ϕ(v) = b a X = uK a Y = vK. Urč́ıme, zda uv ∈ Z.

ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v) = ab

Odtud tedy plyne, že uv ∈ Z, a tedy Z = uvK.

Věta 3.10. Necht’ N ≤ G, potom množina levých tř́ıd N v G tvoř́ı rozklad G (jejich sjed-
noceńım je G a jednotlivé tř́ıdy maj́ı prázdný pr̊unik). Dále ∀u, v ∈ G plat́ı uN = vN právě
tehdy, když u−1v ∈ N , tedy když u a v jsou reprezentanty stejné tř́ıdy.
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Obrázek 3.2: Znázorněńı násobeńı v G/K pomoćı reprezentant̊u levých tř́ıd. Převzato z [1].

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že sjednoceńım levých tř́ıd je celé G. Jelikož N je grupa, pak e ∈ N ,
a tedy plat́ı: ⋃

g∈G
gN ⊃

⋃
g∈G

ge = G.

Pro d̊ukaz druhé části vezmeme uN ∩vN 6= ∅ a ukážeme, že potom plat́ı uN = vN . Vezměme
x ∈ uN ∩ vN , tedy x můžeme napsat jako x = un1 = vn2 pro nějaká n1, n2 ∈ N . Rovnost
vynásob́ıme zprava n−1

1 a dostaneme u = vn2n
−1
1 = vn3 pro nějaké n3 ∈ N . Tedy vid́ıme,

že u ∈ vN . Dále pro libovolné t ∈ uN plat́ı t = un4 = (vn3)n4 = vn5, takže t ∈ vN pro
∀t ∈ uN , tedy uN ⊂ vN . Opačnou inkluzi dostaneme záměnou role u a v.

Jelikož v́ıme, že u = vn3, pak plat́ı v−1u = n3, tedy v−1u ∈ N a to plat́ı pro libovolné
reprezentanty tř́ıd.

Poznámka 3.11. Právě dokázaná věta ř́ıká, že levé tř́ıdy jsou tř́ıdy ekvivalence vzhledem k
ekvivalenci a ∼ b⇔ a = nb pro nějaké n ∈ N a G je tedy rozloženo do tř́ıd ekvivalence.

Věta 3.12. Bud’ G grupa a N ≤ G. Potom:

1. Operace na levých tř́ıdách definovaná jako uNvN = (uv)N je dobře definovaná právě
tehdy, když (gng−1 ∈ N)(∀g ∈ G a ∀n ∈ N).

2. Je-li výše uvedená operace dobře definovaná, pak je množina levých tř́ıd N grupou s
jednotkou eN a inverzńım prvkem (gN)−1 = g−1N .

D̊ukaz. 1. ⇒) Necht’ je operace na levých tř́ıdách dobře definovaná, tedy

(∀u, v ∈ G)(u, u1 ∈ uN a v, v1 ∈ vN ⇒ uvN = u1v1N). (3.1)

Necht’ g ∈ G a n ∈ N libovolné. Polož́ıme u = e, u1 = n a v = v1 = g−1 a z
předpokladu dostaneme

g−1N = ng−1N (3.2)
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Protože e ∈ N , ng−1 ∈ g−1N . Tedy ng−1 = g−1n1, pro nějaké n1 ∈ N . Vynásobeńım
g zleva dostáváme požadovanou rovnost gng−1 = n1 ∈ N .

⇐) Předpokládáme (gng−1 ∈ N)(∀g ∈ G a ∀n ∈ N) a vezmeme u, u1 ∈ uN a v, v1 ∈
vN . Pak můžeme psát u1 = un a v1 = vm pro nějaké n,m ∈ N . Muśıme ukázat,
že u1v1 ∈ uvN :

u1v1 = (un)(vm) = u(vv−1)nvm = (uv)(v−1nv)m = (uv)(n1)m = uvn2 ∈ uvN,
(3.3)

kde n1 = v−1nv = (v−1)n(v−1)−1 ∈ N z předpokladu a n2 = n1m ∈ N z definice.
Protože u1v1 ∈ uvN ∩ u1v1N , plyne z předchoźı věty rovnost uvN = u1v1N .

2. Je-li operace na levých tř́ıdách dobře definovaná, axiomy grupy se přenášej́ı z G. Aso-
ciativita:

(uN)(vNwN) = uN(vwN) = u(vw)N = (uv)wN = (uNvN)(wN), ∀u, v, w ∈ G
(3.4)

Z definice násobeńı je vidět že jednotka v G/N je N a g−1N je inverze gN .

3.2 Normálńı podgrupy

Definice 3.13. Prvek m = gng−1 se nazývá konjugovaný k n prvkem g.

Definice 3.14. Bud’ A ⊂ G libovolná podmnožina grupy. Množina M = gAg−1 se nazývá
konjugovaná k A prvkem g.

Definice 3.15. Pokud pro N ≤ G plat́ı NG(N) = G (normalizátor N v G), pak N nazýváme
normálńı podgrupa. Znač́ıme N E G

Poznámka 3.16. Pro ověřeńı, zda podgrupa N ≤ G je normálńı, stač́ı ověřit, že komutuje s
generátory množiny G \N (množinový rozd́ıl), pokud tyto generátory známe.

Věta 3.17. Necht’ N ≤ G, potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. N E G

2. NG(N) = G

3. gN = Ng pro ∀g ∈ G.

4. Operace na tř́ıdách je dobře definovaná.

5. gNg−1 ⊂ N pro ∀g ∈ G.

D̊ukaz. Přepsáńı definic a věta 3.12.

Věta 3.18. Necht’ N ≤ G, potom N E G právě tehdy když ∃ homomorfismus ϕ takový, že
N = Kerϕ.

D̊ukaz. ⇐) Podle věty 3.6 v́ıme, že levé a pravé tř́ıdy jsou stejné (gN = Ng), což je podle
věty 3.17 ekvivalentńı normálnosti grupy.
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⇒) Nyńı máme N E G a označ́ıme H = G/N (podle věty 3.17 je operace na levých
tř́ıdách pro normálńı grupu dobře definovaná). Definujeme zobrazeńı π : G → G/N
jako π(g) = gN pro ∀g ∈ G. Z definice operaćı v G/N plat́ı pro ∀f, g ∈ G: π(fg) =
(fg)N = fNgN = π(f)π(g), tedy π je homomorfismus. Jeho jádro je: Ker(π) = {g ∈
G|π(g) = eN} = {g ∈ G|gN = eN} = {g ∈ G|g ∈ N} = N .

Poznámka 3.19. Nyńı můžeme faktorizovat podle normálńı podgrupy G/N , aniž bychom
měli homomorfismus.

Definice 3.20. Bud’ N E G, pak zobrazeńı π : G→ G/N : π(g) = gN nazýváme přirozená
projekce G na G/N .

3.3 Index grupy, Lagrangeova věta

Věta 3.21 (Lagrange). Necht’ G je konečná, H ≤ G, potom |H| děĺı |G|. Nav́ıc počet levých

tř́ıd H v G je roven |G|
|H| .

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že všechny levé tř́ıdy maj́ı stejně prvk̊u. Definujme zobrazeńı f :
aH → bH mezi libovolnými dvěma levými tř́ıdami aH a bH předpisem f(x) = ba−1x. Protože
zobrazeńı s předpisem f−1(y) = ab−1y je zřejmě inverzńı k f , je f bijekce mezi levými tř́ıdami,
a ty tedy maj́ı stejný počet prvk̊u.

Označme |H| = |eH| = n a k počet levých tř́ıd. G rozděleno na k levých tř́ıd o n prvćıch,

plat́ı |G| = kn, a tedy k = |G|
n .

Poznámka 3.22. Prvńı část d̊ukazu (všechny levé tř́ıdy maj́ı stejně prvk̊u) plat́ı i pro ne-
konečné grupy.

Poznámka 3.23. Komutativńı grupa prvoč́ıselného řádu nemůže mı́t netriviálńı normálńı
podgrupu.

Definice 3.24. Bud’ G grupa (i nekonečného řádu) a H ≤ G. Potom počet levých tř́ıd H v
G nazýváme index H v G a znač́ıme |G : H|.

Poznámka 3.25. Necht’ H ≤ G má index |G : H| = 2. Potom je H normálńı podgrupou,
protože rozklady do levých a pravých tř́ıd G = H∪gH = H∪Hg implikuje rovnost gH = Hg.

Poznámka 3.26. Pro konečné grupy tedy plat́ı |G : H| = |G|
|H| .

Důsledek 3.27. Pro konečnou grupu G a x ∈ G plat́ı |x| děĺı |G|.

D̊ukaz. Dı́ky nerovnosti |x| < |G|, dokázané v pozn. 1.29, a konečnosti |G| tvoř́ı mocniny x
cyklickou podgrupu G.

Důsledek 3.28. Grupa prvoč́ıselného řádu je cyklická.

Věta 3.29 (Cauchy). Necht’ grupa G má řád |G| = n ∈ N a p je prvoč́ıslo, které děĺı n. Pak
existuje prvek x ∈ G s řádem |x| = p

D̊ukaz. Protože máme konečnou grupu, řád prvku x děĺı řád grupy G. Proto pro každé x ∈ G
a k řád x plat́ı xn =

(
xk
)n
k = e. Protože p děĺı n, tj. n = pk, plat́ı xn = xkp =

(
xk
)p

= e, tj.
xk má řád p.
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Definice 3.30. Grupu G, jej́ıž jediné normálńı podgrupy jsou triviálńı (e a G), nazýváme
prostá.

Poznámka 3.31. Opačné tvrzeńı k Lagrangeově větě neplat́ı. Tedy konečná grupa G, jej́ıž
řád má dělitele n, nemuśı mı́t podgrupu řádu n. (Plat́ı to pro konečné abelovské grupy.)

3.4 Součinová podgrupa

Definice 3.32. Zavád́ıme
”
součin“ podgrup K,H ≤ G jako: KH = {kh|k ∈ K,h ∈ H}.

Věta 3.33. Necht’ H a K jsou podgrupy konečné grupy G, pak

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

. (3.5)

D̊ukaz. HK můžeme napsat jako sjednoceńı levých tř́ıd K,

HK =
⋃
h∈H

hK. (3.6)

Protože všechny levé tř́ıdy maj́ı stejný počet prvk̊u |K|, stač́ı zjistit počet r̊uzných levých tř́ıd
tvaru hK, h ∈ H. Ale h1K = h2K pro h1, h2 ∈ H, právě když h−1

2 h1 ∈ K. Tedy

h1K = h2K ⇔ h−1
2 h1 ∈ H ∩K ⇔ h1(H ∩K) = h2(H ∩K). (3.7)

To znamená, že počet r̊uzných levých tř́ıd tvaru hK, h ∈ H je stejný jako počet levých tř́ıd
tvaru h(H ∩K), h ∈ H. A to je, z Lagrangeovy věty, rovno |H|

|H∩K| . Tedy HK obsahuje |H|
|H∩K|

r̊uzných levých tř́ıd K, kde každá má |K| prvk̊u, č́ımž dostáváme tvrzeńı věty.

Věta 3.34. Necht’ H,K ≤ G, pak HK ≤ G právě tehdy, když HK = KH.

D̊ukaz. ⇐) Necht’ HK = KH a a, b ∈ HK. Ukážeme, že ab−1 ∈ HK, takže HK je pod-
grupa. Můžeme psát a = h1k1 a b = h2k2 pro nějaké h1, h2 ∈ H a k1, k2 ∈ K. Tedy

ab−1 = h1k1k
−1
2 h−1

2 = h1k3h
−1
2 (3.8)

kde k3 = k1k
−1
2 ∈ K. Užit́ım předpokladu můžeme napsat k3h

−1
2 = h4k4 a dostáváme

ab−1 = (h1h4)k4 ∈ HK. (3.9)

⇒) Vezměme a ∈ KH. Pak a = kh a plat́ı a−1 = (kh)−1 = h−1k−1 ∈ HK. Protože HK
je podgrupa, je i a ∈ HK a tud́ıž KH ⊂ HK. Pro d̊ukaz opačné inkluze vezmeme
hk ∈ HK. Protože HK je podgrupa, můžeme psát hk = a−1 pro nějaké a ∈ HK. Ale
taky a = h1k1 pro nějaké h1 ∈ H, k1 ∈ K. Dostáváme tedy

hk = (h1k1)−1 = k−1
1 h−1

1 ∈ KH. (3.10)

Důsledek 3.35. Necht’ H,K ≤ G a H ≤ NG(K), pak HK ≤ G. Speciálně pokud K E G,
pak HK ≤ G pro libovolnou H ≤ G.
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D̊ukaz. Ukážeme že HK = KH. Necht’ h ∈ H, k ∈ K. Z předpokladu máme hkh−1 ∈ K,
tud́ıž

hk = (hkh−1)h ∈ KH. (3.11)

Ukázali jsme tedy, že HK ⊂ KH. Opačná inkluze se ukáže analogicky a z předchoźı věty už
plyne, co jsme chtěli dokázat.

3.5 Věty o isomorfismech

Věta 3.36 (1. VOI). Pokud ϕ : G → H je homomorfismus, pak Kerϕ E G a G/Kerϕ ∼=
ϕ(G).

D̊ukaz. Prvńı část je zřejmá z vět 3.6 a 3.17. Důkaz druhé spoč́ıvá v ověřeńı, že ϕ′ : G/Kerϕ→
ϕ(G) : ϕ′(gKerϕ) = ϕ(g) je izomorfismus, což je ponecháno jako cvičeńı.

Důsledek 3.37. Bud’ ϕ : G→ H homomorfismus. Potom plat́ı:

1. ϕ je monomorfńı, právě když Kerϕ = e,

2. |G : Kerϕ| = |ϕ(G)|.

Věta 3.38 (2. VOI,
”
diamantová“). Bud’ G grupa a A ≤ G, B ≤ G a A ≤ NG(B). Potom

AB ≤ G, B E AB, A ∩B E A a AB/B ∼= A/A ∩B.

D̊ukaz. Z d̊usledku 3.35 plyne, že AB ≤ G. Protože A ≤ NG(B) z předpokladu a B ≤ NG(B)
triviálně, je taky AB ≤ NG(B), tedy B E AB a faktorgrupa AB/B je dobře definována.
Definujeme proto homomorfismus ϕ : A→ AB/B předpisem ϕ(a) = aB:

ϕ(a1a2) = (a1a2)B = a1Ba2B = ϕ(a1)ϕ(a2). (3.12)

Z definice je vidět, že ϕ je surjektivńı. Jednotkový prvek v AB/B je B, tedy Kerϕ = {a ∈
A, aB = B} = A ∩B. Z 1. VOI už plyne, že A ∩B E A a A/A ∩B ∼= AB/B.

Věta 3.39 (3. VOI). Bud’ G grupa a H E G, K E G a H ≤ K. Potom K/H E G/H
a (G/H)/(K/H) ∼= G/K. Označ́ıme-li faktor grupu podle H pruhem, tvrzeńı lze přepsat ve
tvaru Ḡ/K̄ ∼= G/K.

D̊ukaz. H komutuje se všemi prvky G, t́ım sṕı̌se s prvky z K, takže K E H a K/H má smysl.
Př́ımým výpočtem za využit́ı normality podgrup ověř́ıme platnost K/H E G/H:

gHkH(gH)−1 = gH(g−1g)k(g−1g)Hg−1H = (gHg−1)(gkg−1)(gHg−1)H =

= Hk1H = (k1k
−1
1 )Hk1H = k1H ∈ K/H. (3.13)

Definujeme homomorfismus ϕ : G/H → G/K předpisem ϕ(gH) = gK. Abychom ukázali že
ϕ je dobře definované, vezmeme g1H = g2H. Potom g1 = g2h pro nějaké h ∈ H. Protože
H ≤ K, je taky h ∈ K, proto g1K = g2K. Tud́ıž ϕ(g1H) = ϕ(g2H) a ϕ je dobře definované.
Protože g může být libovolné, je ϕ taky surjektivńı. Dále

Kerϕ = {gH ∈ G/H|ϕ(gH) = K} = {gH ∈ G/H|gK = K} = {gH ∈ G/H|g ∈ K} = K/H,
(3.14)

z 1. VOI už plyne (G/H)/(K/H) ∼= G/K.
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Poznámka 3.40. Následuj́ı věta hovoř́ı o vztahu struktury podgrup p̊uvodńı grupyG a faktor-
grupy G/N . Vlastně ř́ıká, že struktura podgrup faktorgrupy je stejná jako struktura podgrup
G, které obsahuj́ı N .

Věta 3.41. [4. VOI,
”
mř́ı̌zková“] Bud’ G grupa a N E G. Potom existuje bijekce θ z množiny

podgrup G obsahuj́ıćıch N na množinu podgrup G/N , která každé podgrupě A z prvńı množiny
přiřazuje podgrupu A/N ze druhé. Zobrazeńı θ má nav́ıc tyto vlastnosti: Pro A,B ≤ G obsa-
huj́ıćı N jako podgrupu plat́ı

1. B ≤ A⇔ B/N ≤ A/N,

2. Je–li A ≤ B, pak |B : A| = |B/N : A/N |,

3. 〈A,B〉 /N = 〈A/N,B/N〉 ,

4. A/N ∩B/N = (A ∩B)/N,

5. A E G⇔ A/N E G/N.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že zobrazeńı θ definované pomoćı A 7→ A/N je bijekce: Nejprve prostota.
Necht’ A/N = B/N . Pak ∀a ∈ A plat́ı aN = bN pro nějaké b ∈ B, tj. a−1b ∈ N ⊂ B. Proto
a ∈ B a A ⊂ B. Druhá inkluze se dokáže stejně.
Nyńı surjektivita: Je–li S podgrupa G/N , a φ : G→ G/N , pak φ−1(S) = {s ∈ G|sN ∈ S} je
podgrupaG (plat́ı uNvN = uvN) obsahuj́ıćıN = φ−1({e}) a θ(φ−1(S)) = {sN |sN ∈ S} = S,
což dokazuje surjektivitu.
Nyńı ověř́ıme vlastnosti:

1. Z A ≤ B plyne A/N ≤ B/N d́ıky tomu, že operace na levých tř́ıdách je d́ıky N E G
dobře definovaná, obráceně proto, že θ je bijekce.

2. Zobrazeńı ψ zobrazuje levé tř́ıdy v B/A do levých tř́ıd v (B/N)/(A/N) tak, že pro b ∈ B
zobraźı bA na (bN)(A/N). ψ je dobře definované a prosté, protože b1A = b2A⇔ b−1

1 b2 ∈
A ⇔ (b1N)−1(b2N) ∈ (A/N) ⇔ (b1N)(A/N) = (b2N)(A/N). ψ je také surjektivńı,
protože v (bN)(A/N) procháźı b celé B, a tedy ψ je izomorfismus.

3. Protože N E G, je operace na levých tř́ıdách dobře definovaná. Proto pro d̊ukaz inkluze
〈A,B〉 /N ⊂ 〈A/N,B/N〉 stač́ı ověřit xN ⊂ 〈A/N,B/N〉 pro x ∈ A nebo x ∈ B. To
ale zřejmě plat́ı, protože x ∈ A implikuje xN ∈ A/N , stejně pro x ∈ B. Podobně
pro inkluzi 〈A/N,B/N〉 ⊂ 〈A,B〉 /N stač́ı ověřit, že xN ∈ A/N nebo xN ∈ B/N
implikuje x ∈ 〈A,B〉. Necht’ tedy xN ∈ A/N , pak xN = aN pro nějaké a ∈ A, tud́ıž
a−1x ∈ N ⊂ A ⊂ 〈A,B〉 a stejně pro xN ∈ B/N .

4. Stejné jako bod 3.

5. Předpokládejme nejprve A E G. Pak pro aN ∈ A/N plat́ı gNaNg−1N = gag−1N =
a1N ∈ A/N , tedy A/N E G/N .
Obrácená implikace: Necht’ A/N E G/N . Definujme zobrazeni σ : G→ (G/N)/(A/N) :
g 7→ (gN)(A/N). Toto zobrazeńı vzniklo jako složeńı homomorfismů (přirozených pro-
jekćı) z G do G/N a z G/N do (G/N)/(A/N), je to tedy homeomorfismus. Plat́ı, že
Kerσ = A, protože g ∈ Kerσ ⇔ (gN)(A/N) = (A/N) ⇔ gN ∈ A/N , tedy gN = aN
pro nějaké a ∈ A. Protože plat́ı N ≤ A, je to ekvivalentńı g ∈ A, A je jádrem homo-
morfismu, a tud́ıž normálńı podgrupou G.
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3.6 Kompozičńı řady

Věta 3.42. Je-li G konečná Abelovská grupa a p prvoč́ıslo, které děĺı |G|, pak G obsahuje
prvek řádu p.

D̊ukaz. Důkaz se provád́ı pomoćı takzvané úplné indukce podle řádu G. Tedy se předpokládá,
že tvrzeńı plat́ı pro všechny grupy řádu ostře menš́ıho než |G| a ukáže se platnost pro |G|.
Pro |G| = 1 je tvrzeńı triviálńı.

Mějme |G| > 1, tedy existuje x ∈ G, x 6= e. Pokud |G| = p je v d̊usledku Lagrangeovy
věty 3.21 G cyklická a tedy generovaná nějakým prvkem řádu |G|. Dále tedy předpokládejme
|G| > p.

Pokud bychom vzali prvek, jehož řád je dělitelný č́ıslem p (tedy |x| = pn), pak stač́ı vźıt
prvek xn, který je řádu |xn| = p. Dále tedy uvažujeme p - |x|.

Bud’ N = 〈x〉. Jelikož G je abelovská, pak N E G a z Lagrangeovy věty máme |G/N | = |G|
|N | ,

respektive |G/N ||N | = |G|. Protože |N | > 1, muśı platit |G/N | < |G|. Dále jelikož p | |G|, ale
p - |N |, muśı platit p | |G/N |. Z indukčńıho předpokladu pak G/N obsahuje prvek ȳ = yN
řádu p. Označme řád prvku y v G roven m. Pak jistě (yN)m = ymN = eN proto p | |y| a
dostáváme se k předchoźımu př́ıpadu.

Definice 3.43. Grupa G (konečná i nekonečná) se nazývá jednoduchá, pokud |G| > 1 a
jej́ımi jedinými normálńımi podgrupami jsou e a G.

Definice 3.44. V grupě G řadu podgrup (řetěz) e = N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nk−1 ≤ Nk = G
nazýváme kompozičńı řada, pokud (∀i, 0 ≤ i ≤ k−1)(Ni E Ni+1) a Ni+1/Ni je jednoduchá.
Faktor grupy Ni+1/Ni se pak nazývaj́ı kompozičńı faktory G.

Věta 3.45 (Jordan-Hölder). Bud’ G 6= e konečná grupa. Pak:

1. G má kompozičńı řadu,

2. kompozičńı faktory této řady jsou dány jednoznačně. Konkrétně pokud e = N0 ≤ N1 ≤
. . . ≤ Nr = G a e = M0 ≤ M1 ≤ . . . ≤ Ms = G jsou dvě kompozičńı řady G, pak r = s
a existuje permutace π r-tice (1, 2, . . . , r) taková, že

Mπ(i)/Mπ(i)−1
∼= Ni/Ni−1 1 ≤ i ≤ r. (3.15)

D̊ukaz J–H prvńı část. Mějme nejdeľśı možný řetěz normálńıch podgrup podgrup

e = N0 E N1 E . . . E Nr = G.

Sporem dokážeme, že Ni+1/Ni je jednoduchá pro všechna i: Kdyby existovalo i tak, že
Ni+1/Ni neńı jednoduchá, pak existuje H E Ni+1/Ni, H 6= {e}, H 6= Ni+1/Ni. Vezmu–li
π−1(H), tj. vzor H při projekci π : Ni+1 → Ni+1/Ni, pak ze 4.VOI 3.41 plyne π−1(H) E Ni+1

a Ni je jádro projekce π̃ : π−1(H) → Ni, tj. Ni E π−1(H), takže by bylo možné π−1(H)

”
vřadit“ do řetězu a vytvořili bychom deľśı řetěz, což je spor s předpokládanou maximali-

tou.

Pro d̊ukaz druhé části nejprve vyslov́ıme a dokážeme následuj́ıćı lemma:

Lemma 3.46. Necht’ G je grupa, M,N jej́ı normálńı podgrupy, M 6= N , G/M a G/N
jednoduché. Potom G = NM a plat́ı M/(M ∩N) ∼= G/N a N/(M ∩N) ∼= G/M .
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D̊ukaz. M neńı podgrupa N (a obráceně), protože jinak by d́ıky 4. VOI byla N/M normálńı
podgrupou G/M r̊uznou od G/M a {e} (M 6= N), což je spor s jednoduchost́ı.
Protože M,N E G, pak i NM E G (všichni reprezentanti komutuj́ı se vš́ım). Tud́ıž plat́ı,
že NM/M E G/M . Protože je ale G/M jednoduchá, muśı NM/M být bud’ G/M nebo {e}.
Druhá varianta však nenastává, protože jinak by MN = M a N ≤M . Tud́ıž MN/M = G/M
aMN = G. Potom závěryM/(M∩N) ∼= G/N aN/(M∩N) ∼= G/M plynou z 2. VOI 3.38.

D̊ukaz J–H druhá část. Důkaz provedeme úplnou indukćı v r: Pokud je r = 1, pak i s = 1,
protože {e} E G je jediný př́ıpustný řetěz.
Nyńı indukčńı krok r = 1, . . . n− 1→ n: Mějme dva řetězy normálńıch podgrup

e = N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nr = G, e = M0 ≤M1 ≤ . . . ≤Ms = G.

PokudNr−1 = Ms−1, pak je věta splněna z indukčńıho předpokladu, takže nadále předpokládáme
Nr−1 6= Ms−1. Pro zkráceńı zápisu si označ́ım Ms−1 = M a Nr−1 = N a definuji K = M ∩N .
Dı́ky indukčńımu předpokladu má K kompozitńı řadu

e = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kt = K.

K je normálńı podgrupa M a N (2. VOI 3.38), proto rozš́ı̌reńım kompozitńı řady pro K
źıskáme kompozitńı řady pro M a N, konkrétně

e = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kt = K ≤M, e = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kt = K ≤ N.

Dı́ky indukčńımu předpokladu plat́ı r − 1 = t + 1 = s − 1 (stejné délky řetěz̊u), tj. r = s,
a také vlastnost v̊uči permutaćım faktorgrup. Dı́ky dokázanému lemmatu pak plat́ı také
N/(M ∩ N) ∼= G/M , což je Nr−1/(Nr−1 ∩Ms−1) ∼= Ms/Ms−1, takže permutačńı vlastnost
faktorgrup plat́ı na celých kompozitńıch řadách

e = N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nr = G, e = M0 ≤M1 ≤ . . . ≤Ms = G.

Věta 3.47. Existuje 18 (nekonečných) rodin jednoduchých grup a 26 jednoduchých grup, které
nepatř́ı do žádné z těchto skupin (sporadické jednoduché grupy) takových, že každá konečná
jednoduchá grupa je isomorfńı s některou z výše uvedených.

D̊ukaz. Výsledek cca 100 let práce mnoha matematik̊u na 5000-10000 stránkách odborných
časopis̊u. Ponecháno čtenáři jako snadné cvičeńı.

Věta 3.48 (Důsledek Feit–Thompsonovy věty). Všechny jednoduché konečné grupy lichého
řádu jsou abelovské, přesněji |G| = 2n− 1⇔ 2n+ 1 = p,G ∼= Zp.

D̊ukaz. 255 stran...
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4 Akce grupy na množině

Definice 4.1. Akćı grupy G na množině A nazveme zobrazeńı · : G × A → A (znač́ıme
g · a), které splňuje:

1. (∀g1, g2 ∈ G)(∀a ∈ A)(g1 · (g2 · a) = (g1g2) · a),

2. (∀a ∈ A)(e · a = a).

Věta 4.2. Bud’ · akce grupy G na množině A. Zaved’me pro pevně zvolené g ∈ G zobrazeńı
σg : A→ A vztahem (σg(a) = g · a)(∀a ∈ A). Potom plat́ı:

1. (∀g ∈ G) je zobrazeńı σg permutaćı množiny A,

2. zobrazeńı ϕ : G→ SA (permutace množiny A) definované ϕ(g) = σg je homomorfismus.

D̊ukaz. 1) Dokážeme, že σg má oboustrannou inverzi, a to konkrétně (σg)
−1 = σg−1. Z vlast-

nost́ı akce plat́ı: (σg−1 ◦ σg)(a) = g−1 · (g · a) = (g−1g) · a = e · a = a. Záměnou g za g−1

dostaneme, že také (σg ◦ σg−1)(a) = a.
2) Z bodu 1) v́ıme, že skutečně σg ∈ SA. Nyńı jen ukážeme, že ∀a ∈ A a ∀f, g ∈ G plat́ı

(ϕ(f) ◦ ϕ(g))(a) = σf (σg(a)) = f · (g · a) = (fg) · a = σfg(a) = ϕ(fg)(a).

Důsledek 4.3. Pro každou grupu G a neprázdnou množinu A existuje bijekce mezi akcemi
G na množině A a homomorfismy G do symetrické grupy SA.

Důsledek 4.4. Vezmu–li za množinu A grupu G, pak dostanu tvrzeńı, že každý řádek (či
sloupec) tabulky násobeńı je bijekćı množiny prvk̊u, tj. každý prvek se v něm objevé právě
jednou.

4.1 Stabilizátory a orbity

Definice 4.5. Mějme grupu G a jej́ı akci · : G × S → S na množinu S a necht’ s ∈ S je
pevně zvolený prvek. Potom stabilizátor s v G je: Gs = {g ∈ G|g · s = s}. Orbita s v G je
Os = {g · s|g ∈ G}, občas značeno též G · s.

Věta 4.6. Plat́ı Gs ≤ G.

D̊ukaz. Vı́me, že e ∈ Gs z axiomu akce (e · s = s). S využit́ım akce pak máme pro libovolné
y ∈ Gs: s = e · s = (y−1y) · s = [axiom akce] = y−1 · (y · s) = y−1 · s, tedy y−1 ∈ Gs. Konečně
pro x, y ∈ Gs plat́ı: (xy) · c = x · (y · s) = x · s = s, tedy i součin xy patř́ı do Gs.

Definice 4.7. Definujeme jádro akce jako: Ker(·) = {g ∈ G|g · s = s pro ∀s ∈ S}.

Tvrzeńı 4.8. Plat́ı, že Ker(·) ≤ G, nav́ıc je pr̊unikem všech stabilizátor̊u, tedy

Ker(·) =
⋂
a∈A

Ga. (4.1)
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Definice 4.9. Řekneme, že akce je věrná, pokud Ker(·) = e, respektive tranzitivńı, existuje-
li právě jedna orbita.

Věta 4.10. Bud’ H ≤ G, akce G p̊usob́ı na levých tř́ıdách {giH}i = A a πH permutačńı
reprezentace. Potom

1. G p̊usob́ı tranzitivně na A,

2. stabilizátor eH v A je roven H,

3. jádro akce je nejvěťśı normálńı podgrupa H, tj.

Ker(πH) =
⋂
x∈G

xHx−1.

D̊ukaz. Ker(πH) = {g ∈ G | gxH = xH,∀x ∈ G} = {g ∈ G | x−1gxH = H}, kde x−1gx ∈ H,
tj. g ∈ xHx−1.

Věta 4.11 (Cayley). Každá grupa je isomorfńı nějaké podgrupě grupy permutaćı.

D̊ukaz. Pan profesor nevyžaduje. Pro každé g ∈ G definujeme zobrazeńı ϕg : G → G : x 7→
ϕg(x) = gx ∈ G. Z definice je zřejmé, že ϕ−1

g = ϕg−1 , jedná se tedy o bijekci a ϕ ∈ SG. S
pomoćı tohoto zobrazeńı vytvoř́ıme hledaný izomorfismus tak, že Φ : G → SG,Φ(g) = ϕg.
Dı́ky asociativitě grupy G dostaneme, že se jedná o homomorfismus, protože plat́ı

Φ(g1g2)x = (g1g2)x = g1(Φ(g2)x) = Φ(g1)Φ(g2)x.

Protože Φ zřejmě na Im Φ zobrazuje surjektivně, stač́ı ověřit prostotu: Dı́ky kráceńı v grupě
ale máme

Φ(g1) = Φ(g2)⇔ ϕg1 = ϕg2 ⇔ (aplikace na x) g1x = g2x⇔ g1 = g2.

Máme tud́ıž G ∼= Im Φ, což je podle předešlého tvrzeńı podgrupa SG.

Důsledek 4.12. Bud’ p nejmenš́ı prvodělitel |G| (G konečná) a podgrupa H ≤ G taková, že
|G : H| = p. Potom H E G.

D̊ukaz. Pro řád G plat́ı |G| = psm, kde p - m. Definujme akci grupy G na levých tř́ıdách
H předpisem x · (gH) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus G na Sp (viz věta 4.2)
a necht’ K je jeho jádro. Dı́ky 1.VOI je G/K izomorfńı podgrupě Sp, tud́ıž |G/K| děĺı p!
Protože ale zároveň muśı dělit |G| a p je nejmenš́ı prvodělitel, pak |G/K| = p. Dı́ky 3.VOI
plat́ı |G/K|/|G/H| = |K/H|, z čehož plyne p = |G/K| = |G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost
|K/H| = 1 však znamená H = K, což je normálńı podgrupa G.

Poznámka 4.13. Bud’te G grupa a S = P(G). Pak G p̊usob́ı na S konjugaćı, tedy přǐrazuje
B 7→ gBg−1 pro ∀B ∈ S a g ∈ G.

Poznámka 4.14. Normalizátor NG(A) je tedy stabilizátor konjugace A v G.
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4 Akce grupy na množině

4.2 Rovnice ťŕıd

Věta 4.15. Necht’ G je grupa, A neprázdná množina. Pak plat́ı:

1. Relace na A definovaná přes akci G jako a ∼ b⇔ a = g · b pro g ∈ G je ekvivalence.

2. ∀a ∈ A je počet prvk̊u ve tř́ıdě ekvivalence obsahuj́ıćı a roven |G : Ga| (indexu stabi-
lizátoru a).

D̊ukaz. 1. Reflexivita je jasná, pro ověřeńı symetrie necht’ a ∼ b. Pak a = g · b, takže
g−1 ·a = g−1 · g · b = b, tedy b ∼ a. Nakonec pro d̊ukaz tranzitivity mějme a ∼ b a b ∼ c,
tedy a = g · b a b = h · c pro nějaké g, h ∈ G. Dostáváme a = g · b = g · (h · c) = (gh) · c,
proto a ∼ c.

2. Sestroj́ıme bijekci mezi levými tř́ıdami Ga v G a tř́ıdami ekvivalence a (orbitami a).
Necht’ tedy Oa = {g · a|g ∈ G}. Pak zobrazeńı g · a 7→ gGa zobrazuje Oa do množiny
levých tř́ıd Ga v G a je očividně surjektivńı. Protože g ·a = h ·a⇔ h−1g ∈ Ga ⇔ gGa =
hGa je taky prosté.

Poznámka 4.16. Konjugace splňuje axiomy akce a plat́ı Gs = CG(s) = NG(s) pro akci G na
S, s ∈ S.

Poznámka 4.17. Dále budeme pod pojmem orbita rozumět př́ıslušnou tř́ıdu ekvivalence
konjugace.

Věta 4.18 (rovnice tř́ıd). Necht’ G je konečná grupa a g1, g2, . . . gr reprezentanti r̊uzných
orbit neobsažených v Z(G). Pak

|G| = |Z(G)|+
r∑
i=1

|G : CG(gi)|.

D̊ukaz. Orbita x obsahuje jenom jeden prvek právě tehdy, když x ∈ Z(G), protože gxg−1 = x
pro ∀g ∈ G. Necht’ Z(G) = {e, z2, . . . , zm} a {O1, O2, . . . , Or} bud’ orbity neobsažené v centru
a gi reprezentant Oi pro ∀i. Potom všechny orbity (tř́ıdy ekvivalence) jsou:

{e}, {z2}, . . . , {zm}, O1, O2, . . . , Or.

Protože tř́ıdy ekvivalence tvoř́ı disjunktńı rozklad G, máme d́ıky předchoźı větě

|G| =
m∑
i=1

1 +

r∑
i=1

|Oi| = |Z(G)|+
r∑
i=1

|G : CG(gi)|.

Důsledek 4.19. Necht’ P je grupa řádu |P | = pα, kde p je prvoč́ıslo a α ∈ N. Pak Z(P ) 6= {e}.

D̊ukaz. Z rovnice tř́ıd |P | = |Z(P )|+
∑r

i=1 |P : CG(gi)| plyne, že |Z(P )| je dělitelné p, protože
|P | je dělitelné p z předpokladu a |P : CG(gi)| je dělitelné p z předpokladu a Lagrangeovy
věty. (CG(gi) je podgrupa P , takže jej́ı řád je pi, kde i je menš́ı než α, protože Z(P ) neńı
prázdné.) Řád |Z(P )| je tedy alespoň p, tj. větš́ı než 1.
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4 Akce grupy na množině

Důsledek 4.20. Grupa P řádu |P | = p2 pro p prvoč́ıslo je abelovská.

D̊ukaz. Z(P ) E P. Proto |P/Z(P )| muśı být z množiny {1, p, p2}. Protože Z(P ) obsahuje v́ıce
než jeden prvek, p2 to být nemůže. Sporem ukážeme, že to nemůže být p: Necht’ |P/Z(P )| = p,
pak P/Z(P ) je cyklická, tj. P/Z(P ) = 〈xZ(P )〉 . Potom ale bude P abelovská, protože prvky
z P maj́ı tvar p1 = xkz1, kde z1 ∈ Z(P ), a plat́ı p1p2 = xkz1x

lz2 = xk+lz1z2 = p2p1 z
definice z1 a z2. To je ale implikuje P = Z(P ), což je spor s předpokladem. Celkově tud́ıž
|P/Z(P )| = 1 a Z(P ) = P je abelovská.
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5 Sylowova věta

Definice 5.1. Bud’te G grupa a p prvoč́ıslo.

1. Grupu řádu pα pro nějaké α ≥ 1 se nazývá p-grupa. Podgrupy G řádu pα nazýváme
p-podgrupy G.

2. Je-li G řádu pαm a p - m, pak podgrupu řádu pα nazýváme Sylowova p-podgrupa
G.

3. Množinu všech Sylowových p-podgrup znač́ıme Sylp(G) a počet těchto podgrup np(G)
(nebo jen np, je-li grupa jasná z kontextu).

Lemma 5.2. Necht’ P ∈ Sylp(G) a Q libovolná p-podgrupa G, pak NG(P ) ∩Q = P ∩Q.

D̊ukaz. Necht’ H = NG(P ) ∩ Q. Protože P ≤ NG(P ), je jasné že P ∩ Q ≤ H, muśıme
tedy ukázat opačnou inkluzi. Z definice je H ≤ Q, stač́ı proto ukázat, že H ≤ P . Protože
H ≤ NG(P ), je PH podgrupa a plat́ı

|PH| = |P ||H|
|P ∩H|

.

Všechny členy na pravé straně jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a protože P ≤ PH
je p-podgrupa maximálńıho řádu, muśı platit |PH| = |P | = pα, tedy PH = P a H ≤ P .

Věta 5.3 (Sylow). Bud’ G grupa řádu pαm, kde p je prvoč́ıslo a p - m. Pak:

1. Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Sylp(G) 6= ∅.

2. Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolná p-podgrupa G, pak existuje g ∈ G takové,
že Q ≤ gPg−1, tedy Q je obsažena v nějakém sdružeńı P . Speciálně každé dvě Sylowovy
p-podgrupy G jsou vzájemně sdružené v G.

3. Počet Sylowových p-podgrup je tvaru 1+kp, tedy np ≡ 1 mod p. Dále np je index grupy
NG(P ) v G pro každou Sylowovu p-podgrupu P , a tedy np|m.

D̊ukaz. 1. Důkaz provedeme úplnou indukćı na |G|, přičemž pro |G| = 1 neńı co dokazovat.
Necht’ tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro všechny grupy menš́ıho řádu než |G|.
Když p | |Z(G)|, pak podle věty 3.42 existuje N ≤ Z(G) řádu p. Pak |G| = |G/N | =
pα−1m a z indukčńıho předpokladu existuje P ≤ G řádu pα−1. Takže pro P podgrupu
G obsahuj́ıćı N takovou, že P/N = P , plat́ı |P | = |P/N ||N | = pα a P je Sylowova
p-podgrupa G. Omeźıme se proto na př́ıpad p - |Z(G)|.
Necht’ g1, g2, . . . , gr jsou reprezentanti r̊uzných tř́ıd neobsažených v centru G, pak plat́ı
rovnice tř́ıd

|G| = |Z(G)|+
r∑
i=1

|G : CG(gi)|. (5.1)
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5 Sylowova věta

Pokud by platilo p | |G : CG(gi)|,∀i, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protože p | |G|.
Proto pro nějaké i muśı platit p - |G : CG(gi)|. Označ́ıme H = CG(gi) pro dané i a
máme

|H| = pαk, kde p - k, (5.2)

a jelikož gi /∈ Z(G), |H| < |G|. Z indukčńıho předpokladu má H Sylowovu p-podgrupu
P , která je taky podgrupou G. Nav́ıc |P | = pα, takźe P je Sylovova p-podgrupa G.

2. Necht’ Q je libovolná p-podgrupa G a necht’

S = {gPg−1|g ∈ G} ozn.= {P1, P2, . . . , Pr} = S. (5.3)

Z definice S může G, tedy taky Q, p̊usobit na S konjugaćı. S lze proto zapsat jako
sjednoceńı orbit akce Q:

S = O1 ∪O2 ∪ · · · ∪Os (5.4)

kde r = |O1|+|O2|+· · ·+|Os|. Je potřeba si uvědomit, že r nezáviśı na Q, ale počet orbit
s ano (Gmá z definice jenom jednu orbitu na S, aleQ jich může mı́t v́ıc). Přeuspořádáme
prvky S tak, aby prvńıch s bylo reprezentanty Q-orbit: Pi ∈ Oi, 1 ≤ i ≤ s. Pak z věty
4.15 plyne |Oi| = |Q : NQ(Pi)|. Z definice plat́ıNQ(Pi) = NG(Pi)∩Q a podle předchoźıho
lemmatu, NG(Pi) ∩Q = Pi ∩Q. Celkem tedy máme

|Oi| = |Q : Pi ∩Q|, 1 ≤ i ≤ s. (5.5)

Ted’ můžeme ukázat, že r ≡ 1 mod p. Dı́ky libovolnosti Q můžeme položit Q = P1,
takže

|O1| = 1, (5.6)

a ∀i > 1, P1 6= Pi, tedy P1 ∩ Pi < P1 , proto

|Oi| = |P1 : P1 ∩ Pi| > 1, 2 ≤ i ≤ s. (5.7)

Protože P1 je p-grupa, |P1 : P1 ∩ Pi| muśı být mocnina p, tedy

p | |Oi|, 2 ≤ i ≤ s. (5.8)

Odtud

r = |O1|+ (|O2|+ · · ·+ |Os|) ≡ 1(mod p) (5.9)

Nyńı bud’ Q libovolná p-podgrupa G. Kdyby Q /∈ Pi,∀i ∈ r̂, pak Q ∩ Pi < Q,∀i, tedy

|Oi| = |Q : Q ∩ Pi| > 1, 1 ≤ i ≤ s. (5.10)

Tud́ıž p | |Oi|,∀i a p | r, což je spor s r ≡ 1 mod p. Proto Q ≤ gPg−1, pro nějaké
g ∈ G.

Pro d̊ukaz ekvivalence Sylowových p-podgrup stač́ı za Q volit libovolnou Sylowovu p-
podgrupu. Pak Q ≤ gPg−1 a zároveň |gPg−1| = |Q| = pα, proto gPg−1 = Q.
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5 Sylowova věta

3. Stač́ı si uvědomit že S = Sylp(G) protože každá Sylowova p-podgrupa je konjugovaná k
P , tedy np = r ≡ 1 mod p. Nakonec d́ıky 4.15 a tomu, že všechny Sylowovy p-podgrupy
jsou konjugované, dostáváme

np = |G : NG(P )|, ∀P ∈ Sylp(G). (5.11)

Důsledek 5.4. Bud’ P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekviva-
lentńı:

1. P je jediná Sylowova p-podgrupa v G, tedy np = 1,

2. P E G.

D̊ukaz. 1)⇐ 2): np = 1, znamená že pro všechna g ∈ G plat́ı |gPg−1| = |P |, tud́ıž gPg−1 = P ,
tj. P E G.
2)⇐1): ∀g ∈ G, gPg−1 = P . Necht’ P̃ ∈ Sylp(G). Pak P̃ = gPg−1 = P .
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6 Př́ımý a polop̌ŕımý součin grup

Jedná se o zp̊usob konstrukce větš́ıch grup z menš́ıch.

Definice 6.1. Př́ımý součin definujeme pro konečné a spočetně nekonečné množiny grup
(rozd́ıl definice je jen formálńı).

1. Př́ımým součinem grup G1 × G2 × . . . × Gn s násobeńım ∗1, ∗2, . . . ∗n po řadě, je
množina n-tic (g1, g2, . . . , gn) (gi ∈ Gi) s násobeńım definovaným po složkách. Tedy:

(g1, g2, . . . , gn) ∗ (h1, h2, . . . , hn) = (g1 ∗1 h1, g2 ∗2 h2, . . . , gn ∗n hn). (6.1)

2. Př́ımým součinem grup G1 × G2 × . . . s násobeńım ∗1, ∗2, . . ., po řadě, je množina
posloupnost́ı (g1, g2, . . .) (gi ∈ Gi) s násobeńım definovaným po složkách. Tedy:

(g1, g2, . . .) ∗ (h1, h2, . . .) = (g1 ∗1 h1, g2 ∗2 h2, . . .). (6.2)

Je zřejmé, že výsledkem př́ımého součinu grup je opět grupa a to řádu |G| = |G1||G2| . . . |Gn|
nebo nekonečného.

6.1 Klasifikace Abelovských grup

Definice 6.2. 1. Grupa G je konečně generovaná, pokud existuje konečná množina
A ⊂ G taková, že G = 〈A〉.

2. Pro každé r ∈ Z, r ≥ 0, bud’ Zr = Z× Z× . . .× Z direktńı součet r kopíı grupy Z, kde
Z0 = e. Grupa Zr se nazývá volná Abelovská grupa řádu r.

Věta 6.3 (základńı věta Abelovských grup). Bud’ G konečně generovaná Abelovská grupa.
Pak:

1. G ∼= Zr × Zn1 × Zn2 × . . .× Zns pro nějaká celá č́ısla splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

a) r ≥ 0 a nj ≥ 2 pro všechna j,

b) ni+1|ni pro 1 ≤ i ≤ s− 1,

2. a rozklad je jednoznačný.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

Poznámka 6.4. Každý prvoč́ıselný dělitel |G| muśı dělit n1.

Věta 6.5. Bud’ G grupa řádu n = pα1
1 pα2

2 . . . pαkk . Potom

1. G ∼= A1 ×A2 × . . .×Ak, kde |Ai| = pαii ,
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6 Př́ımý a polopř́ımý součin grup

2. pro každé A ∈ A1, A2, . . . , Ak, kde |A| = pα je A ∼= Zpβ1 × Zpβ2 × . . . × Zpβt , kde
β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ βt ≥ 1 a β1 + β2 + . . .+ βt = α (t a βj záviśı na i)

3. a rozklad v 1) a 2) je jednoznačný až na pořad́ı Ai.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

Věta 6.6. Necht’ m,n ∈ Z+, pak Zm × Zn ∼= Zmn ⇔ gcd (m,n) = 1 (tj. m a n jsou
nesoudělná).

D̊ukaz. ⇒) Necht’ Zm = 〈x〉, Zn = 〈y〉 a l = lcm (m,n) (nejmenš́ı společný násobek).
Všimneme si, že l = mn, právě když gcd (m,n) = 1. Dále necht’ xayb ∈ Zm × Zn
libovolné, pak

(xayb)l = xlaylb = eaeb = e,

protože m | l a taky n | l. Pokud gcd (m,n) 6= 1, každý element Zm×Zn je řádu nanejvýš
l, tedy ostře menš́ıho než mn, tedy Zm × Zn nemůže být isomorfńı Zmn.

⇐) Naopak, pokud gcd (m,n) = 1, pak |xy| = lcm (|x|, |y|) = mn. Tud́ıž Zm × Zn = 〈xy〉.

Věta 6.7. Necht’ H,K ≤ G. Počet r̊uzných zp̊usob̊u, jak napsat libovolný element z HK ve
tvaru hk pro nějaké h ∈ H a k ∈ K, je |H ∩K|. Speciálně když H ∩K = e, pak pro každý
element existuje pouze jeden zp̊usob.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ HK a y ∈ H ∩K libovolné, pak x = yy−1x = yz, kde z = y−1x je element
H nebo K. Takže existuje alespoň |H ∩K| možnost́ı, jak zvolit y. Kdyby existovalo x ∈ HK,
které lze zapsat v́ıce r̊uznými zp̊usoby než H ∩ K, pak celkový počet zp̊usob̊u, jak zapsat
všechny prvky, by byl větš́ı než

|HK||H ∩K| = |H||K|
|H ∩K|

|H ∩K| = |H||K|,

což je spor s r̊uznost́ı zápisu.

Věta 6.8. Necht’ H,K E G a H ∩K = e, pak HK ∼= H ×K.

D̊ukaz. Protože H,K E G, je HK ≤ G. Necht’ h ∈ H, k ∈ K. Protože H E G, plat́ı
k−1hk ∈ H, tedy taky h−1(k−1hk) ∈ H. Analogicky, (h−1k−1h)k ∈ K. Dále d́ıky tomu, že
H ∩K = e, máme h−1k−1hk = e, tedy hk = kh, takže prvky H komutuj́ı s prvky K. Podle
předcházej́ıćı věty lze každý prvek HK zapsat právě jedńım zp̊usobem ve tvaru hk, kde h ∈ H
a k ∈ K. Zobrazeńı

ϕ : HK → H ×K : hk → (h, k)

je proto dobře definované. Pro d̊ukaz toho, že ϕ je homomorfismus, vezměme h1, h2 ∈ H a
k1, k2 ∈ K. Pak d́ıky tomu, že prvky H a K spolu komutuj́ı, plat́ı

(h1k1)(h2k2) = (h1h2)(k1k2)

a tento tvar je jednoznačně zapsán ve tvaru hk, kde h ∈ H, k ∈ K. Takže

ϕ(h1k1h2k2) = ϕ(H1h2k1k2) = (h1h2, k1k2) = (h1, k1)(h2, k2) = ϕ(h1k1)ϕ(h2k2),

tedy ϕ je homomorfismus. Zároveň je to ale bijekce, proto ϕ je isomorfizmus.
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6.2 Polop̌ŕımý součin

Poznámka 6.9. Polopř́ımý součin je daľśı zp̊usob, jak z menš́ıch grup vyrobit grupu větš́ı. Ve
výsledku dostaneme z grup H a K grupu G, ve které bude platit H E G, ale K ≤ G nemuśı
být normálńı. Jako motivaci předpokládejme, že už takovou G máme a plat́ı H ∩ K = e.
Plat́ı, že HK ≤ G a existuje bijekce mezi prvky HK a dvojicemi (h, k), kde h ∈ H a k ∈ K.
Chceme-li součin dvou prvk̊u z HK opět napsat ve tvaru hk, postupujeme takto:

(h1k1)(h2k2) = h1k1h2(k−1
1 k1)k2 = h1(k1h2k

−1
1 )k1k2 = h1h3k3 = h4k3,

kde jsme využili toho, že H je normálńı podgrupa. Ćılem polopř́ımého součinu je zavést
grupu s obdobným násobeńım bez

”
zastřešuj́ıćı“ grupy, která nám umožňuje násobit mezi

sebou prvky z K a H.

Věta 6.10. Bud’te H a K grupy a ϕ : K → AutH je homomorfismus (každému prvku k ∈ K
přiřad́ı nějakou permutaci H). Dále bud’ · akce grupy K na H daná vztahem ϕ(k)h = k · h.
Bud’ G množina dvojic (h, k), h ∈ H a k ∈ K a definuje násobeńı těchto dvojic jako:

(h1, k1)(h2, k2) = (h1k1 · h2, k1k2).

1. G s takto definovanou operaćı je grupa řádu |G| = |K||H|.

2. Množiny {(h, 1)|h ∈ H} a {(1, k)|k ∈ K} jsou podgrupy G isomorfńı grupám H a K.
(Dále mezi nimi nerozlǐsujeme.)

3. H E G.

4. H ∩K = e.

5. (∀h ∈ H, k ∈ K)(khk−1 = k · h).

D̊ukaz. 1. Asociativita plat́ı, protože pro libovolné (a, x), (b, y), (c, z) ∈ G plat́ı

((a, x)(b, y))(c, z) = (ax · b, xy)(c, z)

= (ax · b(xy) · c, xyz)
= (ax · bx · (y · c), xyz)
= (ax · (by · c), xyz)
= (a, x)(by · c, yz)
= (a, x)((b, y)(c, z)).

Platnost rovnosti mezi řádky 3 a 4 odpov́ıdá axiomu homomorfismu ϕ(b)ϕ(y · c) =
ϕ(b(y·c)). Dále je z definice vidět, že (1, 1) je jednotkový prvek, (h, k)−1 = (k−1·h−1, k−1)
je inverzńı prvek pro libovolné (h, k) ∈ G a |G| = |H||K|.

2. Necht’ H̃ = {(h, 1)|h ∈ H} a K̃ = {(1, k)|k ∈ K}. Máme

(a, 1)(b, 1) = (a1 · b, 1) = (ab, 1), ∀a, b ∈ H.

Analogicky,

(1, x)(1, y) = (1, xy), ∀x, y ∈ K,

takže H̃, K̃ ≤ G isomorfńı H,K.
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6 Př́ımý a polopř́ımý součin grup

4. Je jasné, že H̃ ∩ K̃ = e.

5. Dále plat́ı

(1, k)(h, 1)(1, k)−1 = ((1, k)(h, 1))(1, k−1)

= (k · h, k)(1, k−1)

= (k · hk · 1, kk−1)

= (k · h, 1),

tedy přǐrazeńım h↔ (h, 1) a k ↔ (1, k) z bodu (2.) dostáváme khk−1 = k · h.

3. Nakonec, protože K ≤ NG(H), plat́ı G = HK a zároveň H ≤ NG(H), dostáváme
NG(H) = G, tedy H E G.

Definice 6.11. Grupu G z předchoźı věty nazýváme polopř́ımý součin grup H a K a
znač́ıme H oϕ K.
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7 Reprezentace grup

7.1 Základńı definice

Definice 7.1. Bud’te G grupa a V vektorový prostor nad tělesem T . Potom lineárńı re-
prezentaćı grupy G na prostoru V nazýváme každý homomorfismus T : G→ GL(V ), který
každému prvku g ∈ G přǐrazuje lineárńı zobrazeńı T (g) takové, že (∀g, h ∈ G)(T (g)T (h) =
T (gh)).

• Prostor V nazýváme reprezentativńı prostor a jeho dimenzi rozměr reprezentace.

• Je-li nav́ıc T isomorfismus, nazýváme takovou reprezentaci věrná.

• Je-li dimV <∞ (existuje tedy konečná báze V ), mluv́ıme o maticové reprezentaci.

Poznámka 7.2. • T je vždy věrnou reprezentaćı faktor grupy G/KerT .

• Prostá grupa má jen věrné reprezentace (kromě triviálńı).

Definice 7.3. Je-li H Hilbert̊uv prostor a T homomorfismus grupy G do množiny unitárńıch
operátor̊u na H, nazýváme T unitárńı reprezentaćı G na H.

Definice 7.4. Dvě reprezentace T : G → V a T ′ : G → V ′ nazýváme ekvivalentńı, pokud
existuje lineárńı isometrie A : V → V ′ taková, že ∀g ∈ G plat́ı T ′(g) = AT (g)A−1 a ‖Aϕ‖ =
‖ϕ‖, ∀ϕ ∈ V . Je-li nav́ıc A unitárńı, ř́ıkáme, že reprezentace jsou unitárně ekvivalentńı.

Lemma 7.5 (Hilbert). Každá maticová reprezentace grupy je ekvivalentńı unitárńı reprezen-
taci.

D̊ukaz. Konstrukćı: Bud’ Ai matice reprezentuj́ıćı prvek gi ∈ G. Sestroj́ıme nejprve hermi-
tovskou matici H =

∑r
i=1AiA

†
i . Hermitovské matice můžeme diagonalizovat pomoćı unitárńı

matice U . Necht’ tato diagonalizované matice je:

D = U−1HU =
∑
i

U−1AiA
†
iU =

∑
i

U−1AiUU
−1A†iU =

∑
i

A′iA
′†
i ,

kde jsme označili A′i = U−1AiU . Rozpisem posledńı sumy∑
i

A′iA
′†
i =

∑
i

∑
j

(A′i)kj(A
′†
i )jk =

∑
i

∑
j

|(A′i)kj |2

zjǐst’ujeme, že diagonálńı členy D jsou kladné, protože jednou z matic A′i je identita (člen

j = k). Proto můžeme vytvořit matice D
1
2 a D−

1
2 . Potom z definice zřejmě plat́ı:

I = D−
1
2

∑
i

A′iA
′†
i D
− 1

2 .
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7 Reprezentace grup

Nyńı již definujeme matice finálńı reprezentace A′′i = D−
1
2A′iD

1
2 , o kterých ukážeme, že jsou

unitárńı:

A′′jA
′′†
j = D−

1
2A′jD

1
2 ID

1
2A′†j D

− 1
2 =

= D−
1
2A′jD

1
2D−

1
2

∑
i

A′iA
′†
i D
− 1

2D
1
2A′†j D

− 1
2 =

= D−
1
2

∑
i

A′jA
′
i(A
′
jA
′
i)
†D−

1
2 =

= D−
1
2

∑
k

A′kA
′†
kD
− 1

2 = I.

T́ım je d̊ukaz dokončen.

7.2 Reducibilńı a ireducibilńı reprezentace

Definice 7.6. V1 ⊂ V se nazývá invariantńı podprostor př́ıslušný operátoru A, když (∀ϕ ∈
V1)(Aϕ ∈ V1), tedy A(V1) ⊂ V1. Pokud se nejedná o triviálńı invariantńı podprostor, nazývá
se takový podprostor vlastńı.

Definice 7.7. Ř́ıkáme, že T je ireducibilńı reprezentace grupy G na prostoru V , pokud
neexistuje vlastńı invariantńı podprostor V př́ıslušný všem operátor̊um T (g) pro všechna
g ∈ G. Tedy (∀g ∈ G)(T (g)(V1) ⊂ V1) ⇒ (V1 = 0 ∨ V1 = V ). V opačném př́ıpadě se
reprezentace nazývá reducibilńı.

Poznámka 7.8. Reprezentace je ireducibilńı, pokud neexistuje taková podobnostńı transfor-
mace, která by převedla současně všechny T (g) na blokově diagonálńı tvar.

Definice 7.9. Reducibilńı reprezentace, kterou je možné napsat jako direktńı součet iredu-
cibilńıch reprezentaćı se nazývá úplně reducibilńı.

Věta 7.10. Bud’ T unitárńı reprezentace grupy G na Hilbertově prostoru H. Potom:

1. Ortogonálńı doplněk k H1 (označme H2) je invariantńı podprostor ⇔ H1 je invariantńı
podprostor.

2. H1 ⊂ H je invariantńı podprostor ⇔ projektor E1 na H1 splňuje podmı́nku: (T (g)E1 =
E1T (g))(∀g ∈ G).

D̊ukaz. 1. Necht’ ψ1 ∈ H1 a ψ2 ∈ H2, pak z předpokladu máme T (g)|ψ1〉 ∈ H1 = H⊥2 a
plat́ı

〈ψ2|T (g)ψ1〉 = 0 = 〈T †(g)ψ2|ψ1〉. (7.1)

2. Můžeme psát H = H1 ⊕ H2, tedy ∀|ψ〉 ∈ H plat́ı |ψ〉 = |ψ1〉 + |ψ2〉, kde |ψ1〉 ∈ H1 a
|ψ2〉 ∈ H2.

⇒) Předpokládáme, že H1, a z předchoźıho bodu též H2, jsou invariantńı.

E1T (g)|ψ〉 = E1T (g)|ψ1〉+ E1T (g)|ψ2〉 = E1T (g)E1|ψ〉 = T (g)E1|ψ〉. (7.2)

⇐) Z rovnosti E1T (g)|ψ〉 = T (g)E1|ψ〉 plyne že T (g)H1 ⊂ H1.
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7 Reprezentace grup

Důsledek 7.11 (Maschke). Reducibilńı unitárńı reprezentace je úplně reducibilńı.

Věta 7.12. Každá unitárńı ireducibilńı reprezentace konečné grupy má konečnou dimenzi.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

7.2.1 Schurova lemmata

Věta 7.13 (1. Schurovo lemma). Každá matice, která komutuje se všemi maticemi ireducibilńı
reprezentace je násobkem jednotkové matice.

D̊ukaz. Vı́me, že se můžeme omezit je na unitárńı matice. Mějme tedy matici M , pro kterou
plat́ı MAi = AiM pro ∀i. Sdružeńım obou stran dostaneme M †A†i = A†iM

† a vynásobeńım
matićı Ai zprava i zleva dostaneme AiM

† = M †Ai, tedy i M † komutuje se všemi maticemi
reprezentace. Nyńı můžeme vytvořit hermitovské matice H1 = M +M † a H2 = i(M −M †) a
vyjádřit M = H1 − iH2. Potom M je konstantńı právě tehdy, když tyto hermitovské matice
jsou konstantńı, a proto se můžeme omezit na hermitovské komutuj́ıćı matice.

Hermitovskou matici můžeme diagonalizovat, tedyD = U−1MU a definujemeA′i = U−1AiU .
Potom plat́ı A′iD = DA′i d́ıky invarianci maticových rovnic v̊uči unitárńım transformaćım.
Nyńı muśıme ukázat, že D je nejen diagonálńı, ale př́ımo násobkem jednotkové matice.
Naṕı̌seme po složkách (A′i)µνdνν = dµµ(A′i)µν , tedy (A′i)µν(dνν − dµµ) = 0. Pokud by pro
nějaké µν bylo (dνν − dµµ) 6= 0, muselo by být (A′i)µν = 0 pro ∀i, což je spor s ireducibilitou
reprezentace. Odtud dostáváme dνν = dµµ pro ∀µν.

Věta 7.14 (2. Schurovo lemma). Máme-li dvě ireducibilńı reprezentace T1 a T2 rozměru l1 a
l2 jedné grupy G a dále existuje obdélńıková matice M , pro kterou plat́ı: MT1(g) = T2(g)M
pro ∀g ∈ G, pak

1. (l1 6= l2)⇒M = 0 (nulová matice)

2. a pro l1 = l2 je bud’ M = 0, nebo detM 6= 0, a tedy existuje M−1, z čehož dostáváme
MT1(g)M−1 = T2(g) pro ∀g ∈ G, a tedy obě reprezentace jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Opět uvažujeme pouze unitárńı matice a bez újmy na obecnosti necht’ l1 ≤ l2. Nyńı
sdružeńım rovnice pro M dostaneme: T1(g)†M † = M †T2(g)†, neboli T1(g−1)M † = M †T2(g−1).
Nyńı obě strany vynásob́ıme M a využijeme toho, že rovnost plat́ı pro všechny g−1

i stejně
jako pro všechna gi. Dostaneme (použit́ım základńı rovnosti)

T2(g−1
i )MM † = MM †T2(g−1

i ).

Tedy matice MM † komutuje se všemi maticemi reprezentace a podle předchoźıho lemmatu
muśı platit MM † = cI.

Uvažujme nejprve l1 = l2, tedy M je čtvercová matice. Pomoćı pravidel poč́ıtáńı deter-
minant̊u máme (detM)2 = cl1 . Nyńı pokud c 6= 0, muśı mı́t M nenulový determinant. V
př́ıpadě, že c = 0 máme MM † = 0. Po složkách tedy

∑
αMµαM

∗
να = 0 pro ∀µν. Speciálně

volbou µ = ν dostáváme
∑

α |Mµα|2 = 0, a tedy Mµα = 0 pro ∀µα.
V př́ıpadě, že l1 < l2, tedy M má l1 sloupc̊u a l2 řádk̊u, doplńı M přidáńım l2 − l1 sloupc̊u

na čtvercovou matici N . Plat́ı, že NN † = MM †. Jelikož N má zřejmě nulový determinant,
dostáváme př́ıpad, kdy M = 0.
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7 Reprezentace grup

7.3 Velká věta ortogonality

Věta 7.15 (velká věta ortogonality). Uvažujme všechny neekvivalentńı ireducibilńı unitárńı
reprezentace grupy G. Plat́ı: ∑

g∈G
Ti(g)∗µνTj(g)αβ =

|G|
li
δijδµαδνβ , (7.3)

kde li je rozměr reprezentace Ti.

D̊ukaz. Nejprve uvažujeme dvě neekvivalentńı reprezentace T1 a T2. Zkonstruujeme matici:

M =
∑
g

T2(g)XT1(g−1),

kde X je zat́ım zcela libovolńı obdélńıková matice, která odpov́ıdá rozměrem. Nyńı použijeme
větu 7.14, a proto ukážeme potřebnou rovnost:

T2(f)M =
∑
g

T2(f)T2(g)XT1(g−1) =

=
∑
g

T2(f)T2(g)XT1(g−1)T1(f−1)T1(f) =

=
∑
g

T2(fg)XT1(g−1f−1)T1(f) =

=
∑
g

T2(fg)XT1((fg)−1)T1(f) =

=
∑
h

T2(h)XT1(h−1)T1(f) = MT1(f).

(7.4)

Muśı tedy platit, že M = 0, tedy

Mαµ = 0 =
∑
g

∑
κλ

T2(g)ακXκλT1(g−1)λµ. (7.5)

Nyńı si zvoĺıme konkrétńı matici X a to tak, že Xβν = 1 (jeden prvek je jedna) a ostatńı
prvky jsou nulové. Pak předchoźı rovnost dává:

0 =
∑
g

T2(g)αβT1(g−1)νµ =
∑
g

T2(g)αβT1(g)∗µν , (7.6)

kde posledńı úprava je z unitarity matice. To nám tedy dává člen δij ve výsledku (pro r̊uzné
reprezentace je skalárńı součin vždy 0).

Nyńı mějme jednu reprezentaci a znovu zkonstruujeme matici M jako:

M =
∑
g

T1(g)XT1(g−1),
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7 Reprezentace grup

a ze Schurova lemmatu máme M = cI. Vezměme prvek µµ′, což nám dá rovnici:∑
g

∑
κλ

T1(g)µκXκλT1(g−1)λµ′ = cδµµ′ .

Opět zvoĺıme X jen s jedńım nenulovým prvkem Xνν′ = 1. Potom:∑
g

T1(g)µνT1(g−1)ν′µ′ = cνν′δµµ′ ,

kde indexy u c znač́ı, že jeho hodnota záviśı na volbě matice X. Nyńı zvoĺıme µ = µ′ a sečteme
přes µ. ∑

g

T1(gg−1)ν′ν = l1cνν′ ,∑
g

T1(gg−1)ν′ν =
∑
g

T1(e)ν′ν = |G|δνν′ .

Odtud máme cνν′ =
|G|δνν′
l1

. Zpětným dosazeńım za c dostaneme:

∑
g

T1(g)µνT1(g−1)ν′µ′ =
|G|
l1
δνν′δµµ′ =

∑
g

T1(g)µνT1(g)∗µ′ν′ ,

což dokazuje tvrzeńı věty.

Poznámka 7.16. Velká věta ortogonality tedy ř́ıká, že pokud vytvoř́ıme vektory č́ısel o počtu
prvk̊u |G| tak, že si zvoĺıme jednu reprezentaci a v ńı µ-tý řádek a ν-tý sloupec a prvky vektoru
jsou prvky matice reprezentace pro jednotlivé prvky grupy G, pak jsou tyto vektory vzájemně
kolmé pro r̊uzné reprezentace nebo r̊uzné pozice v matici. (Muśıme mı́t stanovené pořad́ı
prvk̊u v G.) Označme |G| = n. Vektory s n prvky tvoř́ı n-dimenzionálńı vektorový prostor.
V takovém prostoru tedy může být maximálně n vzájemně kolmých vektor̊u, a proto plat́ı,
že
∑

i l
2
i ≤ n, kde suma jde přes všechny neekvivalentńı ireducibilńı reprezentace. (Později se

zde ukáže, že vždy plat́ı rovnost.)

7.4 Tabulky charakter̊u

Poznámka 7.17. Pro maticové reprezentace zavedeme užitečnou veličinu nezávisej́ıćı na bázi
– tzv. charakter reprezentace.

Definice 7.18. Označme stopu Tr (T (g)) = χ(g). Uspořádanou n-tici stop matic T (g) na-
zveme charakter reprezentace.

Poznámka 7.19. Charaktery ekvivalentńıch reprezentaćı jsou zřejmě stejné.

Tvrzeńı 7.20. Velká věta ortogonality pro charaktery prvk̊u grupy:∑
g∈G

χ(µ)(g)∗χ(ν)(g) = nδνµ. (7.7)

Poznámka 7.21. Charaktery všech konjugovaných prvk̊u grupy jsou stejné.
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7 Reprezentace grup

Tvrzeńı 7.22. Velká věta ortogonality pro charaktery konjugovaných prvk̊u grupy:∑
i

niχ
(µ)(Ci)

∗χ(ν)(Ci) = nδνµ, (7.8)

kde G = C1 ∪ · · · ∪ Ck a ni je počet prvk̊u v konjugované tř́ıdě. Prvky

χ′(µ)(Ci) =

√
ni
n
χ(µ)(Ci) (7.9)

tvoř́ı ortonormálńı systém, který je věťśı nebo roven počtu neekvivalentńıch reprezentaćı.

Věta 7.23. Mějme unitárńı reducibilńı reprezentaci T (g) rozepsanou pomoćı ireducibilńıch
reprezentaćı jako T (g) =

⊕
ν aνT

(ν)(g). Označme χ(Ci) =
∑

ν aνχ
(ν)(Ci). Potom pro koefici-

enty rozkladu aµ plat́ı

aµ =
1

n

∑
i

niχ
(µ)(Ci)

∗χ(Ci). (7.10)

D̊ukaz. Rovnost χ(Ci) =
∑

ν aνχ
(ν)(Ci) vynásobme niχ

(µ)(Ci) a vysč́ıtáme přes i.

Důsledek 7.24. Z definice je T (g) ireducibilńı transformace, právě když aµ = 1. Poté plat́ı∑
i

χ(µ)(gi)
∗χ(gi) = n. (7.11)

Tomuto vztahu se ř́ıká Frobeniova podmı́nka.
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