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Predmluva

Toto wikiskriptum vzniklo podle prednasek prof. Ing. Goce Chadzitaskose, CSc. k predmétu
Grupy a Reprezentace vyucovaného pro 1. roénik navazujiciho magisterského studia na FJFI
CVUT v Praze v zimnim semestru roku 2012. Z velké ¢asti vak jen podle uéebnice [1], proto
by bylo potieba ho dodélat a sjednotit s prednaskou.

V zimnim semestru roku 2015 doslo k prvni velké upravé tohoto wikiskripta, mnoho bylo
doplnéno a opraveno a jednotlivé ¢asti byly sefazeny podle letosni pfednéasky. Stéle vSak
neni wikiskriptum kompletni, je tfeba doplnit zejména posledni kapitolu o reprezentacich a
par dalsich dukazu. Piipadné chyby je tfeba opravit. Prosime tedy posluchace toho predmétu,
aby se chopili uprav tohoto wikiskripta, aby existoval néjaky usporadany a spolehlivy doplnék
k jinak neusporadané prednésce. :-)



1 Grupy

1.1 Algebraicky koncept

Definice 1.1. Méjme libovolnou mnozinu M. Potom n-arni operaci na M nazveme zobra-
zeni f: M xMx...xM— M.

Definice 1.2. Operaci f : M x M — M (bindrni operace) budeme nazyvat vnit¥ni sou¢in
a misto f(z,y) = z ji budeme znacit xy = z.

PozNAMKA 1.3. Neplést vnitini soucin s pojmem skaldrni soucin (angl.: scalar product =
inner product). Piikladem bindrni operace na vektorovém prostoru je vektorovy soucin vek-
toru.

Definice 1.4. Dvojici {M, -} nazyvame grupoid. Déle pii splnéni dodateénych podminek
zavadime:

1. (Va,b,c € M)((ab)c = a(bc)): pologrupa (asociativni grupoid),
2. (Va,b € M)(ab = ba): komutativni grupoid,
3. pocet prvka M je kone¢ény: koneény grupoid.

Definice 1.5. Levou resp. pravou jednotkou v grupoidu nazyvame takovy prvek e, pro
ktery plati eg = g respektive ge = g pro kazdé g z grupoidu.

Veéta 1.6. Mad-li grupoid levou a pravou jednotku, pak jsou stejné.
Diikaz. e; = ejep, = ep ]

Definice 1.7. Pologrupu s jednotkovym prvkem nazyvame monoid. Navic pokud prom € M
existuje m~' € M takovy, ze m™'m = e resp. mm ™' = e, nazyvdme m~! levym, resp.
pravym inverznim prvkem k m. (Diky asociativité plati rovnost mezi levym a pravym
inverznim prvkem, protoze pro levou inverzi am = e a pravou inverzi mb = e plati b = eb =
(am)b = a(mb) = ae = a. Proto m4 smysl zavést znaceni m~1.)

Véta 1.8. Kazdy prvek monoidu md nejvyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Necht f,g,m € M a plati fm = e a gm = e, pak f = ef = gmf = ge = g. V
predposlednim rovnitku vyuzivame asociativitu. O

Definice 1.9. Zavadime:
1. grupoid s kracenim, pokud (Vz,y,z € M)(zz = zy = = = y),

2. grupoid s délenim, pokud (Vz,y € M)(Ju,v € M)(ux = zv =y).



1 Grupy

Definice 1.10. Monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje inverzni prvek nazyvame
grupa.

PozNAMKA 1.11. Grupa {M, -} tedy splituje vlastnosti:
1. (Ya,b,c € M)((ab)c = a(bc)),
2. (e € M)(Vm € M)(em =m),
3. (VYme M)3Bm~te M)(mm=*t=e).
PRIKLAD 1.12. Piikladem grupy muze byt:
1. mnozina regularnich matic rozméru n X n s maticovym nasobenim,

2. mnozina ¢isel {0,1,2,...,p — 2, p — 1} se s¢itdnim modulo p pro néjaké prvocislo p, tedy
a Bmodulop b = a + b mod p, (znacend Z, = Z/pZ),

3. mnozina kvaterniont s nasobenim.
Definice 1.13. Komutativni grupu nazyvame abelovska.
Definice 1.14. Méjme mnozinu se dvéma vnitinimi souciny {M, ®, ©}.

1. Pokud je M Abelovska grupa viuéi @ a pologrupa s distributivnim zdkonem viuéi ©
(tedy a ® (b & ¢) = ab & ac), nazyvéame ji okruh.

2. Pokud je M Abelovska grupa vuci @ a M \ {0} grupa vuéi ®, nazyvame M okruh s
délenim.

3. Pokud je M Abelovské grupa vuci @ a M \ {0} Abelovskd grupa vué¢i ©®, nazyvame M
téleso.

PozNAMKA 1.15. Znacku 0 pouZivdme pro jednotkovy prvek viiéi operaci znac¢ené @ a znacku
1 pro jednotkovy prvek vici operaci zna¢ené ® nebo ®.

PRIKLAD 1.16. Dalsim pifkladem grupy je mnozina Q[,/p] = {m+n,/p|m,n € Q} s normalnim
nasobenim, kde @ jsou raciondlni ¢isla a p je prvocislo. (Odmocnina z prvocisla je vzdy ira-
cionalni.) Jednd se o uréitou analogii komplexnich ¢&isel: a - b = (a1 + a2,/p)(b1 + b2\/D) =
aiby + agbl\/ﬁ + albg\/f) ~+ asbop.

Definice 1.17. Méjme mnozinu M, téleso T, vnitini soucin + : M x M — M a vnéjsi soucin
x : T x M — M. Ctvetici {M, T, +, x} nazyvame vektorovy prostor, pokud je abelovskou
grupou vuci + a plati:

1. VaeT)(Vz,ye M)(ax (x+y)=axz+axy),

N
2. Va,BeT)(Ve e M)((a+ ) xz=axz+ X x),
3. (Vxe M)(1 xz=ux),
- (

4. (Vo € M)(0 x z = 0).

Definice 1.18. Méjme {M, T, +, x,®} vektorovy prostor s dodatetnym vnitinim sou¢inem
©. Zavadime pojmy:
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1. pro M grupoid s distributivnim zdkonem vuci ® linedrni algebra nad T,
2. pro M pologrupu s distributivnim zdkonem viuci ® asociativni algebra nad T,

3. pro M pologrupu s distributivnim a komutativnim zdkonem vuéi ® komutativni al-
gebra nad T.

1.2 Vlastnosti grup
Jednou z moznosti je klasifikace grup podle po¢tu prvku na konec¢né, diskrétni nekonecné
(spocetné), nespocetné.

Definice 1.19. Mé&jme grupu G = {M,-} a topologii na M. G nazyvame topologickou
grupou, pokud pro Vz,y € M jsou zobrazen{ f,(z) =z -y a g(z) = 27! spojita.

PRIKLAD 1.20. M¢jme grupu G = {{e,a,b},®} = Zs = {{0,1,2}, +moas}. Jeji strukturu
muzeme zobrazit pomoci tabulky.

©lelalb
el|lelalb
ala|b|e
b|blel|a
+10|1]2
0|0]|1]|2
111120
2121011

Pokud zvolime topologii 7 = {0, e, a, {e,a}, G}, nedostaneme topologickou grupu, protoze
vzor oteviené mnoziny {a} pii zobrazenf g(x) = 27! je mnozina {b}, ktera nenf otevien4.

Definice 1.21. Topologicky prostor {M, {v;}} nazyvame homogenni, pokud (Vz,y € M)
existuje homeomorfismus (spojita bijekce se spojitou inverzi) takovy, ze f(x) = y.
Véta 1.22. Kazdd topologickd grupa je homogenni topologicky prostor.

1

Diikaz. Méjme z,y € G a necht a = yaz~!. Urcité plati « € G a ax = yz~ 'z = y. Hledany

homeomorfismus tedy bude f(x) = ax (spojitost operaci v topologické grupé). O
PozNAMKA 1.23. Topologické grupa m4 lokélni vlastnosti R”™.
Definice 1.24. Topologickou grupu G nazyvame n-parametricka, pokud:

1. (3 systém soutadnic {¢} v G)(¢: G = R" 1z = (a1, 02,...,an)),

2. ¢ muze byt i pouze lokalni, ale pro kazdé dva soufadné systémy ¢, ) musi byt ¢ op—!
spojité (tam, kde je definované),

3. soutadnice bodu ¢ = a - b jsou spojitou funkci a a b.

PRIKLAD 1.25. Grupa G = GL(n,R) je mnozina vSech nesinguldrnich (det # 0) redlnych
matic rozméru n x n. Zavedeme n? soutadnic tak, ze prvku x € G, kde z = I+ & (I je
jednotkové matice), pfitadime prvky matice Z, tedy {;;}7;_;.
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Obrazek 1.1: Zobrazeni grupy Ds.

PozNAMKA 1.26. I u grupového nésobeni pouzivdme mocniny jako u ndsobenf ¢isel, tedy pro
g € G piseme ¢" misto g-g- ... g (n-krat).

Definice 1.27. Rad prvku a v grupé G je &islo n, pro které plati (a” = e) A ((Vm < n)(a™ #
e)). (Tedy nejmensi mocnina a, kterd dé jednotku.)

Definice 1.28. Rad grupy je pocet jejich prvki (znacéime |G|).

PozNAMKA 1.29. Pro kazdy g € G plati |g| < |G|. Pro nekonecny ¥ad grupy to plati trividlng,
pro kone¢nou grupu plati nésledujici argument: Vezméme posloupnost {¢" },en pro libovolny
prvek g € G. Kazdy prvek posloupnosti je prvkem G (uzavienost na nésobeni). Protoze
G mé konetny pocet prvku, pak jisté existuji indexy ni,no tak, ze ¢"' = ¢g"2. Z toho ale
plyne g"~"2 = e, tedy g ma konec¢ny rad. Kdyby existoval prvek s fdadem n > |G|, pak by
posloupnost {g ?:_01 méla n raznych prvku, tj. vice nez kolik jich je v G, coz je spor, tudiz
n < |G|.

Definice 1.30. Generatory grupy jsou prvky minimélniho souboru (s minimélnim poc¢tem
prvki), ze kterého je mozné ziskat celou grupu pomoci vzajemného nasobeni. Pocet generatoru
nazyvame rank grupy (Rank(G)).

PRIKLAD 1.31. Dihedrélni grupa Dg je grupa symetrii rovnostranného trojihelniku, viz Obr.
1.1.

o OQ|W| = EHO
| O Q| W = = =
@ QO = "] = >
@l eIl Rw]iesiivs)
sdivslicliwlicollelle)
ikl ieliviivliw)
wliolivel gl Relies

Pravidla pro nisoben{ je mozné popsat vztahy A2 = E, D3 = E, DA = AD?*(= AD™!).
Generatory jsou napiiklad {A, D}, a tedy Rank(Dg) = 2.
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PRIKLAD 1.32. Dihedraln{ grupa Do, predstavujici symetrie pravidelného n-ihelniku (n rotaci
a n zrcadleni). Generdtory grupy jsou r (rotace o nejmensi thel) a s (libovolné zrcadleni).
Nésobenf je zavedeno pomoci vztahtl r* = e, s> = e, rs = sr L.

PRIKLAD 1.33. Cyklicka grupa Z, = {0,1,2,...,n— 1} se s¢{tanim modulo n. Grupa je gene-
rovana napiiklad prvkem 1 (v této grupé ¢islo 1 neni jednotkovy prvek, to je 0) (Rank(Z,) =
1). Ekvivalentné je mozno tuto grupu zavést jako mnozinu {ei%ﬁk}};& s ndsobenim.

PRIKLAD 1.34. Symetrickd grupa Sq na mnoziné Q # () je grupa permutaci prvki mnoziny
Q. Tedy Sq predstavuje vsechny bijekce na Q a v piipadé 2 = n plati |S,| = nl.

2 2 = 2

PRIKLAD 1.35. Grupa kvaternionu Qg = {1, 1,4, —4, j, —j, k, —k} s relacemi i
ijk = —1.

1.3 Homomorfismus a isomorfismus grup

Definice 1.36. Grupy {G,-} a {H, x} jsou homomorfni, kdyz (Jp : G — H)(Vx,y €
G)(p(x - y) = p(x) X ¢(y)). Zobrazeni ¢ se nazyvd homomorfismus, popi.

e monomorfismus, je-li prosté,

e epimorfismus, je-li na H,

e isomorfismus, je-li bijekci (prosté i na H),

e endomorfismus, je-li G = H (tj. zobrazuje do sebe),

e automorfismus, je-li G = H a isomorfni (tj. zobrazuje na sebe),
Déle definujeme jddro homomorfismu: Ker ¢ = {z € G|p(x) = ey }.

PozNAMKA 1.37. Neplést homomorfismus (zobrazeni zachovavajici algebraickou strukturu) a
homeomorfismus (spojité zobrazeni se spojitou inverzi)!

PRIKLAD 1.38. Grupy GL(n,R) (nesinguldrni redlné matice) a G = {R™,-} (kladna redlnd
¢isla s ndasobenim) jsou homomorfni pomoci zobrazeni p(A) = det A.

PRIKLAD 1.39. Grupa (R, +) je izomorfni grupé (R, -) pies zobrazeni ¢(z) = €%, jelikoz plati
e’ - e¥ = ey,

PRIKLAD 1.40. Pro libovolnou grupu G je zobrazeni ¢ : G — G definované pro Vf € G jako
o(f) =gfg~! (pro g € G pevné) automorfismus, tj. ¢ € Aut H.

PozNAMKA 1.41. Nutné podminky pro to, aby ¢ : G — H mohlo byt isomorfismus:
L |G| = [H],
2. G je abelovska pravé tehdy, kdyz H je abelovska,
3. (Vo e H)(|p(x)] = |x]).



2 Podgrupy

Definice 2.1. Neprazdna podmnozina H grupy G, tj. ) # H C G, je podgrupa grupy G
(zna¢ime H < @), pokud je grupou vuci nésobeni v G. (Tedy obsahuje jednotku z G a je
uzaviend vuci ndsobeni prvku z H a jejich inverzi.)

PRIKLAD 2.2. Mnozina {E, A} je podgrupou v Dg (A% = E, A~ = A).
Véta 2.3. Mnozina () # H C G je podgrupa < (Vx,y € H)(zy~' € H).

Diikaz. Implikace = plyne pfimo z definice podgrupy. Dokézeme opaénou implikaci. Z definice
je H neprazdnd, a tedy muzeme vzit ¢ € H. Pokud nyni polozime z = g a y = g, mame
g9~ € H, tedy H obsahuje jednotku. Déle tedy volime z = 1 a y = ¢ a dostavame 1g~' € H,
tedy H obsahuje inverzi g. Nakonec pro libovolné prvky f,g € G volime x = f ay = ¢~ *,

dostavame f(g~!)~! € H, tedy H obsahuje souéin fg. O

POzZNAMKA 2.4. Pro kone¢nou podgrupu H < G plati (Vo € H)(|z| < 00).

2.1 Centralizatory a normalizatory

Definice 2.5. Bud () # A C G. Definujeme centralizator mnoziny A v G jako: Cg(A) =
{g € G|lgag™" = a pro Va € A}.

POzNAMKA 2.6. Jelikoz (gag™! = a) < (ga = ag), je centralizdtor mnoziny A mnozina vsech
prvki z G, které komutuji se véemi prvky z A.

Véta 2.7. Mnozina Cg(A) je podgrupa v G.

Diikaz. Vime, ze Cg(A) je neprézdna, jelikoz 1 € Cg(A) (z definice komutuje se v§im). Déle
méjme x € Cg(A). Pak pro Va € A plati:

l'_1| —1

rar  =a |z

a = xilax,

tedy 271 € Cg(A). Pro dva prvky z,y € Cg(A) pak méame:

(xy)a(:ny)_l = x(yay_l)x_l Y a,

a tedy centralizator je uzavieny i vuci ndsobeni. O
Definice 2.8. Definujeme centrum grupy G jako: Z(G) = {g € Glgfg~' = f pro Vf € G}.

PozNAMKA 2.9. Plati, ze Z(G) = Cg(G), tedy je to mnozina prvku G, které komutuji se
vSemi ostatnimi. Jako specidlni piipad predchozi véty plati Z(G) < G.



2 Podgrupy
Definice 2.10. Pro A C G a g € G zavadime znaceni: gA = {gala € A}. Obdobné pro Ag,
a tedy konkrétné gAg~! = {gag~!|a € A}.

Definice 2.11. Bud 0 # A C G. Definujeme normalizdtor A v G jako: Ng(A) = {g €
GlgAg—t = A}

PozNAMKA 2.12. Normalizdtor se od centralizdtoru lisi tim, Zze muze prvky A zpermutovat
(mnozina A se tim nezméni). Grupové vlastnosti Ng(A) se ukdzi podobné jako u Cg(A).

Tvrzeni 2.13. Plati, 2e Cq(A) < Ng(A) < G.
Diikaz. Ng(A) < G: Pouzijeme znaceni z def. 2.10.

1. Ng(A) # 0, protoze e € Ng(A).

2. Nechf z,y € Ng(A), tj. Az~ = AayAy~' = A. Pak plati (zy)A(zy) " = = (yAy~ ') 2~}
——

A
rAz~! = A. (Asociativita plati z vlastnosti grupového nésobeni v G.) To ale znamen4,

ze (zy) € Ng(A).

3. Necht 2 € Ng(A). Pak ziejmé plati 24z~ = A = 271 Ax = A, tj. 271 € Ng(A), ¢imz
je Ng(A) < G dokazéno.

Ca(A) < G jiz bylo dokézano a Cg(A) < Ng(A) je pak ziejmé z definice podgrupy. O

2.2 Cyklické grupy

Definice 2.14. Grupu nazyvame cyklicka, pokud je generovana jen jednim prvkem a a
znacime H = (a) = {a"|n € Z,a" = e}.

PozNAMKA 2.15. Cyklickd grupa je vzdy abelovskéd (komutativni).
PozZNAMKA 2.16. Dvé cyklické grupy (x) a (£) stejného faddu jsou isomorfni (p(z") = £").
Véta 2.17. Pro grupu G = (x) plati |G| = |x|.

Dukaz. 1. Pro |z| = oo jsou vSechny prvky ¢® ruzné pro Va € N, tedy jich je nekonecéné
mnoho.

2. Necht |z] = n. Plati (Va € Z)(a = kn +m), pro néjaké n € Z a (m € ZT)(m < n).

Potom s = z*"2™ = ex™. Mame tedy pravé n prvki v G.

O
PozNAMKA 2.18. Nejveétsi spolecny délitel ¢isel n a m znacime ged (n, m).
Véta 2.19. Méjme grupu G = (z). Potom plati:
1. |G| = 00 = |2%| = 00 a navic (2 # 2°)(Va, B € Z\ {0}),

2. \G]:n:>|x°‘\:mpma62\{0}.

10
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Dikaz. 1) |G| = oo znamend, ze |x| = oo, tedy (Va € N)((z%)" = 2™ # e). Dukaz druhé
¢asti provedeme sporem, tedy necht z® = z. Potom 2% = 20 = 1 (tedy |z| = a — ), coz
je spor.

2) Vime tedy, ze |x| = n. Oznacme si d = ged (n, o). Musi existovat celé ¢islo ¢ takové, ze
a = cd. Jelikoz a i n jsou pevna, pak i ¢ je pevné uréeno. Nyni budeme hledat nejmensi a € N
takové, aby (x®)* = 2% = e. Musi tedy platit «a = bn pro néjaké b € N, které si muzeme
volit. To déale upravime:

aa = bn
cda = bn
bn
a:EE'

Vime, Ze J je celé cislo. Jelikoz a musi byt také celé ¢islo a navic chceme, nejmensi mozné,
zvolime b = c¢. Nemuzeme volit b < ¢, protoze aby pak bylo a celé, muselo by mit ¢ a n
spoleéného délitele, coz je spor s definici ¢. Tim dostdvame tvrzeni véty. (Doporucuji si to
vyzkouset na konkrétnich ¢islech, tfeba n =4 a o = 6.) O

PozNAMKA 2.20. Kazd4 podgrupa grupy (z) je cyklicka.

Definice 2.21. Podgrupa generovana podmnozinou M C G je nejmensi podgrupa G
obsahujici vSechny prvky M. Tedy

(M)= (] H.
H;<G
MCH;

PozZNAMKA 2.22. Snadno se ukdze, Ze prunik dvou podgrup je opét podgrupa.

2.3 Svazy podgrup

Nyni zavedeme relaci uspoiradani, abychom mohli zavést svazy podgrup a kreslit tzv. Hasseho
diagramy.

Definice 2.23. Relaci < na mnoziné M nazyvame ¢asteéné uspoiadani, pokud plati:
1. reflexivita: (Vz € M)(z < ),
2. tranzitivita: (Vz,y,z € M)(x Sy Ay < z=x =< 2),
3. slabd antisymetrie: (Vz,y € M)(z S yAy 2z =z =1y).

PRIKLAD 2.24. Mé&jme libovolnou mnozinu A a jeji potenéni mnozinu P(A) = 24. Zavedeme
uspoiadani (VM, N € 24)(M = N < M C N).

PRIKLAD 2.25. Grupa G = {e,a,bla® = e,b> = e} m4 podgrupy {e}, (a), (b) a G. Mizeme
zavést usporadani pomoci relace ”byt podgrupou”, tedy zpusobem: G; <X Gy < G < Ga.
Obr. 2.1.

Definice 2.26. Bud {M, <} mnozina s ¢dstetnym usporaddnim a A C M jeji podmnozina.
Prvek z € M nazveme

11



2 Podgrupy

G

<a> <b>
/
\e

Obréazek 2.1: Usporddani na G = {e, a,bla® = e,b*> = e} podle relace ,byt podgrupou®.

e horni zdvora mnoziny A, pokud (Va € A)(a < ),

e dolni zavora mnoziny A, pokud (Va € A)(z < a),

e supremum mnoziny A (z = supy A), je-li  nejmensi prvek mnoziny hornich zévor A,

e infimum mnoziny A (x = inf< A), je-li  nejvétsi prvek mnoziny dolnich zavor A.
Definice 2.27. Bud {M, <} mnozZina s ¢asteénym uspoiddanim. Pak Vz,y € M definujeme
operace

e spojeni z Vy = sup<{z,y}.

e prusek x Ay = inf<{z,y},
PozNAMKA 2.28. Neplést spojeni a prusek (V,A) s operacemi sjednoceni a prunik (U, N).
Definice 2.29. Bud {M, <} mnoZina s ¢dstetnym usporaddnim a operacemi A, V. Potom
{M, A, V} nazyvame svaz, pokud (Vz,y € M)((x Vy € M) a zaroven (x Ay € M)).

Definice 2.30. Svaz {M,A,V} nazyvame moduldrni, pokud (Va,b,c € M)((a = ¢) =
aN(bVe)=(aNb)Vec).

2.3.1 Hasseovy diagramy

Konstrukce Hasseova diagramu podgrup koneéné grupy G:

PozNAMKA 2.31. Najdeme vSechny podgrupy G a sefadime je podle jejich fadu. Grupu G
umistime nejvyse a grupu 1 nejnize. Zbytek podgrup rozmistime podle jejich fadu a carami
spojime vSechny grupy A a B, pro néz A < B a neexistuje podgrupa C, pro kterou C < B
(vlastni podgrupa) a zéroven A < C. (Tedy spojujeme jen ,nejblizsi“ podgrupy.)
PozZNAMKA 2.32. Mezi kazdymi dvéma podgrupami A < B existuje spojnice, ale muze vést
pres cely fetézec podgrup a téchto spojnic muze byt i vice. Piiklad je na Obr. 2.2.
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N\
e

(12) = {0}

Obrézek 2.2: Svaz podgrup grupy Z/127Z. Pievzato z [1].
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3 Faktor grupy

PozNAMKA 3.1. Studium faktor grup dané grupy G' ndm umozinuje zkoumat jeji strukturu a
je ekvivalentni zkoum&ani homomorfismu G.

Definice 3.2. Mé&jme homomorfismus ¢ : G — H. Vldknem homomorfismu ¢ piislusejicim
prvku x € H nazyvame mnozinu {y € G|p(y) = x}, tedy mnozina vSech prvku, které se
zobrazi na z. (Obr. 3.1).

o

—H—.—.—.—H

Obrazek 3.1: Zndzornéni vldken homomorfismu. Prevzato z [1].

Tvrzeni 3.3. Pro homomorfismus ¢ : G — H plati:

1.

e e

.

oleg) = enm

Kerp < G
p(G) < H

Dukat. p(eq) = plegeq) = leq)p(eq) = (kréceni v H) p(eq) = eq.

Co(g)elg) = wlgg™!) = ple) = em, tedy p(g7') = ¢(g)

3. Indukci na n.

-1

4. Staci dokézat g1,90 € Kerp — glgz_l € Ker . plati eq € Ker ¢, tj. jadro je neprazdné.
Necht g1,9> € Ker . Pak ¢(g1) = ¢(92) = eg. Potom ¢(g195 1) = ¢(91)¢(95 ) = en-
. Stejné jako predchozi bod, jen predpoklad h; = ¢(g1). O

14



3 Faktor grupy

Definice 3.4. Mé&jme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Ker ¢ = K. Potom faktor grupa
G/K (G mod K) je grupa na vldknech ¢ s operaci definovanou pomoci reprezentantu: pokud
X je vldkno nad a a Y je vladkno nad b, pak prvek XY € G/K je vldkno nad ab.

PozNAMKA 3.5. To, ze faktor grupa mé skutecné vlastnosti grupy, se lehce ovéii z platnosti
téchto vlastnosti v G.

3.1 Levé a pravé tridy

Véta 3.6. Méjme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Kerp = K a necht X, € G/K je
vldkno nad a € H, tedy X, = ¢~ (a). Potom plati:

1. Yu € X, je X, = {uklk € K},
2. Yu € X, je X, = {kulk € K}.

Diikaz. Dokazeme pouze prvni bod (druhy se dokazuje analogicky). Ozna¢me uK = {uk|k €
K}, méjme u € X, (tedy ¢(u) = a) a ukdzeme, ze uK C X4: o(uk) = p(u)p(k) = p(u)e = a.
(Vyuzili jsme nejprve toho, ze ¢ je homomorfismus a pak toho, ze k je z jadra.) Pro dukaz
opacné inkluze méjme libovolné g € X, a vezméme k = u~'g. Jelikoz p(k) = p(u=lg) =
o(u He(g) = a"ta = e, k patif do jadra. Dale ziejmeé g = uk, tedy g € ukK. O

P0ozZNAMKA 3.7. Pravé dokdzand véta nds opraviiuje povazovat vldkna a mnoziny ukK = Ku
za t¥idy ekvivalence vzhledem k ekvivalenci a ~ b < a = kb pro néjaké k € K. (Trividlni
ovéreni vlastnosti ekvivalence je prenechdno ¢tenéii.)

Definice 3.8. Pro libovolnou H < G alibovolné g € G nazyvame mnoziny gH = {gh|h € H}
respektive Hg = {hg|h € H} levé respektive pravé tiidy H v G. Libovolny prvek tiidy
nazyvame jejim reprezentantem.

Véta 3.9. Bud'te G grupa a K jddro néjakého homomorfismu ¢ z G do néjaké grupy. Potom
mnozina levych trid K v G s operact definovanou jako aK @ bK = (ab)K je grupa G/K. Tedy
tato operace je dobre definovand (nezdvisi na vybéru reprezentanta). (Obr. 3.2)

Diikaz. Méjme X,Y € G/K, X = ¢ Ya),Y = ¢ }(b) a Z = XY € G/K. Podle definice
operaci v G/K je Z = ¢~ 1(ab). Z véty 3.6 vime, ze prvky G/K jsou levé tiidy K. Je tieba
ukézat, ze i operace, kterou zde definuje pomoci reprezentantu odpovidd puvodni definici
nasobeni v G/K bez ohledu na vybér reprezentanta. Méjme u € X a v € Y, tedy ¢(u) = a,
p(v)=baX =uK aY =vK. Urtime, zda uv € Z.

p(uv) = p(u)p(v) = ab

Odtud tedy plyne, ze uv € Z, a tedy Z = uwvK. O

Véta 3.10. Necht N < G, potom mnoZina levich t7id N v G tvori rozklad G (jejich sjed-
nocenim je G a jednotlivé tridy maji prazdny prinik). Ddle Yu,v € G plati uN = vN prdvé
tehdy, kdyz v'v € N, tedy kdyZ u a v jsou reprezentanty stejné tridy.
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u
N —_— 1T T =] uv
L
v, G
\ - e -0
\
vy

v
N A, H

b

Obrazek 3.2: Znazornéni nasobeni v G/K pomoci reprezentantu levych tiid. Prevzato z [1].

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze sjednocenim levych t¥id je celé G. Jelikoz N je grupa, pak e € N,
a tedy plati:

UgND Uge:G.

geqG geqG

Pro dukaz druhé ¢asti vezmeme ulN NvN # () a ukdzeme, ze potom plati uN = vN. Vezméme
x € ulN NwN, tedy x muzeme napsat jako x = un; = vng pro néjakd ny,no € N. Rovnost
vynasobime zprava nfl a dostaneme u = Ungnfl = vng pro néjaké ng € N. Tedy vidime,
ze u € vN. Déle pro libovolné t € ulN plati t = uny = (vng)ng = vng, takze t € vIN pro
VYt € ulN, tedy ulN C vIN. Opacnou inkluzi dostaneme zameénou role u a v.

Jelikoz vime, ze u = vng, pak plati v"lu = ng, tedy v™'u € N a to plati pro libovolné
reprezentanty tiid. O

PozNAMKA 3.11. Pravé dokdzana véta ik, ze levé tiidy jsou ti{dy ekvivalence vzhledem k
ekvivalenci a ~ b < a = nb pro néjaké n € N a G je tedy rozlozeno do tfid ekvivalence.

Véta 3.12. Bud G grupa a N < G. Potom:

1. Operace na levych tridach definovand jako uNvN = (uv)N je dobre definovand prdvé
tehdy, kdyZ (gng=t € N)(Vg € G a¥n € N).

2. Je-li vijSe uvedend operace dobie definovand, pak je mnoZina levych trid N grupou s
jednotkou eN a inverznim prvkem (gN)~!' =g~ !N.

Diikaz. 1. =) Necht je operace na levych tiidach dobie definovand, tedy
(Vu,v € G)(u,u1 € uN av,v; € vN = uvN = ujvN). (3.1)
1

Necht ¢ € G a n € N libovolné. Polozime u = e, uy = nav =v, = ¢ ' az
predpokladu dostaneme

g N =ng N (3.2)
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1 1

Protozee € N,ng~' € g7'N. Tedy ng~! = g~ 'nq, pronéjaké n; € N. Vyndsobenim
g zleva dostdvame pozadovanou rovnost gng~! =mn; € N.

<) Piedpoklddédme (gng=! € N)(Vg € G a Vn € N) a vezmeme u,u; € uN a v,v; €
vN. Pak muzeme psat u; = un a v; = vm pro néjaké n,m € N. Musime ukazat,
ze u1v1 € uolN:
urvy = (un)(vm) = w(vv™ Hnom = (uwv)(v " nv)m = (wv)(n1)m = uvny € uvN,
(3.3)
kde n; = v~ tnv = (v Hn(v=1)"! € N z predpokladu a ny = nym € N z definice.
Protoze uivi € uvN Nuivi N, plyne z predchozi véty rovnost uvN = uqv1 N.

2. Je-li operace na levych tiidach dobfe definovand, axiomy grupy se prenaSeji z G. Aso-
ciativita:

(uN)(vNwN) = uN(vwN) = u(vw)N = (uv)wN = (uNvN)(wN), Yu,v,w G(G |
3.4

7 definice nasobeni je vidét Ze jednotka v G/N je N a g~!'N je inverze gN.
O

3.2 Normalni podgrupy

1

Definice 3.13. Prvek m = gng™" se nazyva konjugovany k n prvkem g.

Definice 3.14. Bud A C G libovolnd podmnozina grupy. Mnozina M = gAg~' se nazyva
konjugovana k A prvkem g.

Definice 3.15. Pokud pro N < G plati Ng(NN) = G (normalizdtor N v GG), pak N nazyvame
normalni podgrupa. Znaé¢ime N < G

PozNAMKA 3.16. Pro ovéreni, zda podgrupa N < G je normadlni, staci ovérit, ze komutuje s
generatory mnoziny G'\ N (mnozinovy rozdil), pokud tyto generdtory zname.

Véta 3.17. Necht N < G, potom ndsledujici tvrzens jsou ekvivalentni:
1. NG
Ng(N) =G

gN = Ng pro Vg € G.

e

Operace na triddch je dobre definovand.
5. gNg=' C N pro Vg € G.
Dukaz. Prepsani definic a véta 3.12. O

Véta 3.18. Necht N < G, potom N < G prdvé tehdy kdyZ 3 homomorfismus ¢ takovy, Ze
N = Ker .

Dikaz. <) Podle véty 3.6 vime, ze levé a pravé tiidy jsou stejné (¢N = Ng), coz je podle
véty 3.17 ekvivalentni normalnosti grupy.
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3 Faktor grupy

=) Nyni mdme N < G a oznacime H = G/N (podle véty 3.17 je operace na levych

tiidach pro normélni grupu dobfe definovand). Definujeme zobrazeni = : G — G/N

jako m(g) = gN pro Vg € G. Z definice operaci v G/N plati pro Vf,g € G: 7(fg) =

(fg)N = fNgN = 7n(f)n(g), tedy 7 je homomorfismus. Jeho jadro je: Ker(mw) = {g €
Glr(g9) =eN} ={g € GlgN =eN} ={g€Glge N} = N.

O

PozNAMKA 3.19. Nyni{ muzeme faktorizovat podle normalni podgrupy G/N, aniz bychom
méli homomorfismus.

Definice 3.20. Bud N < G, pak zobrazeni 7 : G — G/N : w(g) = gN nazyvédme pfirozend
projekce G na G/N.

3.3 Index grupy, Lagrangeova véta

Véta 3.21 (Lagrange). Necht G je koneénd, H < G, potom |H| déli
trid H v G je roven %

G|. Navic pocet levych

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze vsechny levé tiidy maji stejné prvku. Definujme zobrazeni f :
aH — bH mezi libovolnymi dvéma levymi tifdami aH a bH predpisem f(x) = ba~'x. Protoze
zobrazeni s predpisem f~!(y) = ab~ly je ziejmé inverzni k £, je f bijekce mezi levymi tifdami,
a ty tedy maji stejny pocet prvki.

Ozna¢me |H| = |eH| = n a k pocet levych tiid. G rozdéleno na k levych tiid o n prvcich,
platf |G| = kn, a tedy k = 191, O

PozNAMKA 3.22. Prvni ¢dst dukazu (vSechny levé tiidy maji stejné prvku) plati i pro ne-
konecné grupy.

PozNAMKA 3.23. Komutativni grupa prvociselného iddu nemuZze mit netrividlni normélni
podgrupu.

Definice 3.24. Bud G grupa (i nekone¢ného iadu) a H < G. Potom pocet levych tiid H v

G nazyvame index H v G a znacime |G : H|.

PozNAMKA 3.25. Necht H < G m4 index |G : H| = 2. Potom je H normdlni podgrupou,
protoze rozklady do levych a pravych tiid G = HUgH = HUH g implikuje rovnost gH = Hg.
POzZNAMKA 3.26. Pro konecné grupy tedy plati |G : H| = %

Dausledek 3.27. Pro koneénou grupu G a x € G plati |z| deéli

al.

Dikaz. Diky nerovnosti |z| < |G|, dokdzané v pozn. 1.29, a kone¢nosti |G| tvofi mocniny x
cyklickou podgrupu G. O

Disledek 3.28. Grupa prvociselného tddu je cyklickd.

Véta 3.29 (Cauchy). Necht grupa G md 7dd |G| =n € N a p je prvoéislo, které déli n. Pak
existuje prvek x € G s Fadem |z| = p

Diikaz. Protoze mame konecénou grupu, fad prvku z déli fad grupy G. Proto pro kazdé z € G
a k 1ad z plati 2" = (azk)z = e. Protoze p déli n, tj. n = pk, plati 2™ = 2P = (a;k)p =e, tj.
k

" mé tad p. O
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Definice 3.30. Grupu G, jejiz jediné normalni podgrupy jsou trividlni (e a G), nazyvame
prosta.

PozNAMKA 3.31. Opacné tvrzeni k Lagrangeové vété neplati. Tedy konecnd grupa G, jejiz
fad ma délitele n, nemusi mit podgrupu fddu n. (Plati to pro koneéné abelovské grupy.)
3.4 Soucinova podgrupa

Definice 3.32. Zavadime ,souc¢in® podgrup K, H < G jako: KH = {kh|lk € K,h € H}.
Véta 3.33. Necht H a K jsou podgrupy konecéné grupy G, pak

|H|| K]
HK|= ———. 3.5
| | |HN K| (3:5)
Diikaz. HK muzeme napsat jako sjednoceni levych tiid K,
HK = | | hK. (3.6)

heH

Protoze vsechny levé tiidy maji stejny pocet prvku | K|, staci zjistit pocet ruznych levych tiid
tvaru hK,h € H. Ale h1 K = ho K pro hi,he € H, pravé kdyz hz_lhl € K. Tedy

MK =hoK < hy'hy € HOK < hy(HNK) = he(H N K). (3.7)

To znamena, ze pocet raznych levych tiid tvaru hK,h € H je stejny jako pocet levych t¥id

tvaru h(HNK),h € H. A to je, z Lagrangeovy véty, rovno % . Tedy HK obsahuje %

ruznych levych tiid K, kde kazdd m4 | K| prvku, ¢imz dostdvame tvrzeni véty. O
Véta 3.34. Necht H, K < G, pak HK < G prdvé tehdy, kdy? HK = KH.

Diikaz. <) Nechf HK = KH a a,b € HK. Ukdzeme, ze ab~! € HK, takie HK je pod-
grupa. Muzeme psat a = h1ky a b = hoke pro néjaké hi,he € H a ki, ko € K. Tedy

ab™' = hikiky'hyt = hykshy ! (3.8)
kde k3 = k1ky !¢ K. Uzitim predpokladu muzeme napsat kshy V= nyky a dostdvéme

ab™t = (hihy)ks € HK. (3.9)

=) Vezméme a € KH. Pak a = kh a plati a=! = (kh)™! = h='k~! € HK. Protoze HK
je podgrupa, jeia € HK a tudiz KH C HK. Pro diukaz opa¢né inkluze vezmeme
hk € HK. Protoze HK je podgrupa, mizeme psat hk = a~! pro néjaké a € HK. Ale
taky a = hik; pro néjaké hy € H, k1 € K. Dostavame tedy

hk = (hik1) ™' = k;'hy! € KH. (3.10)
O

Dusledek 3.35. Necht H/K < G a H < Ng(K), pak HK < G. Specidlné pokud K < G,
pak HK < G pro libovolnou H < G.
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Diikaz. Ukézeme ze HK = KH. Necht h € H, k € K. Z predpokladu mame hkh~! € K,
tudiz

hk = (hkh™Y)h € KH. (3.11)

Ukazali jsme tedy, ze HK C K H. Opaénd inkluze se ukéze analogicky a z predchozi véty uz
plyne, co jsme chtéli dokazat. O

3.5 Véty o isomorfismech

Véta 3.36 (1. VOI). Pokud ¢ : G — H je homomorfismus, pak Ker¢o < G a G/ Keryp =
p(G).
Diikaz. Prvni éést je ziejmd z vét 3.6 a 3.17. Dukaz druhé spociva v ovéreni, ze ¢’ : G/ Ker p —
o(G) : ¢ (gKer p) = p(g) je izomorfismus, coz je ponechdno jako cviceni. O
Dusledek 3.37. Bud ¢ : G — H homomorfismus. Potom plati:

1. ¢ je monomorfni, prdavé kdyz Ker ¢ = e,

2. |G : Kerp| = |p(G)].

Véta 3.38 (2. VOI, , diamantova“). Bud G grupa a A < G, B < G a A < Ng(B). Potom
AB<G,B<AB, ANB<A aAB/B=A/ANB.

Diikaz. Z dusledku 3.35 plyne, ze AB < G. Protoze A < Ng(B) z pfedpokladu a B < Ng(B)
trividlng, je taky AB < Ng(B), tedy B < AB a faktorgrupa AB/B je dobie definovéna.
Definujeme proto homomorfismus ¢ : A — AB/B ptedpisem ¢(a) = aB:

v(ajaz) = (a1a2) B = a1 BasB = p(a1)¢(a2). (3.12)
Z definice je vidét, ze ¢ je surjektivni. Jednotkovy prvek v AB/B je B, tedy Keryp = {a €
A, aB=B}=ANDB.Z1. VOl uz plyne, 26 ANB<AaA/ANB = AB/B. O

Véta 3.39 (3. VOI). Bud G grupa «a H I G, K < G a H < K. Potom K/H < G/H
a (G/H)/(K/H) = G/K. Oznacime-li faktor grupu podle H pruhem, tvrzeni lze prepsat ve
tvaru G/K = G/K.

Dikaz. H komutuje se véemi prvky G, tim spise s prvky z K, takze K < H a K/H ma smysl.
Piimym vypoctem za vyuziti normality podgrup ovéiime platnost K/H < G/H:
gHkH(gH) ™' = gH (g '9)k(g '9)Hg 'H = (¢Hg ")(gkg ') (gHg ")H =
= HkH = (k1ky Y HkyH = k1 H € K/H. (3.13)

Definujeme homomorfismus ¢ : G/H — G/K piredpisem ¢(gH) = gK. Abychom ukézali ze

@ je dobie definované, vezmeme g1 H = goH. Potom g1 = goh pro néjaké h € H. Protoze

H < K, je taky h € K, proto g1 K = go K. Tudiz p(g1H) = ¢(g92H) a ¢ je dobie definované.

Protoze g muze byt libovolné, je ¢ taky surjektivni. Dale

Kerp ={gH € G/H|p(gH) = K} ={9H € G/H|gK = K} ={gH € G/H|g € K} = K/H,
(3.14)

z 1. VOI uz plyne (G/H)/(K/H) = G/K. O
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PozNAMKA 3.40. Nésleduji véta hovoii o vztahu struktury podgrup puvodni grupy G a faktor-
grupy G/N. Vlastné fikd, ze struktura podgrup faktorgrupy je stejnd jako struktura podgrup
G, které obsahuji N.

Véta 3.41. [f. VOI, ,m7izkovd“] Bud' G grupa a N < G. Potom existuje bijekce 0 z mnoZiny
podgrup G obsahujicich N na mnozinu podgrup G/N, kterd kazdé podgrupé A z proni mnoziny
pritazuje podgrupu A/N ze druhé. Zobrazeni 6 md navic tyto vlastnosti: Pro A, B < G obsa-
hujici N jako podgrupu plati

1. B< A< B/N < A/N,

2. Je-li A< B, pak |B: A| = |B/N : A/N|,
3. (A,B) /N = (A/N, B/N),

4. AINNB/N = (AN B)/N,

5. AJG & A/N < GJ/N.

Dukaz. Ovérime, ze zobrazeni 6 definované pomoci A — A/N je bijekce: Nejprve prostota.
Necht A/N = B/N. Pak Va € A plati aN = bN pro néjaké b € B, tj. a~'b € N C B. Proto
a € B a AC B. Druha inkluze se dokaze stejné.

Nynf surjektivita: Je-li S podgrupa G/N, a ¢: G — G/N, pak ¢~1(S) = {s € G|sN € S} je
podgrupa G (plati uNvN = uvN) obsahujici N = ¢~ ({e}) a0(¢~(S)) = {sN|sN € S} = S,
coz dokazuje surjektivitu.

Nyni ovérime vlastnosti:

1. Z A < B plyne A/N < B/N diky tomu, ze operace na levych tiidéch je diky N < G
dobfe definovand, obrdcené proto, ze 6 je bijekce.

2. Zobrazeni 1 zobrazuje levé tiidy v B/A do levych tiid v (B/N)/(A/N) tak, ze prob € B
zobrazi bA na (bN)(A/N). 1 je dobfe definované a prosté, protoze by A = by A < by 'by €
A & (bN)"Y(byN) € (A/N) & (b1N)(A/N) = (baN)(A/N). 1 je také surjektivni,
protoze v (bN)(A/N) prochézi b celé B, a tedy v je izomorfismus.

3. Protoze N < G, je operace na levych tiidach dobie definovana. Proto pro dikaz inkluze
(A,B) /N C (A/N,B/N) staci ovéfit N C (A/N,B/N) pro z € A nebo z € B. To
ale zfejmé plati, protoze © € A implikuje xN € A/N, stejné pro z € B. Podobné
pro inkluzi (A/N,B/N) C (A, B) /N staci ovéfit, ze tN € A/N nebo N € B/N
implikuje x € (A, B). Necht tedy zN € A/N, pak N = aN pro néjaké a € A, tudiz
a~lr € N C AcC (A, B) astejné pro xN € B/N.

4. Stejné jako bod 3.

5. Piedpokladejme nejprve A < G. Pak pro aN € A/N plati gNaNg !N = gag 'N =
a1N € A/N, tedy A/N <G/N.
Obréacend implikace: Necht A/N < G/N. Definujme zobrazeni o : G — (G/N)/(A/N) :
g+— (gN)(A/N). Toto zobrazeni vzniklo jako slozeni homomorfismu (pfirozenych pro-
jekeil) z G do G/N a z G/N do (G/N)/(A/N), je to tedy homeomorfismus. Plati, ze
Kero = A, protoze g € Kero < (gN)(A/N) = (A/N) & gN € A/N, tedy gN = aN
pro néjaké a € A. Protoze plati N < A, je to ekvivalentni g € A, A je jadrem homo-
morfismu, a tudiz normdlni podgrupou G.

O
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3 Faktor grupy

3.6 Kompozi¢ni fady

Véta 3.42. Je-li G konecnd Abelovskd grupa a p prvoécislo, které déli |G|, pak G obsahuje
proek Tddu p.

Dukaz. Dukaz se provadi pomoci takzvané uiplné indukce podle fadu G. Tedy se predpoklada,
ze tvrzeni plati pro v8echny grupy fadu ostfe mensiho nez |G| a ukaze se platnost pro |G|.
Pro |G| =1 je tvrzeni trividlni.

Méjme |G| > 1, tedy existuje z € G,z # e. Pokud |G| = p je v dusledku Lagrangeovy
véty 3.21 G cyklickd a tedy generovana néjakym prvkem radu |G|. Déle tedy predpokladejme
|G| > p.

Pokud bychom vzali prvek, jehoz tad je délitelny ¢islem p (tedy |z| = pn), pak staci vzit
prvek z", ktery je fadu |z"| = p. Déle tedy uvazujeme p 1 |x|.

Bud N = (x). Jelikoz G je abelovské, pak N < G a z Lagrangeovy véty mame |G/N| = %,
respektive |G/N||N| = |G|. Protoze |[N| > 1, musi platit |G/N| < |G|. Déle jelikoz p | |G, ale
p 1 |N|, musi platit p | |G/N|. Z indukéniho pfedpokladu pak G/N obsahuje prvek y = yN
fadu p. Oznaéme 7ad prvku y v G roven m. Pak jisté (yN)™ = y™N = eN proto p | |y| a
dostdvame se k predchozimu ptipadu. ]

Definice 3.43. Grupa G (koneénd i nekone¢nd) se nazyva jednoduchd, pokud |G| > 1 a
jejimi jedinymi normalnimi podgrupami jsou e a G.

Definice 3.44. V grupé G fadu podgrup (fetéz) e = Ng < N3 < ... < N1 < Np =G
nazyvame kompoziéni fada, pokud (Vi,0 <i < k—1)(N; < N,;11) a N;j+1/N; je jednoducha.
Faktor grupy N;;1/N; se pak nazyvaji kompoziéni faktory G.

Véta 3.45 (Jordan-Holder). Bud G # e konecnd grupa. Pak:
1. G md kompoziéni Tadu,

2. kompozicni faktory této Tady jsou ddny jednoznacné. Konkrétné pokud e = Ny < Ny <
. SN, =Gae=My< M <...< Mg =G jsou dvé kompoziéni tady G, pak r = s
a existuje permutace 7 r-tice (1,2,...,r) takovd, Ze

Mriy/Mriy—1 = Ni/Ni-1 1 <i<r. (3.15)

Dukaz J-H pruni ¢dst. Méjme nejdelsi mozny fetéz normalnich podgrup podgrup
GZN()ﬁNlﬂS]NT:G

Sporem dokézeme, ze N;y1/N; je jednoduchd pro vsechna i: Kdyby existovalo i tak, ze
Nit+1/N; neni jednoduchd, pak existuje H < N;41/N;, H # {e}, H # N;+1/N;. Vezmu-li
7 1(H), tj. vzor H pti projekci 7 : Niy1 — Niy1/N;, pak ze 4.VOI 3.41 plyne 7~} (H) < N; 11
a N; je jadro projekce 7 : m~Y(H) — Ny, tj. N; < 7~ Y(H), takze by bylo mozné 7= (H)
,viadit® do Fetézu a vytvorili bychom delsi fetéz, coz je spor s piedpoklddanou maximali-
tou. O

Pro dukaz druhé ¢asti nejprve vyslovime a dokéazeme nésledujici lemma:

Lemma 3.46. Necht G je grupa, M, N jeji normdlni podgrupy, M # N, G/M a G/N
jednoduché. Potom G = NM a plati M/(M NN)=G/N a N/(MNN)=G/M.
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3 Faktor grupy

Dikaz. M neni podgrupa N (a obrécené), protoze jinak by diky 4. VOI byla N/M normélni
podgrupou G/M ruznou od G/M a {e} (M # N), coz je spor s jednoduchosti.

Protoze M, N < G, pak i NM < G (vsichni reprezentanti komutuji se v§im). Tudiz plati,
7ze NM/M < G/M. Protoze je ale G/M jednoduchd, musi NM/M byt bud G/M nebo {e}.
Druh4 varianta vSak nenastavé, protoze jinak by MN = M a N < M. Tudiz MN/M = G/M
aMN = G.Potom zavéry M/(MNN) = G/N a N/(MNN) = G/M plynouz 2. VOI 3.38. [

Diuikaz J-H druhd cast. Dukaz provedeme tplnou indukei v r: Pokud je r = 1, pak i s = 1,
protoze {e} < G je jediny piipustny retéz.
Nyni indukéni krok » =1,...n — 1 = n: Mé&jme dva fetézy normalnich podgrup

6:N0§N1§...§NT:G, €:M0§M1§§MSZG

Pokud N, _1 = M,_1, pak je véta splnéna z indukéniho predpokladu, takze nadale predpokladame
N,_1 # My 1. Pro zkracen{ zdpisu si ozna¢im My 1 = M a N,_1 = N a definuji K = M NN.
Diky indukénimu piedpokladu mé K kompozitni fadu

€:K0§K1§§Kt:K

K je normdlni podgrupa M a N (2. VOI 3.38), proto rozsifenim kompozitni fady pro K
ziskdme kompozitni fady pro M a N, konkrétné

GZK(]SKlSSKt:KEM, GZK()SKlSSKt:KSN

Diky indukénimu predpokladu plati r — 1 =t 4+ 1 = s — 1 (stejné délky fetézu), tj. r = s,
a také vlastnost vuci permutacim faktorgrup. Diky dokdzanému lemmatu pak plati také
N/(MNN) = G/M, coz je Ny_1/(Np—1 N Ms_1) = My/M;_1, takze permutacni vlastnost
faktorgrup plati na celych kompozitnich fadach

e=Ng<N1<...<N, =G, e=My<M <...<M;=0GG.
O

Véta 3.47. Euzistuje 18 (nekoneénych) rodin jednoduchych grup a 26 jednoduchijch grup, které
nepatii do Zddné z téchto skupin (sporadické jednoduché grupy) takoviych, Ze kazdd komecnd
jednoduchd grupa je isomorfni s nékterou z vyse uvedenych.

Dikaz. Vysledek cca 100 let prace mnoha matematiku na 5000-10000 strankach odbornych
¢asopist. Ponechdno ¢tenaii jako snadné cviceni. O

Véta 3.48 (Dusledek Feit—Thompsonovy véty). Viechny jednoduché konecné grupy lichého
rddu jsou abelovské, presnéji |G| =2n—1<2n+1=p,G = Z,.

Dikaz. 255 stran... O
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4 Akce grupy na mnoziné

Definice 4.1. Akci grupy G na mnoziné A nazveme zobrazeni - : G X A — A (znac¢ime
g - a), které splauje:

L (Yg1,92 € G)(Va € A)(g1 - (92 - a) = (9192) - @),
2. Vae A)(e-a=a).

Véta 4.2. Bud - akce grupy G na mnoziné A. Zaved'me pro pevné zvolené g € G zobrazeni
og: A — A vztahem (o4(a) = g-a)(Va € A). Potom plati:

1. (Vg € G) je zobrazeni o4 permutaci mnoziny A,
2. zobrazeni ¢ : G — Sa (permutace mnoZziny A) definované ¢(g) = o4 je homomorfismus.

Diikaz. 1) Dokézeme, Ze 0, ma oboustrannou inverzi, a to konkrétné (o4)™! = o1 Z vlast-
nosti akce plati: (o,-1 0 0g)(a) =gt (9-a) = (g7'g)-a =¢-a = a. Zdménou g za g~*
dostaneme, ze také (o4 00,-1)(a) = a.

2) Z bodu 1) vime, ze skutecné o, € S4. Nyni jen ukdzeme, ze Va € A a Vf,g € G plati
((f) o p(9))(a) = op(og(a)) = - (g-a) = (fg) -a=oyr4(a) = ¢(fg)(a). -

Dausledek 4.3. Pro kaZdou grupu G a neprdzdnou mnoZinu A existuje bijekce mezi akcemsi
G na mnoziné A a homomorfismy G do symetrické grupy Sa.

Dausledek 4.4. Vezmu-li za mnozZinu A grupu G, pak dostanu tvrzeni, Ze kazdy rddek (¢i
sloupec) tabulky ndsobeni je bijekci mnozZiny prvku, tj. kazdy prvek se v ném objevé prdvé
jednou.

4.1 Stabilizatory a orbity

Definice 4.5. Mé&jme grupu G a jeji akci - : G x S — S na mnozinu S a necht s € S je
pevné zvoleny prvek. Potom stabilizdtor s v G je: Gs = {g € G|g- s = s}. Orbita s v G je
Os ={g - s|g € G}, obcas znaceno téz G - s.

Véta 4.6. Plati G5 < G.

Diikaz. Vime, ze e € G5 z axiomu akce (e - s = s). S vyuzitim akce pak mame pro libovolné
ye€Gss=e-s=(y ly) s=|axiom akce] =y~ ' - (y-s) =y~ ! s, tedy y~! € Gs. Konecné
pro z,y € Gg plati: (zy)-c=x-(y-s) =x-s=s, tedy i soucin zy patii do Gs. O

Definice 4.7. Definujeme jadro akce jako: Ker(-) = {g € Glg - s = s pro Vs € S}.

Tvrzeni 4.8. Plati, ze Ker(-) < G, navic je prunikem vsech stabilizdtoru, tedy

Ker(-) = ) Ga. (4.1)

a€A
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4 Akce grupy na mnoziné

Definice 4.9. Rekneme, ze akce je vérna, pokud Ker(-) = e, respektive tranzitivni, existuje-
li pravé jedna orbita.

Véta 4.10. Bud H < G, akce G pisobi na levych tridich {g;H}; = A a wg permutacni
reprezentace. Potom

1. G pusobi tranzitivné na A,
2. stabilizator eH v A je roven H,
3. jddro akce je nejvétsi normdlni podgrupa H, tj.

Ker(my) = ﬂ cHz !
zeG

Diikaz. Ker(rg) ={9€ G |grH =xH Nz € G} ={9€ G |27 'grH = H}, kde x gz € H,
tj. g € xHx™!. O

Véta 4.11 (Cayley). Kazdd grupa je isomorfni néjaké podgrupé grupy permutact.

Diikaz. Pan profesor nevyzaduje. Pro kazdé g € G definujeme zobrazeni ¢, : G — G : © —
wg(x) = gr € G. Z definice je ziejmé, ze 4,0;1 = g1, jednd se tedy o bijekci a ¢ € Sg. S
pomoci tohoto zobrazeni vytvofime hledany izomorfismus tak, ze ® : G — Sg, ®(g9) = ¢q.
Diky asociativité grupy G dostaneme, Ze se jedna o homomorfismus, protoze plati

®(g192)r = (9192)x = 91(P(g2)x) = P(g1)P(g2).

Protoze ® ziejmé na Im ® zobrazuje surjektivné, stacéi ovérit prostotu: Diky kraceni v grupé
ale mame

P(g1) = ®(g92) & g = ¢g, & (aplikace na x) g1z = gax < g1 = ga.
Méme tudiz G = Im ®, coz je podle predeslého tvrzeni podgrupa Sg. O

Diusledek 4.12. Bud’ p nejmensi proodélitel |G| (G koneénd) a podgrupa H < G takovd, Ze
|G : H| = p. Potom H<G.

Dikaz. Pro tad G plati |G| = p®m, kde p t m. Definujme akci grupy G na levych t¥idéch
H ptedpisem z - (9H) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus G na S, (viz véta 4.2)
a necht K je jeho jadro. Diky 1.VOI je G/K izomorfni podgrupé S,, tudiz |G/K| déli p!
Protoze ale zdroven musi délit |G| a p je nejmensi prvodélitel, pak |G/K| = p. Diky 3.VOI
plati |G/K|/|G/H| = |K/H|, z ¢ehoz plyne p = |G/K| = |G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost
|K/H| =1 vsak znamend H = K, coz je normélni podgrupa G. O

P0OzZNAMKA 4.13. Bud'te G grupa a S = P(G). Pak G pusobi na S konjugaci, tedy piirazuje
B+ gBg ' proVBeE SageQG.
PozNAMKA 4.14. Normalizétor Ng(A) je tedy stabilizator konjugace A v G.
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4.2 Rovnice t¥id

Véta 4.15. Necht G je grupa, A neprdzdnd mnoZina. Pak plati:
1. Relace na A definovand pres akci G jako a ~b<a=g-b pro g € G je ekvivalence.

2. Ya € A je pocet prokiu ve tridé ekvivalence obsahujici a roven |G : G| (indexu stabi-
lizatoru a).

Dukaz. 1. Reflexivita je jasna, pro ovéfeni symetrie nechf a ~ b. Pak a = ¢ - b, takze
g la=g ' g-b=>b, tedy b ~ a. Nakonec pro ditkaz tranzitivity méjme a ~ba b ~ c,
tedy a =g-bab=h-cpronéjaké g,h € G. Dostavame a =g-b=g-(h-¢) = (gh) - c,
proto a ~ c.

2. Sestrojime bijekci mezi levymi tiidami G, v G a tiidami ekvivalence a (orbitami a).
Necht tedy O, = {g - alg € G}. Pak zobrazeni g - a — gG, zobrazuje O, do mnoziny
levych tifid G, v G a je ocividné surjektivni. Protoze g-a = h-a < h™lg € G, < gG, =
hG, je taky prosté.

O

PozNAMKA 4.16. Konjugace spliiuje axiomy akce a plati Gs = C(s) = Ng(s) pro akei G na
S,se€S.

PozNAMKA 4.17. Déle budeme pod pojmem orbita rozumét piislusnou tiidu ekvivalence
konjugace.

Véta 4.18 (rovnice t¥id). Necht G je konecnd grupa a g1,ga,-..gr reprezentanti rizngch
orbit neobsazenych v Z(G). Pak

,
Gl =12(G)|+ > 1G: Calgi).
i=1
Diikaz. Orbita x obsahuje jenom jeden prvek pravé tehdy, kdyz z € Z(G), protoze grg~' = x
pro Vg € G. Necht Z(G) = {e,22,...,2m} a {O1,04,...,0,} bud orbity neobsazené v centru
a g; reprezentant O; pro Vi. Potom vSechny orbity (tfidy ekvivalence) jsou:

{e},{z2},. .., {zm},01,02,...,0,.
Protoze t¥idy ekvivalence tvofi disjunktni rozklad G, mame diky pfedchozi vété
Gl =) 1+ 101 =12(G)[ +)_|G : Calgi)l.
i=1 i=1 i=1
O
Dusledek 4.19. Necht P je grupa #ddu |P| = p®, kde p je prvoéislo a a € N. Pak Z(P) # {e}.

Dikaz. Z rovnice tiid |P| = |Z(P)|+>_i_; | P : Cc(gi)| plyne, ze | Z(P)] je délitelné p, protoze
|P| je deélitelné p z predpokladu a |P : Cg(g;)| je délitelné p z predpokladu a Lagrangeovy
véty. (Ca(g:) je podgrupa P, takze jeji ad je p’, kde i je mensi nez «, protoze Z(P) neni
prazdné.) Rad |Z(P)| je tedy alespon p, tj. vétsf nez 1. O
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Disledek 4.20. Grupa P #ddu |P| = p? pro p prvocislo je abelovskd.

Diikaz. Z(P) < P. Proto |P/Z(P)| musi byt z mnoziny {1, p, p?}. Protoze Z(P) obsahuje vice
nez jeden prvek, p? to byt nemtize. Sporem ukazeme, ze to nemtuize byt p: Necht |P/Z(P)| = p,
pak P/Z(P) je cyklicka, tj. P/Z(P) = (xZ(P)) . Potom ale bude P abelovskd, protoze prvky
z P maji tvar p; = 2F21, kde 21 € Z(P), a plati pips = 2¥210l20 = 282120 = popy 2
definice z; a 2. To je ale implikuje P = Z(P), coz je spor s predpokladem. Celkové tudiz
|P/Z(P)|=1a Z(P)= P je abelovska. O
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5 Sylowova véta

Definice 5.1. Budte G grupa a p prvocislo.
1. Grupu tadu p® pro néjaké a > 1 se nazyva p-grupa. Podgrupy G fadu p® nazyvame
p-podgrupy G.
2. Je-li G fadu p*m a p t m, pak podgrupu rddu p® nazyvidme Sylowova p-podgrupa
G.
3. Mnozinu vech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a pocet téchto podgrup n,(G)
(nebo jen ny, je-li grupa jasnd z kontextu).
Lemma 5.2. Necht P € Syl,(G) a Q libovolnd p-podgrupa G, pak No(P)NQ = PN Q.
Diikaz. Necht H = Ng(P) N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H, musime

tedy ukdzat opa¢nou inkluzi. Z definice je H < @, staci proto ukézat, ze H < P. Protoze
H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

|P||H|
|[PNH|

PH| =

Vsechny ¢leny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a protoze P < PH
je p-podgrupa maximalniho fddu, musi platit |PH| = |P| =p®, tedy PH =P a H < P. O

Véta 5.3 (Sylow). Bud G grupa #ddu p®m, kde p je prvocislo a ptm. Pak:
1. Ezistuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

2. Je-li P Sylowova p-podgrupa G a @ libovolnd p-podgrupa G, pak existuje g € G takové,
Ze Q < gPg™!, tedy Q je obsaZena v néjakém sdruzeni P. Specidlné kazdé dvé Sylowovy
p-podgrupy G jsou vzdjemné sdruzené v G.

3. Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1+kp, tedy n, =1 mod p. Ddle ny, je index grupy
Ng(P) v G pro kaZdou Sylowovu p-podgrupu P, a tedy ny|m.

Diikaz. 1. Dukaz provedeme uplnou indukei na |G|, pticemz pro |G| = 1 neni co dokazovat.
Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro vsechny grupy mensiho radu nez |G.
Kdyz p | |Z(G)], pak podle véty 3.42 existuje N < Z(G) fadu p. Pak |G| = |G/N| =
p®~'m a z indukéniho piedpokladu existuje P < G fadu p®~!. Takze pro P podgrupu
G obsahujici N takovou, ze P/N = P, plati |P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova
p-podgrupa G. Omezime se proto na piipad p 1 |Z(G)].

Necht g1, 92, ...,g- jsou reprezentanti riznych tiid neobsazenych v centru G, pak plati
rovnice tiid

Gl =12(G)|+)_1G: Calgi)l. (5.1)

=1
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5 Sylowova véta

Pokud by platilo p | |G : Cg(g:)|, Vi, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protoze p | |G].
Proto pro néjaké ¢ musi platit p 1 |G : Cg(g;)|. Oznaéime H = Cg(g;) pro dané i a
mame

|H| = p®k, kdepfk, (5.2)

a jelikoz g; ¢ Z(G), |H| < |G|. Z indukéniho predpokladu ma H Sylowovu p-podgrupu
P, ktera je taky podgrupou G. Navic |P| = p®, takze P je Sylovova p-podgrupa G.

. Necht Q je libovolnd p-podgrupa G a necht
S={gPg g€ G} = {P,Pr,.... P} = S. (5.3)

Z definice § muze G, tedy taky @, pusobit na S konjugaci. S lze proto zapsat jako
sjednoceni orbit akce Q:

S=0,U0,U--UO, (5.4)

kde r = |O1|+|O2|+- - -+|Os|. Je potfeba si uvédomit, Ze r nezdvisi na @, ale pocet orbit
s ano (G ma z definice jenom jednu orbitu na S, ale @ jich muze mit vic). Preusporadame
prvky S tak, aby prvnich s bylo reprezentanty Q-orbit: P; € O;,1 < i < s. Pak z véty
4.15 plyne |0;| = |Q : Ng(P;)|. Z definice plati Ng(P;) = Ng(P;)NQ a podle pfedchoziho
lemmatu, Ng(P;) N Q = P;N Q. Celkem tedy mame

0;|=1Q:PNQ|, 1<i<s. (5.5)

Ted muZeme ukdzat, Ze r = 1 mod p. Diky libovolnosti Q muZeme polozit Q = Py,
takze

|O1] =1, (5.6)
aVi>1 P # P, tedy PPN P; < P, proto
Oi|=|P:PiNP|>1 2<i<s. (5.7)
Protoze P; je p-grupa, |P; : P; N P;| musi byt mocnina p, tedy
pl10i, 2<i<s. (5.8)
Odtud

r=|01] + (|O2| + - - - + |Os]) = 1(mod p) (5.9)

Nyni bud’ @ libovolna p-podgrupa G. Kdyby Q ¢ P;,Vi € 7, pak Q N P; < Q, Vi, tedy

0;)|=1Q QNP >1, 1<i<s. (5.10)

1

Tudiz p | |O;|,¥i a p | r, coz je spor s ¥ = 1 mod p. Proto Q < gPg~", pro néjaké

gea@G.

Pro dukaz ekvivalence Sylowovych p-podgrup staci za @) volit libovolnou Sylowovu p-
podgrupu. Pak Q < gPg~! a zaroven |gPg~!| = |Q| = p%, proto gPg~! = Q.
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5 Sylowova véta

3. Staci si uvedomit ze S = Syl,(G) protoze kazda Sylowova p-podgrupa je konjugovana k
P, tedy n, =r =1 mod p. Nakonec diky 4.15 a tomu, Ze vSechny Sylowovy p-podgrupy
jsou konjugované, dostavame

np = |G : Na(P)|, VP € Syly(G). (5.11)
O

Dusledek 5.4. Bud P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom ndsledugici tvrzend jsou ekviva-
lentni:

1. P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
2. P4G@.

Diikaz. 1) < 2): n, = 1, znamena 7e pro viechna g € G plat{ |gPg~!| = |P|, tudiz gPg~! = P,
tj. P < G. i ]
2)«<=1): Vg € G,gPg~' = P. Necht P € Syl,(G). Pak P = gPg~' = P. 0
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6 P¥imy a polopFfimy soucdin grup

Jednd se o zpusob konstrukce vétsich grup z mensich.

Definice 6.1. Piimy soucin definujeme pro konetné a spocetné nekoneéné mnoziny grup
(rozdil definice je jen formalni).

1. Pfimym souéinem grup Gi X Go X ... X G, s nasobenim i, *s,...%*, po fadé, je
mnozina n-tic (g1, g2, ...,9n) (gi € G;) s ndsobenim definovanym po slozkach. Tedy:

(91,92, -,9n) * (h1,ha, ..., hy) = (g1 *1 h1,92 *2 ha, ..., gn *n hp). (6.1)

2. Pifimym souéinem grup G; X Go X ... s nasobenim *i,*o,..., po fadé, je mnozina
posloupnosti (g1, g2, . ..) (g; € G;) s ndsobenim definovanym po slozkéch. Tedy:

(91,92, .- ) * (h17h27 .- ) = (91 x1 hi, g2 %2 ha, .. ) (6-2)

Je ziejmé, ze vysledkem primého soucinu grup je opét grupa a to faddu |G| = |G1||Gs] . . . |G|
nebo nekone¢ného.

6.1 Kilasifikace Abelovskych grup

Definice 6.2. 1. Grupa G je konec¢né generovand, pokud existuje koneénd mnozina
A C G takovid, ze G = (A).

2. Prokazdé r € Z,r >0, bud Z" =7Z x Z x ... x Z direktni soucet r kopii grupy Z, kde
7P = e. Grupa Z" se nazyva volna Abelovska grupa fadu 7.

Véta 6.3 (zékladni véta Abelovskych grup). Bud G konecéné generovand Abelovskd grupa.
Pak:

1. G=Z" X Zp, X Zn, X ... X Zp, pro néjakd celd cisla splnugici ndsledugici podminky:
a) r>0 anj>2 pro vsechna j,

b) nit1ln; prol <i<s—1,
2. a rozklad je jednoznacny.
Dikaz. Bez dukazu. O
POzZNAMKA 6.4. Kazdy prvociselny délitel |G| musi délit ng.
Véta 6.5. Bud' G grupa fddu n = p{*p5? ... p*. Potom
1. G= Ay x Ay x ... X Ay, kde |A;| = p3,
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6 Primy a polopiimy soucin grup

2. pro kazdé A € Ay, Az, ..., Ay, kde |A] = p* je A = Zp X Zypy X ... X Zys,, kde
fr>pa>...>20>1abri+Po+...+ 0= (t apBj zdvisi na i)
3. a rozklad v 1) a 2) je jednoznacny az na poradi A;.
Dukaz. Bez dukazu. O

Véta 6.6. Necht m,n € Z%, pak Zpy X Zp = Zppn < ged(m,n) = 1 (tj. m a n jsou
nesoudélnd).

Dikaz. =) Necht Z,, = (z), Z, = (y) a |l = lem(m,n) (nejmensi spoleény nasobek).
Vsimneme si, ze [ = mn, pravé kdyz ged (m,n) = 1. Déale necht x%® € Z,, x Z,
libovolné, pak

($ayb)l — J;laylb — eaeb —e
protoze m | l a taky n | I. Pokud ged (m,n) # 1, kazdy element Z,, X Z,, je fadu nanejvys

[, tedy ostie mensiho nez mn, tedy Z,, X Z, nemuze byt isomorfni Z,,.

<) Naopak, pokud ged (m,n) =1, pak |zy| = lem (|z|, |y|) = mn. Tudiz Z,, x Z,, = (zy).
O

Véta 6.7. Necht H,K < G. Pocet riznych zpusobi, jak napsat libovolny element z HK wve
tvaru hk pro néjaké h € H a k € K, je |H N K|. Specidlné kdyz H N K = e, pak pro kazdy
element existuje pouze jeden zpiusob.

Diikaz. Necht € HK ay € HN K libovolné, pak = yy~ 'z = yz, kde z = y 'z je element
H nebo K. Takze existuje alesponn |[H N K| moznosti, jak zvolit y. Kdyby existovalo z € HK,
které lze zapsat vice riznymi zpusoby nez H N K, pak celkovy pocet zpusobu, jak zapsat
vSechny prvky, by byl vétsi nez
|HI|K]|
HK||HNK|=———F|HNK| = |H||K|,
[HK||H 0 K| = S 10 K = [H] K]

coZ je spor s ruznosti zapisu. O
Véta 6.8. Necht HHK <G a HNK =e, pak HK 2 H x K.

Diikaz. Protoze H, K < G, je HK < G. Necht h € H, k € K. Protoze H < @G, plati
k~'hk € H, tedy taky h='(k~'hk) € H. Analogicky, (h~'k~'h)k € K. Déale diky tomu, Ze
HNK =e, méme h 'k~ hk = e, tedy hk = kh, takze prvky H komutujf s prvky K. Podle
predchazejici véty lze kazdy prvek H K zapsat pravé jednim zpusobem ve tvaru hk, kde h € H
a k € K. Zobrazeni

¢:HK — H x K : hk — (h, k)

je proto dobfe definované. Pro dikaz toho, Ze ¢ je homomorfismus, vezméme hi,hy € H a
ki, ke € K. Pak diky tomu, ze prvky H a K spolu komutuji, plati

(h1k1)(h2ks) = (hiha)(kiks)
a tento tvar je jednoznacné zapsan ve tvaru hk, kde h € H, k € K. Takze
@(hikihoks) = @(Hihokiks) = (hiha, kika) = (h1, k1) (he, k2) = @(hik1)p(hoks),

tedy ¢ je homomorfismus. Zaroven je to ale bijekce, proto ¢ je isomorfizmus. O
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6 Primy a polopiimy soucin grup

6.2 PolopFimy soucin

PozNAMKA 6.9. Polopiimy soucin je dalsi zptusob, jak z mensich grup vyrobit grupu vétsi. Ve
vysledku dostaneme z grup H a K grupu G, ve které bude platit H < G, ale K < G nemusi
byt normalni. Jako motivaci predpokladejme, ze uz takovou G mame a plati H N K = e.
Plati, ze HK < G a existuje bijekce mezi prvky HK a dvojicemi (h,k), kde h € H a k € K.
Chceme-li souc¢in dvou prvka z HK opét napsat ve tvaru hk, postupujeme takto:

(h1k1)(haks) = hikiho(ky tk1)ka = hy(kihoky V) kike = hihsks = haks,

kde jsme vyuzili toho, ze H je normélni podgrupa. Cilem polopiimého soucinu je zavést
grupu s obdobnym nasobenim bez ,zastfesujici“ grupy, kterd ndm umoziuje nasobit mezi
sebou prvky z K a H.

Véta 6.10. Budte H a K grupy a ¢ : K — Aut H je homomorfismus (kazdému proku k € K
priradi néjakou permutaci H). Ddle bud - akce grupy K na H dand vztahem p(k)h =k - h.
Bud G mnozina dvojic (h,k), h € H a k € K a definuje ndsobeni téchto dvojic jako:

(h1, k1) (ho, ko) = (hik1 - ha, kiks).
1. G s takto definovanou operaci je grupa rddu |G| = |K||H]|.

2. Mnoziny {(h,1)|h € H} a {(1,k)|k € K} jsou podgrupy G isomorfni grupdim H a K.
(Ddle mezi nimi nerozlisSujeme.)

3. H<G.
4. HNK =e.
5. (Vvhe H ke K)(khk™' = k-h).
Dukaz. 1. Asociativita plati, protoze pro libovolné (a,x), (b,y), (¢, z) € G plati

((a7 x)(b7 y))(ca Z) = (ax - b, xy)(c, z)
= (ax - b(xy) - ¢, zy=2)
= (ax-bx-(y-c),xyz)

az - (by - c), vyz)
a, ﬂf)(by ) yZ)

= (a,2)((b,y)(c, 2)).
Platnost rovnosti mezi fadky 3 a 4 odpovidd axiomu homomorfismu ¢(b)e(y - ¢) =
©(b(y-c)). Déle je z definice vidét, ze (1, 1) je jednotkovy prvek, (h,k)~! = (k=LA k1)
je inverzni prvek pro libovolné (h, k) € G a |G| = |H||K]|.

~—~ T~ T/~

2. Necht H = {(h,1)|h € H} a K = {(1,k)|k € K}. Mame
(a,1)(b,1) = (al - b,1) = (ab,1),  Va,b € H.
Analogicky,
(L2)(1,y) =(,zy), Va,yeK,

takze H, K < G isomorfni H, K.
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6 Primy a polopiimy soucin grup

4. Je jasné, ze HNK = e.
5. Déle plati

(1,k)(h, 1)(1, k)~ = (1, k) (h, 1)) (1, k)
k-hk)(1, k7Y
k-hk-1,kk™1)

k- h,1),

~ ~ —~

tedy pfitazenim h <+ (h,1) a k <> (1,k) z bodu (2.) dostdvame khk~! =k - h.

3. Nakonec, protoze K < Ng(H), plati G = HK a zaroven H < Ng(H), dostdvame
Ne(H) =G, tedy H < G.
]

Definice 6.11. Grupu G z pfedchozi véty nazyvame polopiimy souéin grup H a K a
znacime H x, K.
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[ Reprezentace grup

7.1 Zakladni definice

Definice 7.1. Bud'te G grupa a V vektorovy prostor nad télesem 7. Potom linedrni re-
prezentaci grupy G na prostoru V nazyvame kazdy homomorfismus 7' : G — GL(V'), ktery
kazdému prvku g € G prifazuje linedrni zobrazeni T'(g) takové, ze (Vg,h € G)(T'(9)T(h) =
T(gh)).

e Prostor V nazyvdme reprezentativni prostor a jeho dimenzi rozmér reprezentace.
e Je-li navic T isomorfismus, nazyvame takovou reprezentaci vérna.

o Je-li dimV < oo (existuje tedy koneéna béze V'), mluvime o maticové reprezentaci.

POZNAMKA 7.2. e T je vzdy vérnou reprezentaci faktor grupy G/ KerT.

e Prostd grupa ma jen vérné reprezentace (kromé trividlni).

Definice 7.3. Je-li H Hilbertuv prostor a T homomorfismus grupy G do mnoziny unitarnich
operatori na H, nazyvame T unitarni reprezentaci G na H.

Definice 7.4. Dveé reprezentace T : G — V a T’ : G — V' nazyvame ekvivalentni, pokud
existuje linearn{ isometrie A : V — V' takovd, ze Vg € G plati T'(g) = AT(g)A™! a ||Ap|| =
llell, Vo € V. Je-li navic A unitarni, fikdme, ze reprezentace jsou unitarné ekvivalentni.

Lemma 7.5 (Hilbert). KaZdd maticovd reprezentace grupy je ekvivalentni unitdarni reprezen-
taci.

Diikaz. Konstrukei: Bud A; matice reprezentujici prvek g; € G. Sestrojime nejprve hermi-
tovskou matici H = >, AZ-AZ-L. Hermitovské matice muzeme diagonalizovat pomoci unitarni
matice U. Necht tato diagonalizované matice je:

D=U'HU =Y U'4A[U =Y U 'AUU AU =Y AjAT
kde jsme oznacili A} = U~1A4;U. Rozpisem posledn{ sumy
D AAT =D 0D (A (AT = D Y (A’
i i i

zjistujeme, ze diagonélni ¢leny D jsou kladné, protoze jednou z matic A} je identita (¢len
j = k). Proto muzeme vytvorit matice D3 a D™, Potom z definice ziejmé plati:

[=D"3Y AAID 3.
A
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7 Reprezentace grup

Nyni jiz definujeme matice findlni reprezentace A/ = DféA;D%, o kterych ukdzeme, Ze jsou
unitarni:
AVAT = D 3 AL DI ID3ATD : =
=D 2A'D:D 2y AATD :D3ATD 3 =
i
=D73 Y ALAAANTDE =
i
=D73 > AAID =1,
k

Tim je dukaz dokoncen. O

7.2 Reducibilni a ireducibilni reprezentace

Definice 7.6. V; C V se nazyva invariantni podprostor pfislusny operatoru A, kdyz (Ve €
V1)(Ap € V1), tedy A(V1) C V. Pokud se nejednd o trividlni invariantni podprostor, nazyva
se takovy podprostor vlastni.

Definice 7.7. Rikdme, ze T je ireducibilni reprezentace grupy G na prostoru V, pokud
neexistuje vlastni invariantni podprostor V pfislusny vSem operdtorum 7'(g) pro vSechna
g € G. Tedy (Vg € G)(T(9)(V1) € Vi) = (Vi = 0V V3 = V). V opaéném piipadé se
reprezentace nazyva reducibilni.

PozNAMKA 7.8. Reprezentace je ireducibilni, pokud neexistuje takovéd podobnostni transfor-
mace, kterd by prevedla souc¢asné vsechny 7'(g) na blokové diagondlni tvar.

Definice 7.9. Reducibilni reprezentace, kterou je mozné napsat jako direktni soucet iredu-
cibilnich reprezentaci se nazyva tiplné reducibilni.

Véta 7.10. Bud T unitdrni reprezentace grupy G na Hilbertové prostoru H. Potom:

1. Ortogondlni doplnék k Hi (oznacéme Ha) je invariantni podprostor < Hi je invariantni
podprostor.

2. H1 C H je invariantni podprostor < projektor E1 na Hi spliuje podminku: (T(g)E1 =
ENT(g))(Vg € G).

Diikaz. 1. Necht v; € Hy a 1o € Ha, pak z predpokladu mame T'(g)[y1) € H1 = Hy a
plati

(V2| T(g)eb1) = 0 = (T (g)hath1). (7.1)

2. Muzeme psat H = Hi @ Ha, tedy V[y) € H plati |¢) = [¢1) + [02), kde [¢1) € Hy a
|1h2) € Ha.

=) Predpokladame, ze H1, a z predchoziho bodu téz Hs, jsou invariantni.
E\T(g9)[¢) = ExT(g)|v1) + EaT(9)[Y2) = EAT(9)Erlv) = T(g)Enlyp).  (7.2)

<) Z rovnosti E1T(g)|v) = T(g)Er|v) plyne ze T'(g)H1 C Hi.
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7 Reprezentace grup

Dausledek 7.11 (Maschke). Reducibilni unitdarni reprezentace je iplné reducibilng.

Véta 7.12. KazZdd unitarni ireducibilng reprezentace konecéné grupy ma koneénou dimenzi.

Dikaz. Bez dukazu. O

7.2.1 Schurova lemmata

Véta 7.13 (1. Schurovo lemma). KaZdd matice, kterd komutuje se v§emi maticemi ireducibilni
reprezentace je ndsobkem jednotkové matice.

Dukaz. Vime, ze se mizeme omezit je na unitarni matice. Méjme tedy matici M, pro kterou
plati M A; = A;M pro Vi. Sdruzenim obou stran dostaneme M TAZT = AZTM  a vyndsobenfm
matici A; zprava i zleva dostaneme A; M t =M TAZ-, tedy i M t komutuje se viemi maticemi
reprezentace. Nyni miizeme vytvoiit hermitovské matice Hy = M + Mt a Hy = i(M — M') a
vyjadrit M = Hy — iHy. Potom M je konstantni pravé tehdy, kdyz tyto hermitovské matice
jsou konstantni, a proto se muzeme omezit na hermitovské komutujici matice.
Hermitovskou matici miizeme diagonalizovat, tedy D = U~ MU a definujeme A} = U1 A,U.
Potom plati A;D = DA diky invarianci maticovych rovnic vuéi unitdrnim transformacim.
Nyni musime ukéazat, ze D je nejen diagondalni, ale pfimo nasobkem jednotkové matice.
Napiseme po slozkdch (A})wdvy = duu(A})w, tedy (A})uw(dvy — dyu) = 0. Pokud by pro
néjaké pv bylo (dy, — dyy) # 0, muselo by byt (A})., = 0 pro Vi, coz je spor s ireducibilitou
reprezentace. Odtud dostdvame d,,, = d,, pro Vuv. ]

Véta 7.14 (2. Schurovo lemma). Mdme-li dvé ireducibilni reprezentace Ty a Ty rozméru ly a
ly jedné grupy G a ddle ezistuje obdélnikovd matice M, pro kterou plati: MTy(g) = Ta(g)M
pro¥g € G, pak

1. (Ih #la) = M =0 (nulovd matice)

2. aproly =ly je bud M =0, nebo det M # 0, a tedy existuje M1, z éehoZ dostdvdme
MTi(g)M~t = Ty(g) pro Vg € G, a tedy obé reprezentace jsou ekvivalentns.

Diikaz. Opét uvazujeme pouze unitdrni matice a bez ujmy na obecnosti necht [; < l. Nyn{
sdruzenfm rovnice pro M dostaneme: T} ()T MT = MTTy(g), neboli Ty (¢~ )Mt = MTTy (g~ ).
Nyni obé strany vyndsobime M a vyuzijeme toho, Ze rovnost plati pro vsechny g, L stejne
jako pro vSechna g;. Dostaneme (pouzitim zakladni rovnosti)

To(g;y YMMT = MM Ty (g 1).

Tedy matice MM' komutuje se véemi maticemi reprezentace a podle predchoziho lemmatu
musi platit MMT = cI.

Uvazujme nejprve I3 = lo, tedy M je ¢tvercova matice. Pomoci pravidel pocitani deter-
minantii mame (det M)? = c*. Nynf pokud ¢ # 0, musi mit M nenulovy determinant. V
piipadé, ze ¢ = 0 mdme MM = 0. Po slozkéch tedy Yo Mua M, = 0 pro Vuv. Specilné
volbou p = v dostdvame Y, [M,a|?> = 0, a tedy M, = 0 pro Yua.

V piipadé, ze 1 < la, tedy M ma I1 sloupcu a lo fadku, doplni M piidanim Iy — [ sloupcu
na ¢tvercovou matici N. Plati, ze NNT = MMT. Jelikoz N mé zfejmé nulovy determinant,
dostavame piipad, kdy M = 0. 0
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7 Reprezentace grup

7.3 Velka véta ortogonality

Véta 7.15 (velkd véta ortogonality). Uvazujme vsechny neekvivalentni ireducibilni unitdrnd
reprezentace grupy G. Plati:

G
> Tilg 9ap = ‘ZA’aijawauﬁ, (7.3)
geG v

kde l; je rozmeér reprezentace T;.

Diikaz. Nejprve uvazujeme dvé neekvivalentni reprezentace T7 a To. Zkonstruujeme matici:

M= "Ty(9)XTi(g7"),

kde X je zatim zcela libovolni obdélnikova matice, kterda odpovida rozmérem. Nyni pouzijeme
vétu 7.14, a proto ukazeme potiebnou rovnost:

ZTQ (9)XTi(g™") =
- ZT2 (9)XTi(g~HT(FTTS) =
= ZT2 FOXTi(g fHTi(Sf) =
= ZQ:TQ FOXTi((f9)"HT1(f) =
_ZT2 )XT1(h™ YT (f) = MTy(f).

(7.4)

Musi tedy platit, ze M = 0, tedy

oz,u =0= Z ZT2 /@ATl( )/\u' (75)

Nyni si zvolime konkrétni matici X a to tak, ze Xg, = 1 (jeden prvek je jedna) a ostatni
prvky jsou nulové. Pak piedchozi rovnost dava:

0= ZT2 aBTl _1 I//j, = ZTZ aBTl( ),uzn (76)
g

kde posledni tprava je z unitarity matice. To nam tedy déava clen 6;; ve vysledku (pro ruzné
reprezentace je skaldrni soucin vzdy 0).
Nyni mé&jme jednu reprezentaci a znovu zkonstruujeme matici M jako:

M = ZT1(9)XT1(9_1)7
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7 Reprezentace grup

a ze Schurova lemmatu mame M = cI. Vezméme prvek pu', coz ndm dé rovnici:

ZZTI n)\TI( ) A = C(S#H"

g

Opét zvolime X jen s jednim nenulovym prvkem X,,, = 1. Potom:

E Tl ,uuTl )u’,u’ = Cuu’(suu’y

kde indexy u c znaci, Ze jeho hodnota zavisi na volbé matice X. Nyni zvolime p = i’ a se¢teme
pres .

ZTI(gg_l)l/y = licyur,

ZTl(gg_l)u’V = ZTl(e)u’y = |G|51/y’-
g g

Odtud méme ¢, = %. Zpétnym dosazenim za ¢ dostaneme:
Z T (g),u,uTl (g_l)y’,u’ = | VV’(S;L/,L’ = Z Tl p,uTl 1,/7
g
coz dokazuje tvrzeni véty. O

P0ozZNAMKA 7.16. Velk4 véta ortogonality tedy #ikd, ze pokud vytvoiime vektory ¢isel o poctu
prvku |G| tak, ze si zvolime jednu reprezentaci a v ni pu-ty fadek a v-ty sloupec a prvky vektoru
jsou prvky matice reprezentace pro jednotlivé prvky grupy G, pak jsou tyto vektory vzijemné
kolmé pro ruzné reprezentace nebo ruzné pozice v matici. (Musime mit stanovené poradi
prvku v G.) Ozna¢me |G| = n. Vektory s n prvky tvoii n-dimenzionalni vektorovy prostor.
V takovém prostoru tedy muze byt maximalné n vzajemné kolmych vektort, a proto plati,
ze Yy, l? < n, kde suma jde pies vSechny neekvivalentni ireducibilni reprezentace. (Pozdéji se
zde ukéze, ze vzdy plati rovnost.)

7.4 Tabulky charakteru

P0ozNAMKA 7.17. Pro maticové reprezentace zavedeme uzitecnou veli¢inu nezavisejici na bazi
— tzv. charakter reprezentace.

Definice 7.18. Ozna¢me stopu Tr (7'(g)) = x(g). Uspofadanou n-tici stop matic 7'(g) na-
zveme charakter reprezentace.

PozNAMKA 7.19. Charaktery ekvivalentnich reprezentaci jsou ziejmé stejné.

Tvrzeni 7.20. Velkd véta ortogonality pro charaktery prokiu grupy:

Z X M) * (V ) néu,u- (77)

geqG

PozNAMKA 7.21. Charaktery vSech konjugovanych prvki grupy jsou stejné.
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7 Reprezentace grup
Tvrzeni 7.22. Velkd véta ortogonality pro charaktery konjugovangch prvki grupy:
> nax(C) XM (Ci) = nby, (7.8)
kde G = C1U---UCy an; je pocet proki v konjugované tridé. Pruky
X #(Ci) = /X (C) (7.9)

tvori ortonormdlni systém, ktery je vétsi nebo roven poctu neekvivalentnich reprezentaci.

Véta 7.23. Méjme unitdrni reducibilng reprezentaci T(g) rozepsanou pomoct ireducibilnich
reprezentact jako T(g) = @, a,T¥)(g). Oznacme x(C;) =3, a,x)(C;). Potom pro koefici-
enty rozkladu a,, plati

a, = % Z nl-x(”)(Ci)*x(Ci). (7.10)

Diikaz. Rovnost x(Ci) = 3, a,x)(C;) vyndsobme n;x ") (C;) a vyscitame pes i. O

Dusledek 7.24. Z definice je T'(g) ireducibilni transformace, pravé kdyz a, = 1. Poté plati
> x"(g:)"x(gi) = n. (7.11)
i

Tomuto vztahu se 7ikd Frobeniova podminka.
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