1 |Aplikace integralu

1.1 Vypocet plochy

Véta 1.1 (Vypocet plochy mezi funkcemi)
Necht jsou f a g funkce spojité na intervalu [a,b]. Potom plocha A vymezen4 témito funkcemi
je

A= / f(x) - ()] de.

Disledek 1.2 (Plocha pod grafem funkce)
Necht je funkce f spojitd a nezdpornd na intervalu [a,b]. Pak plocha Ay vymezend grafem

funkce f a osou z je
b

A= /f(:c) dz.
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Dikaz. Pro dukaz véty pouzijeme analogii postupu hledani tézisté n hmotnych bodu z fyziky.

> M2k
k=1
T = n .
> My,
k=1
Na chvili predpokladejme, ze uvazovana plocha pod grafem funkce f m& vsude stejnou

hustotu p. Uvazujme rozdéleni o0 = {a = xy < 2y < -+ < ,-1 < x, = b} intervalu [a, b].
Oznaéme Ay, jednotlivé dilci plochy pod grafem funkce f mezi x;_1 a zj. Dale oznac¢me po-

yr = 3f(tx). Hmotnost diléf plochy Ay, 1ze vyjadiit jako my, = of (tx)(xr — 2_1). Kazdou dilef
plochu Ay, Ize reprezentovat hmotnym bodem o soufadnicich [tg, 5 f(t;)] a hmotnosti my,.

polohy tézisté x (o) a yr(o) (pii rozdéleni o) vyjadient

NE

ot f(tr)(Tr — 2p—1)

wr(0) = = : (1)
1;::1 of (tr)(wx — Tp—1)
> 02 F2(t) @k — T )

yr(o) = = 7 (2)
kgl of (tr)(xr — Tk—1)



kde ) € [xr_1,x1]. Hustota p je konstantni, proto ji muzeme vykrétit z obou vyrazu. Pro do-
konceni dukazu staci v jednotlivych sumach odhadnout funkei ¢ - f(¢), resp. f(t), resp. % 2t
svymi maximy a minimy na diléich intervalech [zy_1, zx], ¢imZ obdrzime horni a dolni ¢dstecné
soucty. Protoze jsme v celém odvozeni uvazovali libovolné rozdéleni o, dostavame podle Rie-
mannovy definice urcitého integralu 7?7 tvrzeni véty. O]

1.3 Délka grafu funkce

Véta 1.4 (Délka grafu funkce)
Necht funkce f mé spojitou prvni derivaci na intervalu [a, b]. Potom délka grafu funkce Ly je

L :/\/1+(f’(x))2 .

Diikaz. Necht o je rozdélenf intervalu [a, b]. S vyuzitim Pythagorovy véty muzeme délku grafu
funkce aproximovat tiseckou délky dy na kazdém diléim intevalu [xy_q, x| takto:

flaw) — f($k1))2.

T — Tg—1

dy = \/(f@k) - f@k—l))z + (fk - $k—1)2 = (ZEk - $k_1)\/1 + (

Na intervalu [zy_1, 2x] pouzijeme Lagrangeovu vétu 77 o prirustku funkce: Jei, € (zx_1, 2x) tak,
ze
dy = (2 — w1\ 1+ (f(cn)”.

Oznacime-li

—— min{ 1+ (f(2)? 2 € [xkl,:ck]} ,

M, = max {\/1 +(f'(2):z€e [a:kl,a:k]} ,

(, — Tp—1)mp < di, < (T — 1) M,

dostavame nerovnost

pro vSechna k. Se¢teme-li tuto nerovnost pres vSechna k =1,2,...,n, mame
s /i) S Ly(o) <8 (o).
Odtud jiz plyne tvrzeni véty. O

1.4 Objem a povrch rotacniho télesa

Véta 1.5 (Objem rotacniho télesa)
Necht funkce f je nezdpornd a méa spojitou prvni derivaci na intervalu [a,b]. Potom objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu f okolo osy z je

b
V= 7r/f2(x) dz.
Véta 1.6 (Povrch rotacniho télesa)

Necht funkce f je nezdpornd a m4 spojitou prvni derivaci na intervalu [a,b]. Potom povrch
rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu f okolo osy z je

5y =2 [ f@)V T+ (F) do.
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