
1 Aplikace integrálu

1.1 Výpočet plochy

Věta 1.1 (Výpočet plochy mezi funkcemi)
Necht’ jsou f a g funkce spojité na intervalu [a, b]. Potom plocha A vymezená těmito funkcemi
je

A =

b∫
a

|f(x)− g(x)| dx.

Důsledek 1.2 (Plocha pod grafem funkce)
Necht’ je funkce f spojitá a nezáporná na intervalu [a, b]. Pak plocha Af vymezená grafem
funkce f a osou x je

Af =

b∫
a

f(x) dx.

1.2 Výpočet polohy těžǐstě

Věta 1.3 (Poloha těžǐstě plochy pod grafem funkce)
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b]. Potom pro těžǐstě T = [x̄, ȳ] plochy pod grafem funkce f
plat́ı

x̄ =

b∫
a

xf(x)dx

b∫
a

f(x)dx

, ȳ =
1

2

b∫
a

f 2(x)dx

b∫
a

f(x)dx

.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz věty použijeme analogii postupu hledáńı těžǐstě n hmotných bod̊u z fyziky.
Poloha těžǐstě zT pro n hmotných bod̊u o hmotnostech mk a polohách zk (na ose z) je

zT =

n∑
k=1

mkzk

n∑
k=1

mk

.

Na chv́ıli předpokládejme, že uvažovaná plocha pod grafem funkce f má všude stejnou
hustotu ϱ. Uvažujme rozděleńı σ = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b} intervalu [a, b].

Označme Ak jednotlivé d́ılč́ı plochy pod grafem funkce f mezi xk−1 a xk. Dále označme po-
lohu těžǐstě na ose x symbolem tk. Snadno nahlédneme, že polohu těžǐstě Ak na ose y lze vyjádřit
yk = 1

2
f(tk). Hmotnost d́ılč́ı plochy Ak lze vyjádřit jako mk = ϱf(tk)(xk − xk−1). Každou d́ılč́ı

plochu Ak lze reprezentovat hmotným bodem o souřadnićıch [tk,
1
2
f(tk)] a hmotnosti mk.

Podle vzorce pro polohu těžǐstě n hmotných bod̊u dostáváme pro jednotlivé souřadnice
polohy těžǐstě xT (σ) a yT (σ) (při rozděleńı σ) vyjádřeńı

xT (σ) =

n∑
k=1

ϱtkf(tk)(xk − xk−1)

n∑
k=1

ϱf(tk)(xk − xk−1)
, (1)

yT (σ) =

n∑
k=1

ϱ1
2
f 2(tk)(xk − xk−1)

n∑
k=1

ϱf(tk)(xk − xk−1)
, (2)

1



kde tk ∈ [xk−1, xk]. Hustota ϱ je konstantńı, proto ji můžeme vykrátit z obou výraz̊u. Pro do-
končeńı d̊ukazu stač́ı v jednotlivých sumách odhadnout funkci t · f(t), resp. f(t), resp. 1

2
f 2(t)

svými maximy a minimy na d́ılč́ıch intervalech [xk−1, xk], č́ımž obdrž́ıme horńı a dolńı částečné
součty. Protože jsme v celém odvozeńı uvažovali libovolné rozděleńı σ, dostáváme podle Rie-
mannovy definice určitého integrálu ?? tvrzeńı věty.

1.3 Délka grafu funkce

Věta 1.4 (Délka grafu funkce)
Necht’ funkce f má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom délka grafu funkce Lf je

Lf =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

D̊ukaz. Necht’ σ je rozděleńı intervalu [a, b]. S využit́ım Pythagorovy věty můžeme délku grafu
funkce aproximovat úsečkou délky dk na každém d́ılč́ım intevalu [xk−1, xk] takto:

dk =
√
(f(xk)− f(xk−1))2 + (xk − xk−1)2 = (xk − xk−1)

√
1 +

(
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

)2

.

Na intervalu [xk−1, xk] použijeme Lagrangeovu větu ?? o př́ır̊ustku funkce: ∃ck ∈ (xk−1, xk) tak,
že

dk = (xk − xk−1)

√
1 + (f ′(ck))

2.

Označ́ıme-li

mk = min

{√
1 + (f ′(z))2 : z ∈ [xk−1, xk]

}
,

Mk = max

{√
1 + (f ′(z))2 : z ∈ [xk−1, xk]

}
,

dostáváme nerovnost
(xk − xk−1)mk ≤ dk ≤ (xk − xk−1)Mk

pro všechna k. Sečteme-li tuto nerovnost přes všechna k = 1, 2, . . . , n, máme

s√
1+(f ′)2

(σ) ≤ Lf (σ) ≤ S√
1+(f ′)2

(σ).

Odtud již plyne tvrzeńı věty.

1.4 Objem a povrch rotačńıho tělesa

Věta 1.5 (Objem rotačńıho tělesa)
Necht’ funkce f je nezáporná a má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom objem
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu f okolo osy x je

Vf = π

b∫
a

f 2(x) dx.

Věta 1.6 (Povrch rotačńıho tělesa)
Necht’ funkce f je nezáporná a má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom povrch
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu f okolo osy x je

Sf = 2π

b∫
a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx.
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