
1 Transcendentńı funkce

1.1 Algebraické a transcendentńı funkce

Definice 1.1 (Algebraické č́ıslo)
Algebraické č́ıslo je č́ıslo, které je kořenem polynomu s racionálńımi koeficienty.

Definice 1.2 (Transcendentńı č́ıslo)
Transcendentńı č́ıslo je č́ıslo, které neńı algebraické.

Definice 1.3 (Algebraická funkce)
Algebraická funkce splňuje polynomiálńı rovnici s polynomiálńımi koeficienty.

Definice 1.4 (Transcendentńı funkce)
Transcendentńı funkce je funkce, která neńı algebraická.

1.2 Logaritmická funkce

Definice 1.5 (Logaritmická funkce)
Logaritmická funkce je nekonstantńı diferencovatelná funkce f definovaná na R+, která pro
všechny x > 0 a y > 0 splňuje

f(xy) = f(x) + f(y).

Věta 1.6 (Vlastnosti logaritmické funkce)
Bud’ f logaritmická funkce. Potom

1. f(1) = 0

2. f
(
1
x

)
= −f(x)

3. f
(

x
y

)
= f(x)− f(y)

4. f ′(x) = 1
x
f ′(1), kde f ′(1) odpov́ıdá bázi logaritmu.

D̊ukaz.

1. f(1) = f(1 · 1) = f(1) + f(1) = 2f(1) odkud f(1) = 0.

2. 0 = f(1) = f(x · 1
x
) = f(x) + f( 1

x
) odkud f(x) = −f( 1

x
).

3. viz 2.

4. f ′(x) = lim
h→0

1
h
(f(x+ h)− f(x)) = lim

h→0

x
x
1
h
f
(
x+h
x

) u=h
x= 1

x
lim
u→0

1
u
(f(1 + u)− f(1)︸︷︷︸

0

) = 1
x
f ′(1)

1.3 Přirozený logaritmus

Definice 1.7 (Přirozený logaritmus)
Funkce

lnx =

x∫
1

dt

t
, (1)

pro x > 0 se nazývá přirozený logaritmus.
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Věta 1.8
Funkce ln je logaritmická funkce.

D̊ukaz. Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že 0 < x < y.
Podle definice 1.5 muśıme ukázat, že ln(x · y) = ln x+ ln y:

ln(xy) =

xy∫
1

dt

t
=

x∫
1

dt

t
+

xy∫
x

dt

t

u= t
x=

x∫
1

dt

t
+

y∫
1

du

u
= lnx+ ln y.

Věta 1.9 (Vlastnosti ln x)
Funkce ln x definovaná vztahem (1) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. (lnx)′ = 1
x

2. ln je ostře rostoućı na Dln.

3. lnxα = α lnx pro α ∈ R.
D̊ukaz.

1. Derivaćı integrálu jakožto funkce horńı meze v definici 1.7 dostáváme tvrzeńı věty, což
zároveň odpov́ıdá

”
přirozené“ volbě f ′(1) = 1 ve větě 1.6(4.).

2. Pro všechna x ∈ Dln = R+ je 1
x
> 0 a tud́ıž podle věty ?? ostře roste.

3. Pro α = 0 tvrzeńı zjevně plat́ı. Pro α ̸= 0 máme

lnxα =

xα∫
1

dt

t
t=uα

= α

x∫
1

uα−1

uα
du = α lnx.

Definice 1.10 (Eulerovo č́ıslo)
Eulerovo č́ıslo e je jediné č́ıslo, které splňuje ln e = 1.

1.4 Exponenciálńı funkce

Definice 1.11 (Exponenciálńı funkce)
Inverzńı funkci k funkci ln nazýváme exponenciálńı funkćı při základu e a znač́ıme ex nebo
exp(x).

Věta 1.12 (Vlastnosti exponenciálńı funkce)

1. (ex)′ = ex pro x ∈ R.

2. ex+y = exey pro x, y ∈ R.

3. e−x = 1
ex

pro x ∈ R.
D̊ukaz.

1. Podle věty ?? o derivaci inverzńı funkce plat́ı

(ex)′ =
1(
1
ex

) = ex.

2. ln ex+y = (x+ y) ln e = x+ y = x ln e + y ln e = ln exey.

3. viz 2.
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1.5 Obecná mocnina

Definice 1.13 (Obecná mocnina)
Pro β > 0 a α ∈ R definujeme obecnou mocninu jako

βα = eα lnβ,

kde β je báze (základ) a α exponent (mocnina).

Věta 1.14 (Vlastnosti obecné mocniny)
Necht’ x > 0 a a, b ∈ R. Pak

1. xa+b = xaxb.

2. x−a = 1
xa .

3. (xa)′ = axa−1.

4. (ax)′ = (ln a) · ax.
D̊ukaz. Všechny body věty plynou z definice 1.13 a vlastnost́ı logaritmu.

1.6 Obecná báze logaritmu

Definice 1.15 (Obecná báze logaritmu)
Pro p > 0, p ̸= 1 definujeme logaritmus při základu p jako

logp x =
lnx

ln p
,

kde p je báze (základ). Pro p = 10 definujeme dekadický logaritmus a znač́ıme zkráceně sym-
bolem log.

Věta 1.16 (Vlastnosti logaritmu)

1. logp x je inverzńı funkce k px.

2. (logp x)
′ = 1

ln p
1
x
.

3. logp x je logaritmická funkce.

D̊ukaz.

1. Podle definice 1.15 je funkce logp stejně jako ln prostá na R+. Stač́ı ověřit obě vlastnosti
inverzńı funkce f ◦ f−1 = id a f−1 ◦ f = id (viz věta ??):

logp p
x =

ln px

ln p
=

x ln p

ln p
= x,

plogp x = elogp(x)·ln p = e
ln x
ln p

ln p = elnx = x

2. Tvrzeńı plyne př́ımou derivaćı definice 1.15 podle x.

3. Ověřeńı vlastnosti logaritmické funkce (viz definice 1.5):

logp(x · y) = ln(x · y)
ln p

=
lnx+ ln y

ln p
=

lnx

ln p
+

ln y

ln p
= logp x+ logp y
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1.7 Hyperbolické funkce

Definice 1.17 (Hyperbolické funkce)

sinhx =
ex − e−x

2
,

coshx =
ex + e−x

2
,

tghx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x
,

cotghx =
coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x
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Obrázek 1: Grafy hyperbolických funkćı.

Věta 1.18 (Vlastnosti hyperbolických funkćı sinh a cosh)

1. coshx > 1
2
ex > sinhx

2. cosh2 x− sinh2 x = 1.

3. sinh(x+ y) = sinh x cosh y + sinh y coshx
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4. cosh(x+ y) = cosh x cosh y + sinhx sinh y

D̊ukaz. Tvrzeńı se dokáž́ı dosazeńım vzorc̊u z definice 1.17.

Věta 1.19 (Derivace hyperbolických funkćı)

(sinhx)′ = coshx, (2)

(coshx)′ = sinhx, (3)

(tghx)′ =
1

cosh2 x
, (4)

(cotghx)′ = − 1

sinh2 x
(5)

1.8 Inverzńı hyperbolické funkce

Definice 1.20 (Inverzńı hyperbolické funkce)

argsinhx = sinh−1 x argument hyperbolického sinu,

argcoshx = cosh−1 x argument hyperbolického cosinu,

argtghx = tgh −1x, argument hyperbolické tangenty,

argcotghx = cotgh −1x, argument hyperbolické kotangenty.

Věta 1.21 (Explicitńı vyjádřeńı inverzńıch hyperbolických funkćı)

argsinhx = ln(x+
√
x2 + 1), pro x ∈ R (6)

argcoshx = ln(x+
√
x2 − 1), pro x ≥ 1 (7)

argtghx =
1

2
ln

1 + x

1− x
, pro x ∈ (−1, 1) (8)

argcotghx =
1

2
ln

x+ 1

x− 1
pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞). (9)

D̊ukaz. Pro jednotlivé funkce je potřeba odvodit inverzńı funkci pomoćı techniky explicitńıho
vyjádřeńı x = f−1(y) ze vztahu y = f(x).

1. y = sinh x = 1
2
(ex − e−x), kde vynásobeńım rovnice ex dostáváme kvadratickou rovnici

pro neznámou
”
ex“:

(ex)2 − 2yex − 1 = 0,

kterou řeš́ı
ex = y ±

√
y2 + 1.

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze ex = y +
√
y2 + 1, protože Hex = R+. Odtud již plyne

tvrzeńı věty.

2. Funkce cosh neńı na R prostá a proto nejprve zúž́ıme definičńı obor např. na R+
0 tak,

abychom dostali prostou funkci. y = coshx = 1
2
(ex + e−x, kde vynásobeńım rovnice ex

dostáváme kvadratickou rovnici pro neznámou
”
ex“:

(ex)2 + 2yex − 1 = 0,

kterou řeš́ı
ex = y ±

√
y2 − 1.

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze ex = y+
√

y2 − 1, protože pro daný definičńı obor funkce
cosh (x ≥ 0) je funkce ex ≥ 1. Odtud již plyne tvrzeńı věty.
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3. y = tghx = ex−e−x

ex+e−x , kde vynásobeńım rovnice ex(ex+e−x) dostáváme kvadratickou rovnici
pro neznámou

”
ex“:

(y − 1)(ex)2 + y + 1 = 0,

kterou řeš́ı

ex = ±
√

1 + y

1− y
.

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze to kladné, neb Hex = R+. Odtud již plyne tvrzeńı věty.

4. Inverzńı funkce k cotgh – viz 3.

Věta 1.22 (Derivace inverzńıch hyperbolických funkćı)

(argsinhx)′ =
1√

x2 + 1
, (10)

(argcoshx)′ =
1√

x2 − 1
, (11)

(argtghx)′ = (argcotghx)′ =
1

1− x2
(pozor na r̊uzné definičńı obory!). (12)

D̊ukaz. Větu snadno dokážeme derivaćı explicitńıho vyjádřeńı inverzńıch funkćı ve větě 1.21.

1.9 Pokročilé techniky integrace goniometrických funkćı

Poznámka. Dle lemma ?? lze sńıžit druhou mocninu funkćı sin a cos:

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2
,

sin2(x) =
1− cos(2x)

2
,

čehož je možné využ́ıt při integraci výraz̊u tvaru
∫
sinm x cosn xdx, kde m,n ∈ N0:

1. Jsou-li m i n sudé:
Použijeme lemma ?? na

∫
(sin2 x)

m
2 (cos2 x)

n
2 dx

2. Jsou-li (m sudé a n liché) nebo (m liché a n sudé):
Substituujeme funkci se sudou mocninou (z funkce s lichou mocninou dostaneme dife-
renciál), např. pro m-sudé, n-liché:∫

sinm x(cos2 x)
n−1
2 cosxdx =

∣∣∣u = sinx
∣∣∣ = ∫

um(1− u2)
n−1
2 du

3. Jsou-li m i n liché:
Převedeme integrand pomoćı součtových vzorc̊u 2 sinx cosx = sin(2x) a lemma ?? na
výraz předchoźıch typ̊u, např. pro m < n:∫

sinm x cosn xdx =

∫
(sinx cosx)m(cos2 x)

n−m
2 dx =

∫ (
sin(2x)

2

)m (
1 + cos(2x)

2

)n−m
2

dx,

kde poznamenejme, že m− n je sudé č́ıslo.
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Lemma 1.23 (Vzorce pro součin goniometrických funkćı)

cos(mx) cos(nx) =
1

2

(
cos[(n+m)x] + cos[(n−m)x]

)
sin(mx) sin(nx) =

1

2

(
cos[(n−m)x]− cos[(n+m)x]

)
sin(mx) cos(nx) =

1

2

(
sin[(m− n)x] + sin[(n+m)x]

)
D̊ukaz. Větu dokážeme pomoćı součtových vzorc̊u pro funkce cos a sin.

Poznámka. Pomoćı lemma 1.23 se integrály typu
∫
cos(αx) sin(βx) dx,

∫
cos(αx) cos(βx) dx a∫

sin(αx) sin(βx) dx, pro α, β ∈ R převedou na známé integrály.

1.10 Shrnut́ı integračńıch vzorc̊u

Poznámka.

Typ integrálu Výsledný typ funkce Substituce∫
dx√

a2 − (x+ b)2
arcsin nebo − arccos x+ b = a sinu nebo x+ b = a cosu∫

dx

a2 + (x+ b)2
arctg nebo −arccotg x+ b = atg u nebo x+ b = acotg u∫

dx√
(x+ b)2 + a2

argsinh x+ b = a sinhu∫
dx√

(x+ b)2 − a2
argcosh x+ b = a coshu∫

dx

(x+ b)2 − a2
argtgh nebo argcotgh x+ b = atghu nebo x+ b = acotghu
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