1 |Transcendentni funkce

1.1 Algebraické a transcendentni funkce

Definice 1.1 (Algebraické ¢islo)
Algebraické ¢islo je ¢islo, které je korenem polynomu s racionalnimi koeficienty.

Definice 1.2 (Transcendentni ¢islo)
Transcendentni ¢islo je ¢islo, které neni algebraické.

Definice 1.3 (Algebraickd funkce)
Algebraicka funkce spliiuje polynomidlni rovnici s polynomialnimi koeficienty.

Definice 1.4 (Transcendentni funkce)
Transcendentni funkce je funkce, kterd neni algebraicka.

1.2 Logaritmicka funkce

Definice 1.5 (Logaritmickd funkce)
Logaritmickd funkce je nekonstantni diferencovatelnd funkce f definovand na RT, kterd pro

vSechny z > 0 a y > 0 spliuje

fxy) = f(@) + f(y).

Véta 1.6 (Vlastnosti logaritmické funkce)
Bud f logaritmickd funkce. Potom

1. f(1)=0
2. f(3) =

x) = = f'(1), kde f'(1) odpovida bézi logaritmu.

Lof1)=f1-1)=f(1)+ f(1) = 2f(1) odkud f(1) =
2. 0=f(1) = f(z-3) = f(z) + f(3) odkud f(z) = —f(3).

3. viz 2.
u—tht
4. f'(x) = lim i (f(z+h) — f(2)) = lim 25 f (££2) =" L lim o (F(1+u) — £(1) = 2/ (1)
h—0 h—0 u—0 N
0
O
1.3 Prirozeny logaritmus
Definice 1.7 (Ptirozeny logaritmus)
Funkce .
Inx = %, (1)

pro x > 0 se nazyva prirozeny logaritmus.



Véta 1.8
Funkce In je logaritmicka funkce.

Diikaz. Predpokladejme bez ijmy na obecnosti, ze 0 < z < y.
Podle definice 1.5 musime ukazat, ze In(x - y) = Inx + Iny:

Ty T Yy x Y
dt dt dt w=t [ dt du
In(zy) = v = 7+ e 7—'— Ezlnx—klny.
1 1 x 1 1

Véta 1.9 (Vlastnosti In x)
Funkce In z definovana vztahem (1) ma néasledujici vlastnosti:

1. (Inz) =1
2. In je ostie rostouci na Dy,.
3. Inz® = alnz pro a € R.

Diikaz.
1. Derivaci integralu jakozto funkce horni meze v definici 1.7 dostavame tvrzeni véty, coz
zéroven odpovida ,prirozené® volbé f'(1) =1 ve véte 1.6(4.).

2. Pro vsechna z € Dy, = R* je % > 0 a tudiz podle véty 7?7 ostie roste.

3. Pro a = 0 tvrzeni zjevné plati. Pro o # 0 mame

@

X X
dt j—ye w1t
Inz® = 7t:u a/ - du=alnz.
U

1 1

Definice 1.10 (Eulerovo ¢islo)
Eulerovo ¢islo e je jediné cislo, které splnuje Ine = 1.

1.4 Exponencialni funkce

Definice 1.11 (Exponencialni funkce)
Inverzni funkci k funkci In nazyvame exponencialni funkei pii zdkladu e a zna¢ime e* nebo

exp(x).
Véta 1.12 (Vlastnosti exponencidlni funkce)
1. (e*) =e® pro x € R.

2. "V = ¢e%e¥ pro x,y € R.

3. e‘x:eixproxE]R.
Dikaz.
1. Podle véty ?? o derivaci inverzni funkce plati
(") = _(L) =e”.
el‘

2. ne"™ =(z+y)lne=x+y=xlne+ylne = Ine’e’.

3. viz 2.



1.5 Obecna mocnina

Definice 1.13 (Obecnd mocnina)
Pro f > 0 a a € R definujeme obecnou mocninu jako

ﬁa — ealnﬁ)
kde /3 je baze (zdklad) a o exponent (mocnina).

Véta 1.14 (Vlastnosti obecné mocniny)
Necht # > 0 a a,b € R. Pak

1. 20% = pagb

3. (%) = ax* L.
4. (a*) = (Ina) - a®.

Dikaz. Vsechny body véty plynou z definice 1.13 a vlastnosti logaritmu. O

1.6 Obecna baze logaritmu

Definice 1.15 (Obecnd baze logaritmu)
Pro p > 0, p # 1 definujeme logaritmus pfi zakladu p jako

| Inz
og r = —

kde p je béaze (zdklad). Pro p = 10 definujeme dekadicky logaritmus a zna¢ime zkracené sym-
bolem log.

Véta 1.16 (Vlastnosti logaritmu)

1. log, z je inverzni funkce k p®.

2. (log,z) = g=2

Inpx’
3. log, x je logaritmickd funkce.

Dikaz.

1. Podle definice 1.15 je funkce log, stejné jako In prostd na RT. Staci ovérit obé vlastnosti
inverzn{ funkce fo f~' =id a f~'o f =id (viz véta ??):

xlnp
= _= 21‘7
Inp Inp

1
plogpm _ elogp(z)-lnp _ eﬁlnp _ elnx —

2. Tvrzeni plyne piimou derivaci definice 1.15 podle x.
3. Ovéreni vlastnosti logaritmické funkce (viz definice 1.5):

In(z-y) Inz+hy Iz N Iny

log,(z-y) = = log, * + log, y

Inp Inp Inp 1Inp



1.7 Hyperbolické funkce

Definice 1.17 (Hyperbolické funkce)

. e —e”
sinhx = 5
et +e”
coshz = —
sinh z et —e®
tghx = = ,
coshz e*+4e®
coshz e*+e™®
cotghz = — =
sinh z er — e %
12
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Obrazek 1: Grafy hyperbolickych funkei.

Véta 1.18 (Vlastnosti hyperbolickych funkei sinh a cosh)

1. coshz > %ex > sinh x

2. cosh?z —sinh?z = 1.

3. sinh(z + y) = sinh z cosh y + sinh y cosh x



4. cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh x sinh y
Diukaz. Tvrzeni se dokéazi dosazenim vzorcu z definice 1.17. O

Véta 1.19 (Derivace hyperbolickych funkei)

sinhz)" = cosh z,
inh )’ h 2
(cosh ) = sinh z, (3)
1
tghz) = ———, 4
(tehz) cosh? z (4)
1
cotghz) = — 5
(cotghz) sinh? z (5)
1.8 Inverzni hyperbolické funkce
Definice 1.20 (Inverzni hyperbolické funkce)
argsinhz = sinh ™' = argument hyperbolického sinu,
argcosh z = cosh™' argument hyperbolického cosinu,
argtgh z = tgh 'z, argument hyperbolické tangenty,
argcotgh x = cotgh 'z, argument hyperbolické kotangenty.

Veéta 1.21 (Explicitni vyjadreni inverznich hyperbolickych funkef)

argsinhz = In(z + Va2 4+ 1), pro z € R (6)

argcoshz = In(x + Va2 — 1), pro x >1 (7)
1. 1+«

hr = -1 -1,1
argtgh sInT—, pro = € (—1,1) (8)
1 1

argeotgh z = 5 In 2 + N pro z € (—oo,—1) U (1, 400). (9)

l’_

Dikaz. Pro jednotlivé funkce je potteba odvodit inverzni funkci pomoci techniky explicitniho
vyjadreni x = f~1(y) ze vztahu y = f(z).

1. y = sinhz = $(e” — e~ ), kde vyndsobenim rovnice ¢* dostdvame kvadratickou rovnici
Z .

pro neznamou ,,e**:
(e")? — 2ye” — 1 =0,

e’ =y+y*+ 1.

Z téchto feseni vyhovuje pouze €* = y + \/y? + 1, protoze Ho. = RT. Odtud jiz plyne
tvrzeni véty.

kterou fesi

2. Funkce cosh nenf na R prostd a proto nejprve zizime definiéni obor napf. na R tak,
abychom dostali prostou funkci. y = coshx = %(e’” + e7”, kde vyndsobenim rovnice e”

€T,

dostavame kvadratickou rovnici pro neznamou ,,e”“:
(e")? 4+ 2ye” — 1 =0,

kterou resi
e =y+y?— 1.

Z téchto feSeni vyhovuje pouze e* = y+ /y? — 1, protoze pro dany defini¢ni obor funkce
cosh (x > 0) je funkce e” > 1. Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

>



ef—e” "
et4e= T

3. y=tghae =
pro neznamou ,e**:

(y—1D(e")? +y+1=0,

kterou resi

kde vynasobenim rovnice e*(e”4+e~*) dostdvame kvadratickou rovnici

Z téchto feseni vyhovuje pouze to kladné, neb H.. = RT. Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

4. Inverzni funkce k cotgh — viz 3.

Véta 1.22 (Derivace inverznich hyperbolickych funkci)

1
(argsinhz) = ——,
2 +1

1
argcosh r) = ———,
(argeosh z)’ = ———

tghx) = tghz) =
(argtgh z)" = (argcotgh x) [

(pozor na rizné definicéni obory!).

(10)

(11)

(12)

Dikaz. Vétu snadno dokazeme derivaci explicitniho vyjadieni inverznich funkei ve vété 1.21.

1.9 Pokrocilé techniky integrace goniometrickych funkci

Pozndmka. Dle lemma 7?7 lze snizit druhou mocninu funkei sin a cos:

1+ 2
cos?(z) = —CZS< x))

11— 2
sin?(x) = —CZS( x),

¢ehoz je mozné vyuzit pri integraci vyrazu tvaru | sin™ z cos™ xdz. kde m.n € Ny:
) ) 0

1. Jsou-li m i n sudé:
v . m n
Pouzijeme lemma ?? na [(sin®z)? (cos®z)2dx

2. Jsou-li (m sudé a n liché) nebo (m liché a n sudé):

]

Substituujeme funkci se sudou mocninou (z funkce s lichou mocninou dostaneme dife-

renciél), napt. pro m-sudé, n-liché:

n—1

/Sinmx(c082 x) 2z cosxdr = ‘u = sinm‘ = /um(l — u2)anldu

3. Jsou-li m i n liché:

Prevedeme integrand pomoci souctovych vzorcu 2sinz cosx = sin(2z) a lemma ?7 na

vyraz piedchozich typu, napt. pro m < n:

/sinmxcos” xdx = /(sinxcosx)m(0082 x) 2z dr = / (Sm(z x)) ( +C;S( z)

kde poznamenejme, ze m — n je sudé ¢islo.

n—m

2
> dz,



Lemma 1.23 (Vzorce pro soucin goniometrickych funkei)

cos(mzx) cos(nzx) = %(cos[(n + m)x] + cos|(n — m)x])
sin(max) sin(nzx) = %(COS[(TL —m)z| — cos[(n + m)x])

sin(maz) cos(nz) = %(sin[(m —n)z] +sin[(n + m):c])

Diikaz. Vétu dokdazeme pomoci souctovych vzorcu pro funkce cos a sin. n

Pozndmka. Pomoci lemma 1.23 se integraly typu [ cos(ax) sin(fz) dz, [ cos(ax) cos(fz) dx a
[ sin(ax) sin(fz) dz, pro a, B € R prevedou na zndmé integraly.

1.10 Shrnuti integrac¢nich vzorcua

Pozndamka.
Typ integralu Vysledny typ funkce | Substituce
d
- (x o arcsin nebo —arccos | x4+ b= asinu nebo r +b =acosu
v as — (r+
dr tg neb tg | x+b=atgu nebo z + b = acot
_ arctg nebo —arcco x = atgu nebo x = acotgu
a?+ (z + b)? & & & &
dx . .
( DI argsinh x+b=asinhu
Viie+0)c+a
dz
( DI argcosh x+b=acoshu
v+ —a
dx
/ m argtgh nebo argcotgh | x 4+ b = atghu nebo x + b = acotgh u
x —a
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