1 |Uziti derivace k vySetrovani funkce

1.1 Véty o prirtstku funkce

Lemma 1.1
Pokud f’(a) > 0 (nebo téz f’(a) = +00), pak existuje € > 0 tak, ze pro véechna h € (0, ) plati

fla=h) < fla) < fla+h).
Pokud f’(a) < 0 (nebo téz f’(a) = —o0), pak existuje € > 0 tak, Ze pro vsechna h € (0, ) plati
fla=h)> f(a)> fla+h).

Dukaz. Dokazeme prvni tvrzeni.
Z definice derivace v bodé a vime f'(a) = IlfiH(l) =(fla+k)— f(a)) > 0.
%

V definici této limity pro nami zvolené ¢ = f’(a) > 0 existuje 6 > 0 tak, ze Vk € (=9,9), k # 0,

f(a’_'_k)_f(a) _f/(a) <5:f'(a),

k
£,
@) < TN ) < pra),
£,
o< ot kl)c —J@) 2f'(a).
Pro k > 0 dostavame f(a + k) — f(a) > 0 a volime h = k; celkem: f(a) < f(a + h).
Pro k < 0 dostavame f(a + k) — f(a) < 0 a volime h = —k; celkem: f(a — h) < f(a). O

Véta 1.2 (Rolle)
Necht funkce f je spojitd na [a, b], m4 kone¢nou derivaci na (a,b) a necht navic f(a) = f(b).
Potom Jc € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle Weierstrassovy Véty 77 pro f spojitou na [a, b] existuje fuin & fumax @ muZze nastat
praveé jeden z nasledujicich dvou pripadu:

1. f je konstantni = f' = 0 pro Vz.

2. f neni konstantni a fuin nebo fiax se nabyva uvniti (a,b) v néjakém bodé ¢, kde nutné
f'(¢) =0, jinak bychom byli ve sporu s Lemma 1.1. O

Véta 1.3 (Lagrange)
Necht funkce f je spojité na [a, b] a diferencovatelna na (a,b). Potom Jc € (a,b) tak, ze
f(a) — f(b)
/ —_—
f (C) - a — b .
Diikaz. Definujme pomocnou funkci g(z) = f(z) — Kz, kde K je né&jaké cislo zvolené tak,
abychom mohli na funkci g pouzit Rolleho Vétu 1.2, tj. chceme splnit predpoklad g(a) = g(b):

odkud )
T =)
a—>b
Pak podle Rolleho Véty 1.2 existuje ¢ € (a,b) tak, ze ¢’(c) = 0 a tudiz
fla) — f(b)

g'(c)=f'(c) - —_y 0



Dusledek 1.4
Necht funkce f je spojitd na [a, b] a necht f'(z) =0 Vaz € (a,b). Potom f je konstantni funkce.

Diikaz. Sporem. Predpokldddme, ze f je spojitd na [a,b], 3f" na (a,b) a Je,d € [a,b] tak, ze
f(c) # f(d) (tj. f neni konstantn{). Pak podle Lagrangeovy Véty 1.3 existuje e € (¢, d) tak, ze
f’(e) _ fd)=f(d)

===, coz je rovno dle predpokladu 0, tj. f(d) = f(c) a to je spor. O

Veta 1.5
Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b] a necht f'(x) = ¢'(x) na intervalu (a,b).
Potom 3C € R tak, ze f(x) = g(z)+C Vx € [a,b].

Diikaz. Definujme pomocnou funkci h = f — g, kterd je spojitd na [a,b] a pro Yz € (a,b)
h'(z) = 0. Podle Dusledku 1.4 je tato funkce konstantni a proto

hz) = f(x) = g(x) = K.

1.2 Monotonie

Definice 1.6 (Monotonie funkce)
Rekneme, 7e funkce f na intervalu J
ostfe roste & (Vo,ae € J)(11 < 29 = f(21) < f(29)
roste (neklesd) & (Vay,z € J)(x) <29 = f(21) < f(29)
ostre klesd & (Yo, € J)(v1 <2 = f(21) > f(22)
klesd (neroste) <  (Vay, a0 € J)(x1 < 22 = f(21) > f(22)
Véta 1.7 (Vztah derivace a monotonie)
Necht funkce f je diferencovatelnd na intervalu .J. Potom plati
f(x) >0 VYxeJ = fjeostie rostouci na J.
fl(x) >0 VxeJ = fjerostouci (neklesajici) na J.
fl(xr) <0 VYxeJ = fjeostie klesajici na J.
fl(x) <0 VexedJ = fjeklesajici (nerostouci) na J.

1.3 Lokalni a globalni extrémy

Definice 1.8 (Lokalni extrém funkce)

Rekneme, ze f mé v bodé a € Dy
ostré lokdlni minimum & (e >0
lokalni minimum & (Fe>0
ostré lokdlni maximum <& (e >0
lokalni maximum & (de>0

VQTGD]C
vaDf
VLEGDJC
VIEDf
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0<|z—al<e= f(x)
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Véta 1.9 (Nutnd podminka existence extrému)
Ma-li funkce f v bodé a € Dy lokalni extrém, pak f’(a) =0 nebo f’(a) neexistuje.
Diikaz. Sporem. Piedpokladame-li, ze 3f'(a) a zaroven f'(a) # 0, pak:

f'(a) >0 = fjedle Véty 1.7 v bodé a ostte rostouci,

f'(a) <0 = fjedle Véty 1.7 v bodé a ostte klesajici,
coz je spor s predpokladem existence lokalniho extrému v bodé a. O]

Pozndmka. Globalni extrémy spojité a diferencovatelné funkce f na intervalu [a, b] vysetiime
tak, ze nalezneme vsechny lokdln{ extrémy na (a,b) a porovndme s hraniénimi hodnotami f(a)

a f(b).
Definice 1.10 (Stacionarni bod)
Stacionarni bod funkce f je takovy bod, ve kterém je derivace funkce rovna 0 nebo neexistuje.
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1.4 Test extrému dle 1. derivace

Véta 1.11 (Test extrému funkce dle 1. derivace)
Necht funkce f je spojitd v bodé a € Dy a necht bod a je staciondrnim bodem funkee f. Pokud
existuje 0 > 0 tak, ze

e f">0na(a—0d,a)a f'<0na (a,a+9), potom f mé v bodé a lokdlni maximum.
e f'"<0Ona(a—d,a)a f'>0na(a,a+J), potom f mé v bodé a lokdlni minimum.

e f' ma stejné znameni v (a — d,a) U (a,a + J), potom f nemd v bodé a lokalni extrém.

1.5 Test extrému dle 2. derivace

Véta 1.12 (Test extrému funkce dle 2. derivace)
Necht funkce f je spojitd v bodé a € Dy a necht f'(a) = 0.

1. Pokud f”(a) < 0, potom f ma v bodé a ostré lokalni maximum,
2. Pokud f”(a) > 0, potom f mé v bodé a ostré lokdlni minimum.

Dikaz. Dokazeme prvni tvrzeni. Pokud f”(a) < 0, pak f’ je ostte klesajici v bodé a. Pak 30 > 0
tak, ze pro kazdé xq,x9: a — 0 < 11 < a < 19 < a+ ¢ plati

Fwn) > fa) > f(x2)

0

a tudiz podle Véty 1.11 je v bodé a ostré lokalni maximum. O

Priklad. Trhovec potiebuje z kruhového papiru o poloméru R udélat kornout o maximélnim
objemu. Jakou kruhovou vysec¢ je potieba vystiihnout?

Resend: « .. .1hel v radidnech, r ... polomér podstavy kuzelu

Obvod podstavy kuzele je 2nr = 2n R — Ra, odkud r = R ( — ﬂ).

Vyska kuzele:

v:m:}z\/l—@—;):}z %—O‘—

1
R (o a*\ 2 a o a?\
Vi) =— (= — — (1--) 1-3% 432 )L
() 3 <7r 47r2) 27 T * A2
Resenim této rovnice jsou pro a € (—2m,2m) kofeny a9 = 27 (1 + \/g) Nyni staci aplikovat

bud Vétu 1.11 nebo Vétu 1.12 a ukdzat, ze pro tato a2 nabyvé funkce V(o) maximum.

1.6 Konvexni a konkavni funkce

Definice 1.13 (Konvexni a konkdvni funkce)

Necht je funkce f diferencovatelna na (a,b). Rikdme, ze funkce f je
ryze konvexni < f’ je ostfe rostouci na (a,b)
konvexni < f' jerostouci na (a,b)
ryze konkdvni < f’ je ostie klesajici na (a,b)
konkavni < f’je klesajici na (a,b)



Pozndmka. Konvexni a konkavni funkce jsme zde definovali pomoci pojmu derivace, tedy pouze
pro diferencovatelné funkce. Pojem konvexnosti a konkavnosti funkce l1ze zavést i pro obecné
funkce, viz napt. Odstavec 4.7 v [7].

Definice 1.14 (Inflexni bod)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé a. Rekneme, Ze bod a je inflexnim bodem funkce
f pravé tehdy, kdyz se v bodé a méni charakter funkce f z konvexni na konkavni nebo opacné.

Véta 1.15 (Nutnd podminka existence inflexniho bodu)
Bud ¢ inflexn{ bod. Potom f”(c) = 0 nebo f”(c) neexistuje.

1.7 [D’Hopitalovo pravidlo
Véta 1.16 (I'Hopitalovo pravidlo)
Bud a € RU{+o0c}U{—0c}. Necht f m& konecnou derivaci a ¢’(x) # 0 na (a—d,a) U (a,a+9)
pro n&jaké 6 > 0. Déle necht plati jedna ze dvou podminek:
1. lim f(z) =0A limg(z) =0

Tr—a T—ra

2. lim |g(z)| = +o0

r—a

Potom jestlize existuje limita na levé strané nasledujici rovnice, plati mezi limitami rovnost

['(z) f(x)

lim = lim ~—+.
z—a g’(aj) z—a g(:z;)

1.8 VysSetrovani pribéhu funkce

Pozndmka. Pti vySetfovani prubéhu funkce f (tj. chceme alespon zjistit ptiblizny graf funkce)
postupné zkoumame:

1. definiéni obor Dy,

2. limity v krajnich bodech Dy,

3. asymtptoty v oo, piipadné vertikalni asymptoty

4. prvni derivaci funkce f’ jeji definiéni obor (D C Dy),
5. intervaly monotonie,

6. druhou derivaci funkce f” a jeji defini¢ni obor Dy,

7. lokalni extrémy funkce f,

8. globalni extrémy funkce f na Dy,

9. konvexnost/konkavnost funkce,
10. inflexni body,

11. vyznamné body pro kresleni (extrémy, pruseciky s osami a pod.).
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