1 |Spojitost funkce

1.1 Definice

Definice 1.1 (Spojitost funkce v bodé a)
Necht pro néjaké p > 0 je sjednoceni (a — p, a + p) ¢dsti D;. Rekneme, ze funkce f je spojitd v
bodé a, pravé kdyz
li = .
lim f(z) = f(a)
Definice 1.2 (Spojitost funkce v bodé a zleva a zprava)
Necht pro néjaké p > 0 je sjednoceni (a — p,a, resp. [a,a + p) ¢dsti D;. Rekneme, ze funkce f
je spojita v bodé a zleva, resp. zprava, pravé kdyz
li = o = .
Jim f(z) = f(a), vesp. lim f(z) = f(a)
Definice 1.3 (Spojitost na uzavieném intervalu)
Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu [a,b], pravé kdyz je spojitd v kazdém bodé
x € (a,b), spojita zprava v bodé a a zleva v bodé b.

Definice 1.4 (Odstranitelnd nespojitost)

Funkce f mé v bodé a odstranitelnou nespojitost < lim f(x) existuje, ale lim f(z) # f(a)
T—a T—a

Definice 1.5 (Skokové nespojitost)

Funkce f ma v bodé a skokovou nespojitost <« existuji obé konecné jednostranné limity,

ale nerovnaji se.

Definice 1.6 (Podstatna nespojitost)
Funkce f ma v bodé a podstatnou nespojitost < alespon jedna jednostranna limita je
nekonecnd nebo neexistuje.

Véta 1.7
Funkce f je spojitd v bodé a < Funkce f je spojitd v bodé a zleva i zprava.

Véta 1.8

Necht jsou funkce f a g spojitd v bodé a a bud o € R. Potom funkce f+g¢g, f —¢g, f g, a fi
§ pro g(a) # 0 jsou spojité v a.

Véta 1.9

Necht je funkce g spojitd v bodé a a funkce f spojitd v bodé g(a). Potom funkce fog je spojité
v a.

1.2 Vlastnosti spojitych funkci

Véta 1.10 (Bolzano — o existenci nulového bodu spojité funkce)
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a f(a)f(b) < 0. Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze
f(e) =0.

Diikaz.  Obrazkovy — graf spojité funkce nutné musi protnout osu x, pokud f(a) a f(b) maji
opacnd znameni. O

Véta 1.11 (Darboux — o existenci feSeni f(c) = d pro spojitou funkei f)
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Potom pro kazdé ¢islo d lezicl mezi f(a) a f(b))
existuje ¢ € (a,b), ze f(c) = d.



Dikaz. Je-li f spojita funkce, je i f — d je spojitd a pro d lezici mezi f(a) a f(b) plati, ze
(f(a) —d)(f(b) —d) < 0. Proto podle Véty 1.10 aplikované na funkci f — d existuje ¢ € (a,b)
tak, ze f(c) —d = 0. O

Definice 1.12 (Maximum a minumum funkce)
Rekneme, Ze funkce f md v bodé a € D; maximum, resp. minimum pravé tehdy, kdyz

f(a) > f(x), resp. f(a) < f(x) pro vSechny = € Dy.

Definice 1.13 (Omezend funkce)
Rekneme, ze funkce f je omezend na mnozine M C Dy < (3K > 0)(Vx € M)(|f(z)] < K).

Véta 1.14 (Weierstrass — extrémy spojité funkce na uzavieném intervalu)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Potom funkce f je omezend a nabyva na |[a,b]
svého minima i maxima, tj. 3¢ € [a,b] a 3d € [a,b] tak, ze funkce f nabyva v bodé ¢ svého
maxima a v bodé d svého minima.
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