1 |Limita funkce

1.1 Definice

Definice 1.1 (Limita funkce f v bodé a)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) U (a,a + p) ¢ésti definicntho oboru Dy.
Potom fekneme, Ze limita funkce f v bodé a je ¢:

lim f(z) =4 < (Ve >0)(30 > 0)(Vx € (a—p,a)U(a,a+p) )(0 < |[z—a| < I = |f(x)—L] <e).

Tr—a

Definice 1.2 (Limita funkce f v bodé a zprava)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a,a + p) ¢dsti definicniho oboru D;. Potom
rekneme, ze limita funkce f v bodé a zprava je ¢:

lim f(z)=¢ < (Ve>0)(30>0)(Vre (a,a+p))la<z<a+d=|f(x)—{ <e).

T—a+

Definice 1.3 (Limita funkce f v bodé a zleva)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) ¢dsti definicniho oboru D;. Potom
rekneme, ze limita funkce f v bodé a zleva je /:

lim f(z)=¢ < (Me>0)(F0>0)Vz e (a—p,a))(a—d<z<a=|f(x)—L <e).

Tr—a—

Véta 1.4 (Vztah existence limity a existence limit zleva a zprava)

lim f(x) =¢ < lim f(z)=¢A lim f(z) =/

T—a r—a+ r—a—

1.2 Vlastnosti limity

Lemma 1.5
li = li =0.
lim f(x) =0 & lim |f(a)] =0
Dikaz. Plyne z ptimo z definice limity. O
Véta 1.6 (Ekvivalence zépisu limity)
Nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. lim f(x) = ¢,
r—a

2. lim f(x) — ¢ =0,
r—a

3. lim |f(z) — ¢ =0,
r—a

4. lim f(a+h) = (.

Véta 1.7 (Vlastnosti limity funkce)
Necht lim f(z) = £ a lim g(z) = m, kde £,m € R. Potom:
r—a r—a

(1) Lm(f +g)(z) = £+ m,
(it) lim(f = g)(x) = € —m,

(iii) lim(fg)(x) = {m,

r—a



(iiii) pokud navic m # 0, pak lim g(:v) ==
T—a

¢
Diikaz. Plyne piimo z definice limity. O

Dusledek 1.8
Necht p je polynom. Potom Va € R

lim p(z) = p(a).

r—a

1.3 Jednoznacnost limity

Véta 1.9 (O jednoznacnosti limity funkce)
<1im flz)y=¢ A lim f(x) = m> = (=m.
T—ra r—a
Dikaz. Sporem.
Predpokladejme, ze lim f(z) = ¢ A lim f(x) = m A€ # m.
r—a Tr—a

Zvolme ¢ = 3| —m| > 0 a z definic limit existujf pro toto ¢ ¢isla 6, > 0 a d,, > 0 tak, ze

O<|z—a|l<d=|f(x)—{ <e
0<|z—al<d,=|flx)—m|<e

Definujme § = min{dy, d,, }, pak totiz pro 0 < |z — a| < § plati, ze

1 1 1 1
e=sll—m|l=|flx) =m—(f(z) = O] < 5 |f(x) = {+5|f(z) —m| <e.
2 2 T2 — 2
AN <e <e
Dohromady dostavame nerovnici € < €, coz je spor. O

1.4 Nekonecné limity

Definice 1.10 (Nekone¢na limita funkce f v bodé a)
Necht pro ngjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) U (a,a + p) ¢ésti definicntho oboru
D .Potom

lim f(z) =400 < (Va>0)(36 > 0)(Vx € (a—p,a)U(a,a+p) )(0 < |z—al < = f(z) > a),

Tr—a

lim f(z) = —c0 < (Va > 0)(35 > 0)(Vx € (a—p, a)U(a,a+p) )(0 < |z—a| < = f(z) < —a).

r—a

Pozndmka. Analogicky definice jednostrannych limit

e lim f(z)=+o0

r—a+

¢ zlirclll+f(x) -

e lim f(z)=+o0
r—a—

o xligl— f(z) = —o0.

Véta 1.11 (Vlastnosti nekonecénych limit)

e lim f(z) = +oo0 A iiirég(m)zé#—ooz>glﬁi£r(11(f+g)(x):+oo

r—a



o lim f(z) = —00 A limg(z) =/ # +o0 = il{)r}l(f+g)(x) = —00

r—a r—a

o lim f(z) =400 A }Egg(x) =(#0= glﬂlircll(fg)(a:) = (sign/) - 0o

r—a

o lim f(z) =—00 A limg(z)=¢#0= ilircll(f -g)(z) = (sign¥) - (—o0)

r—a r—a
e lim f(x) = oo = lim (%) () =0
r—a Tr—a

0 1w

Pozndmka. Vyrazy IND: ,00 — 00", ,,0-00%, ,,2%, 5
algebraické manipulace pred samotnou limitou.

0«

o jsou neurcité, je potieba provést

a‘??

Definice 1.12 (Limita funkce v nekoneénu)
lim f(z)=1 < (Ve>0)(30>0)(Ve>d=|f(x) =1 <e),

xr——+00
lim f(z)=1 < (Ve>0)(30>0)(Ve < —-d=|f(z) =1 <e),

T—r—00

Pozndmka. Analogicky definice

o lim f(z)=+oc0

T—+00

* A Sl = e

e lim f(x)=+o0

T—r—00

o E{n f(x) = —o0.

1.5 Veéta o limité seviené funkce

Véta 1.13 (Sendvicova véta o limité seviené funkce)

Bud p > 0 a necht pro funkce d, f a h plati, ze (a — p,a) U (a,a + p) C Dy N Dy N Dy, a pro

viechna = € (a — p,a) U (a,a+ p) je d(z) < f(x) < h(x). Potom kdyz lim d(z) = lim h(x) = ¢,
Tr—a T—a

pak existuje limita funkce f v bodé a a je rovna ¢

lim f(z) = ¢.

T—ra

Dikaz. Pro libovolné € > 0 existuje z definic limit d; a d;, tak, ze pro vSechna x takova, ze
e 0<|r—a|<dg=l—c<dx)<l+e
e 0<|z—a|<dp=l—c<h(x)<l+e
Zvolime-li § = min{p, d4, 95}, plati pro vSechna z takovd, ze 0 < |z — a| < §, nerovnosti
{—e<d(z) < f(x) <h(z) < l+e,
¢imz je véta dokazana. O

Poznamka. Véta 1.13 plati i pro jednostranné limity a limity v nekonecnu.



1.6 Goniometrické limity

Poznamka. Zékladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:
e cos’z +sin*x =1
e sin(a + b) =sinacosb + cosasinb
e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb

Lemma 1.14 (SniZeni mocniny u goniometrickych funkef)

1 2
cos(x) H%W)

1-— 2
sin®(z) = —C;S( 7)

Diikaz. Vétu dokazeme pomoci souétovych vzorct pro funkci cos(2z) = cos?(x) — sin?(x). [

Véta 1.15
lim ol .

x—0

B D
! sin x tg
%
A

I3 C

Obrazek 1: Iustrace k dukazu Veéty 1.15.

Diikaz. Necht x > 0 je thel v radidnech. Z obrdzku 1 je patrnd nésledujici nerovnost mezi

plochami AEB, ACB a ACD:

L <1 <1t
2sma: 2:1: 2g:1:,

odkud )
sin x
< 1.

costT <

Z véty o limité seviené funkce snadno dostavame tvrzeni, které plati i o pro x < 0 neb funkce
SINZ e suda. O

T

1.7 Asymptota funkce
Definice 1.16 (Asymptota)

Piimku y = kx + ¢ nazveme asymptotou funkce f v 400, resp. —oo, plati-li, ze

lim f(z)—kx—q=0,

r—r-+00

resp.
lim f(x)—kzr—q=0.

T—r—00



Definice 1.17 (Vertikdlni asymptota)
Piimku x = a nazveme vertikalni asymptotou funkce f, ma-li funkce f v bodé a nekoneénou
limitu zleva nebo zprava.

Véta 1.18 (Nalezeni asymptoty)
y = kx + g je asymptotou funkce f v oo pravé tehdy, kdyz

k= lim @, (1a)
r—too X
0= lim_f(x) ~ k. (1b)

Diikaz. Dukaz ekvivalence provedeme ve dvou krocich.
1. ,=*: 7 definice asymptoty plati lirin f(z) — kx — g = 0, odkud piimo plyne (1b). Tvrzeni
T—>100

(1a) dostaneme tak, ze zkoumame limitu

0= lm W —kr—a_ o 1@ —9=<hm @)—k—o.

z—+o00 €T r—+oco I €T r—+oco I

2. ,<=“: Z (1b) rovnou plyne definice asymptoty lirin flx) —kx—q=0. O
T—>T 00
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