
1 Limita funkce

1.1 Definice

Definice 1.1 (Limita funkce f v bodě a)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a− p, a) ∪ (a, a+ p) část́ı definičńıho oboru Df .
Potom řekneme, že limita funkce f v bodě a je ℓ:

lim
x→a

f(x) = ℓ ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ |f(x)−ℓ| < ε).

Definice 1.2 (Limita funkce f v bodě a zprava)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a, a + p) část́ı definičńıho oboru Df . Potom
řekneme, že limita funkce f v bodě a zprava je ℓ:

lim
x→a+

f(x) = ℓ ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ p) )(a < x < a+ δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ε).

Definice 1.3 (Limita funkce f v bodě a zleva)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a − p, a) část́ı definičńıho oboru Df . Potom
řekneme, že limita funkce f v bodě a zleva je ℓ:

lim
x→a−

f(x) = ℓ ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a− p, a) )(a− δ < x < a ⇒ |f(x)− ℓ| < ε).

Věta 1.4 (Vztah existence limity a existence limit zleva a zprava)

lim
x→a

f(x) = ℓ ⇔ lim
x→a+

f(x) = ℓ ∧ lim
x→a−

f(x) = ℓ

1.2 Vlastnosti limity

Lemma 1.5
lim
x→a

f(x) = 0 ⇔ lim
x→a

|f(x)| = 0.

D̊ukaz. Plyne z př́ımo z definice limity.

Věta 1.6 (Ekvivalence zápis̊u limity)
Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

1. lim
x→a

f(x) = ℓ,

2. lim
x→a

f(x)− ℓ = 0,

3. lim
x→a

|f(x)− ℓ| = 0,

4. lim
h→0

f(a+ h) = ℓ.

Věta 1.7 (Vlastnosti limity funkce)
Necht’ lim

x→a
f(x) = ℓ a lim

x→a
g(x) = m, kde ℓ,m ∈ R. Potom:

(i) lim
x→a

(f + g)(x) = ℓ+m,

(ii) lim
x→a

(f − g)(x) = ℓ−m,

(iii) lim
x→a

(fg)(x) = ℓm,
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(iiii) pokud nav́ıc m ̸= 0, pak lim
x→a

f
g
(x) = ℓ

m
,

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice limity.

Důsledek 1.8
Necht’ p je polynom. Potom ∀a ∈ R

lim
x→a

p(x) = p(a).

1.3 Jednoznačnost limity

Věta 1.9 (O jednoznačnosti limity funkce)(
lim
x→a

f(x) = ℓ ∧ lim
x→a

f(x) = m
)

⇒ ℓ = m.

D̊ukaz. Sporem.
Předpokládejme, že lim

x→a
f(x) = ℓ ∧ lim

x→a
f(x) = m ∧ ℓ ̸= m.

Zvolme ε = 1
2
|ℓ−m| > 0 a z definic limit existuj́ı pro toto ε č́ısla δℓ > 0 a δm > 0 tak, že

0 < |x− a| < δℓ ⇒ |f(x)− ℓ| < ε

0 < |x− a| < δm ⇒ |f(x)−m| < ε

Definujme δ = min{δℓ, δm}, pak totiž pro 0 < |x− a| < δ plat́ı, že

ε =
1

2
|ℓ−m| = 1

2
|f(x)−m− (f(x)− ℓ)| ≤

↑
△≠

1

2
|f(x)− ℓ|︸ ︷︷ ︸

<ε

+
1

2
|f(x)−m|︸ ︷︷ ︸

<ε

< ε.

Dohromady dostáváme nerovnici ε < ε, což je spor.

1.4 Nekonečné limity

Definice 1.10 (Nekonečná limita funkce f v bodě a)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a − p, a) ∪ (a, a + p) část́ı definičńıho oboru
Df .Potom

lim
x→a

f(x) = +∞ ⇔ (∀α > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ f(x) > α),

lim
x→a

f(x) = −∞ ⇔ (∀α > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ f(x) < −α).

Poznámka. Analogicky definice jednostranných limit

• lim
x→a+

f(x) = +∞

• lim
x→a+

f(x) = −∞

• lim
x→a−

f(x) = +∞

• lim
x→a−

f(x) = −∞.

Věta 1.11 (Vlastnosti nekonečných limit)

• lim
x→a

f(x) = +∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ℓ ̸= −∞ ⇒ lim
x→a

(f + g)(x) = +∞
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• lim
x→a

f(x) = −∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ℓ ̸= +∞ ⇒ lim
x→a

(f + g)(x) = −∞

• lim
x→a

f(x) = +∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ℓ ̸= 0 ⇒ lim
x→a

(f · g)(x) = (sign ℓ) · ∞

• lim
x→a

f(x) = −∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ℓ ̸= 0 ⇒ lim
x→a

(f · g)(x) = (sign ℓ) · (−∞)

• lim
x→a

f(x) = ±∞ ⇒ lim
x→a

(
1
f

)
(x) = 0

Poznámka. Výrazy IND:
”
∞−∞“,

”
0 · ∞“,

”
∞
∞“,

”
1
0
“ a

”
0
0
“ jsou neurčité, je potřeba provést

algebraické manipulace před samotnou limitou.

Definice 1.12 (Limita funkce v nekonečnu)
lim

x→+∞
f(x) = l ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x > δ ⇒ |f(x)− l| < ε),

lim
x→−∞

f(x) = l ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x < −δ ⇒ |f(x)− l| < ε),

Poznámka. Analogicky definice

• lim
x→+∞

f(x) = +∞

• lim
x→+∞

f(x) = −∞

• lim
x→−∞

f(x) = +∞

• lim
x→−∞

f(x) = −∞.

1.5 Věta o limitě sevřené funkce

Věta 1.13 (Sendvičová věta o limitě sevřené funkce)
Bud’ p > 0 a necht’ pro funkce d, f a h plat́ı, že (a − p, a) ∪ (a, a + p) ⊂ Df ∩Dd ∩Dh a pro
všechna x ∈ (a− p, a) ∪ (a, a+ p) je d(x) ≤ f(x) ≤ h(x). Potom když lim

x→a
d(x) = lim

x→a
h(x) = ℓ,

pak existuje limita funkce f v bodě a a je rovna ℓ

lim
x→a

f(x) = ℓ.

D̊ukaz. Pro libovolné ε > 0 existuje z definic limit δd a δh tak, že pro všechna x taková, že

• 0 < |x− a| < δd ⇒ ℓ− ε < d(x) < ℓ+ ε

• 0 < |x− a| < δh ⇒ ℓ− ε < h(x) < ℓ+ ε

Zvoĺıme-li δ = min{p, δd, δh}, plat́ı pro všechna x taková, že 0 < |x− a| < δ, nerovnosti

ℓ− ε < d(x) < f(x) < h(x) < ℓ+ ε,

č́ımž je věta dokázána.

Poznámka. Věta 1.13 plat́ı i pro jednostranné limity a limity v nekonečnu.
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1.6 Goniometrické limity

Poznámka. Základńı vztahy mezi goniometrickými funkcemi:

• cos2 x+ sin2 x = 1

• sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

• cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

Lemma 1.14 (Sńıžeńı mocniny u goniometrických funkćı)

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2

sin2(x) =
1− cos(2x)

2

D̊ukaz. Větu dokážeme pomoćı součtových vzorc̊u pro funkci cos(2x) = cos2(x)− sin2(x).

Věta 1.15

lim
x→0

sinx

x
= 1.

x

A

B

C

D

E

1 tg x
sin x

Obrázek 1: Ilustrace k d̊ukazu Věty 1.15.

D̊ukaz. Necht’ x > 0 je úhel v radiánech. Z obrázku 1 je patrná následuj́ıćı nerovnost mezi
plochami AEB, ACB a ACD:

1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tg x,

odkud

cosx <
sinx

x
< 1.

Z věty o limitě sevřené funkce snadno dostáváme tvrzeńı, které plat́ı i o pro x < 0 neb funkce
sinx
x

je sudá.

1.7 Asymptota funkce

Definice 1.16 (Asymptota)
Př́ımku y = kx+ q nazveme asymptotou funkce f v +∞, resp. −∞, plat́ı-li, že

lim
x→+∞

f(x)− kx− q = 0,

resp.
lim

x→−∞
f(x)− kx− q = 0.
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Definice 1.17 (Vertikálńı asymptota)
Př́ımku x = a nazveme vertikálńı asymptotou funkce f , má-li funkce f v bodě a nekonečnou
limitu zleva nebo zprava.

Věta 1.18 (Nalezeńı asymptoty)
y = kx+ q je asymptotou funkce f v ±∞ právě tehdy, když

k = lim
x→±∞

f(x)

x
, (1a)

q = lim
x→±∞

f(x)− kx. (1b)

D̊ukaz. Důkaz ekvivalence provedeme ve dvou kroćıch.
1.

”
⇒“: Z definice asymptoty plat́ı lim

x→±∞
f(x)− kx− q = 0, odkud př́ımo plyne (1b). Tvrzeńı

(1a) dostaneme tak, že zkoumáme limitu

0 = lim
x→±∞

f(x)− kx− q

x
= lim

x→±∞

f(x)

x
− k − q

x
=

(
lim

x→±∞

f(x)

x

)
− k − 0.

2.
”
⇐“: Z (1b) rovnou plyne definice asymptoty lim

x→±∞
f(x)− kx− q = 0.
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