
1 Taylor̊uv polynom a mocninné řady

Tn(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

nazýváme n-tým Taylorovým polynomem funkce f v bodě a.

Taylorovy polynomy d̊uležitých funkćı v bodě a = 0 :

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x)

sin(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +R2n+1(x)

cos(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +R2n(x)

ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk +Rn(x)

(1 + x)α =

n∑
k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x)

Poznamenejme, že výraz
(
α
k

)
definujeme pro libovolné α ∈ R jako

(
α
k

)
= α(α−1)...(α−k+1)

k! pro

k ∈ N a
(
α
k

)
= 1 pro k = 0.

Řešený př́ıklad: Nalezněte n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) = 1
e2−3x .

1

e2−3x
= e3x−2 =

1

e2
e3x =

1

e2

n∑
k=0

(3x)k

k!
+ (3x)nω(3x) =

1

e2

n∑
k=0

3kxk

k!
+ xnω(x)

n-tý Taylor̊uv polynom má tedy tvar

Tn(x) =
1

e2

n∑
k=0

3kxk

k!
.

Řešený př́ıklad: Nalezněte n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) = arccos(x). Využijeme věty
dávaj́ıćı do souvislosti Taylor̊uv polynom funkce a Taylor̊uv polynom jej́ı derivace

(Tn,f,a(x))
′
= Tn−1,f ′,a(x).

Derivace funkce f(x) = arccos(x) je f ′(x) = − 1√
1−x2

, k této funkci tedy najdeme Taylor̊uv

polynom.

− 1√
1− x2

= −(1− x2)−
1
2 = −

n∑
k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)kx2k + x2nω(x)

Pro p̊uvodńı funkci tedy bude platit,
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arccos(x) = c−
n∑

k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)k

2k + 1
x2k+1 + x2n+1ω(x).

Konstantu c dopoč́ıtáme dosazeńım nuly do obou stran rovnice: arccos(0) = π
2 = c. Zat́ım jsme

však nenašli n-tý Taylor̊uv polynom, ale T2n+1, n-tý Taylor̊uv polynom bude mı́t tvar

Tn(x) =
π

2
−

⌊n−1
2 ⌋∑

k=0

(
− 1

2

k

)
(−1)k

2k + 1
x2k+1.

Poznamenejme, že pro k ̸= 0 plat́ı rovnost
(− 1

2
k

)
= (−1)k (2k−1)!!

2k!! , pro k = 0 plat́ı
(− 1

2
k

)
= 1

výsledek tedy lze ještě upravit do tvaru

Tn(x) =
π

2
− x−

⌊n−1
2 ⌋∑

k=1

(2k − 1)!!

2k!!

x2k+1

2k + 1
.

Řešený př́ıklad: Nalezněte 4. Taylor̊uv polynom funkce f(x) = sin(2 ln(1 + x)).
Zajisté bychom mohli spoč́ıtat Taylor̊uv polynom př́ımo z definice, je však vidět, že se v př́ıkladu
vyskytuj́ı funkce, jejichž rozvoj dobře známe (sin(x), ln(1 + x)). Využijeme tedy těchto rozvoj̊u
- rozv́ıj́ıme do čtvrtého stupně:

sin(x) = x− x3

3!
+ x4ω1(x)

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ x4ω2(x)

2 ln(1 + x) = 2x− x2 +
2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

Poznamenejme, že na posledńım řádku jsme nezapomněli vynásobit zbytek v Peanově tvaru
dvojkou, ale dvojku jsme ”vtáhli”do zbytku. Nyńı tedy stač́ı složit prvńı a třet́ı polynom, hledáme
4. Taylor̊uv polynom, takže nás budou zaj́ımat pouze členy s maximálně čtvrtou mocninou x,
ostatńı členy se ”schovaj́ı”do zbytku.

sin(2 ln(1 + x)) =

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)
− 1

3!

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)3

+

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)4

ω1

(
2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
+ x4ω3(x)

)
= 2x− x2 +

2x3

3
− x4

2
− 1

3!

(
(2x)3 + 3(2x)2(−x2) + . . .

)
+ x4ω5(x)

= 2x− x2 +
2x3

3
− x4

2
− 4

3
x3 + 2x4 + x4ω6(x) = 2x− x2 − 2

3
x3 +

3

2
x4 + x4ω5(x)

Hledaný polynom je tedy 2x− x2 − 2
3x

3 + 3
2x

4.

1.1 Př́ıklady k procvičeńı

Poznámka: Některé funkce je třeba spojitě dodefinovat v bodě a.
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1. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 2 funkce

f(x) =
x

x− 1

2. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 1 funkce

f(x) = xx − 1

3. Určete 3. Taylor̊uv polynom v bodě a = 1 funkce

f(x) = ln

(
1√
x

)
4. Určete 2. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) =
x

ex − 1

5. Určete 6. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln

(
sin(x)

x

)
6. Určete 7. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = sin(x) cos(2x)

7. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2

8. Určete 2. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = cosh(x)

9. Určete 5. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = e2x−x2

10. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = esin(x)

11. Určete 6. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln(cos(x))

12. Určete 4. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln (1 + ex)
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13. Určete 13. Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = 3
√
sin(x3)

14. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = ln

(
2 +

3

5
x

)
15. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = arctg(x)

16. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = arccotg(x)

17. Určete n-tý Taylor̊uv polynom v bodě a = 0 funkce

f(x) = 1 + ln(x+
√
x2 + 1)

1.2 Výpočet limit pomoćı Taylorova polynomu

Řešený př́ıklad: limx→0

(
1
x − 1

sin(x)

)
lim
x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
= lim

x→0

(
sin(x)− x

x sin(x)

)
= lim

x→0

(
x− x3

3! + x3ω(x)− x

x sin(x)

)
=

lim
x→0

− x2

6 sin(x)
+

x2ω(x)

sin(x)
= lim

x→0
− x

sin(x)

x

6
+ xω(x)

x

sin(x)
= lim

x→0
−x

6
.1 + xω(x).1 = 0

18. limx→0
tg(x)−sin(x)

x3+x4

19. limx→0
cos(x)−e−

x2

2

x4

20. limx→0
ex sin(x)−x(1+x)

x3

21. limx→0
1
x

(
1
x − cotg(x)

)
22. limx→+∞

(
x− x2 ln

(
1 + 1

x

))
23. limx→0

sinh(tg(x))−x
x3

24. limx→+∞
(

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
25. limx→0

1−(cos(x))sin(x)

x3
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1.3 Přibližný výpočet funkčńı hodnoty

Řešený př́ıklad: Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výrazu sin (36◦)
Nejprve převedeme stupně na radiány 36◦ = π

5 , zaj́ımá nás tedy výraz sin
(
π
5

)
. Využijeme známý

rozvoj funkce sinus a Lagrange̊uv tvar zbytku:

sin(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

(−1)n+1 cos(ξ)

(2n+ 3)!
x2n+3.

Hledáme tedy takové n, pro které bude absolutńı hodnota zbytku menš́ı než námi zadaná tole-
rovaná chyba - pro tento př́ıklad zvolme přesnost 10−4. Hodnota x je v našem př́ıpadě rovna π

5
a č́ıslo ξ je tedy z intervalu

〈
0, π

5

〉
. Nejprve učińıme horńı odhad.∣∣∣∣ (−1)n+1 cos(ξ)

(2n+ 3)!
x2n+3

∣∣∣∣ = | cos(ξ)|
(2n+ 3)!

(π
5

)2n+3

≤ 1

(2n+ 3)!

(π
5

)2n+3

≤ 1

(2n+ 3)!

V prvńı nerovnosti jsme odhadli absolutńı hodnotu funkce kosinus jedničkou a v druhé nerovnosti
jsme trochu hrubě odhadli shora č́ıslo π hodnotou 5. Z tohoto odhadu už bude možné vyřešit od
které hodnoty n plat́ı nerovnost

1

(2n+ 3)!
< 10−4,

tedy
104 = 10000 < (2n+ 3)!

Tato nerovnost je splněna už pro n = 3 (pro n = 2 dostáváme 7! = 5040). Poznamenejme ještě,
že funkci sin(x) jsme si na začátku vyjádřili jako součet (2n+ 1)-tého Taylorova polynomu plus
zbytku, k dosažeńı dané přesnosti stač́ı tedy aproximace sedmým Taylorovým polynomem:

sin(x)
.
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!

Za x ted’ stač́ı dosadit požadovanou hodnotu π
5 . Pokud bychom chtěli znát desetinný rozvoj to-

hoto č́ısla, naraźıme na problém, že č́ıslo π je iracionálńı a ve výpočtech vždy můžeme pracovat
pouze s jeho aproximaćı. Budeme-li předpokládat, že pracujeme s ”dostatečně přesnou”aproximaćı
č́ısla π, dostaneme desetinný rozvoj sin

(
π
5

) .
= 0, 5877.

S přesnost́ı 10−4 (nebo vyšš́ı dle vlastńıho uvážeńı) spoč́ıtejte hodnotu následuj́ıćıch výraz̊u:

26. e

27.
√
5

28. 3
√
30

29. 5
√
250

30.
√
e

31. ln (1, 05)

32. sin
(
π
4

)
33. cos (18◦)
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34. (1, 1)1,2

Odhadněte absolutńı chybu v následuj́ıćıch přibližných vztaźıch:

35. ex = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! 0 ≤ x ≤ 1

36. cos(x) = 1− x2

2 |x| ≤ 1
2

37.
√
1 + x = 1 + x

2 − x2

8 0 ≤ x ≤ 1

38. 3
√
1 + x = 1 + x

3 − x2

9 0 ≤ x ≤ 1

Pro jaká x je absolutńı hodnota chyby přibližného vyjádřeńı následuj́ıćıch funkćı menš́ı než 10−4

39. sin(x)
.
= x− x3

6

40. ln(1 + x)
.
= x− x2

2

1.4 Mocninné řady

K mocninné řadě
∑+∞

n=1 an(x− a)n existuje ρ ∈ R, ρ ≥ 0 takové, že pokud |x− a| < ρ, pak řada
konverguje absolutně, naopak je-li |x− a| > ρ, pak řada diverguje. Č́ıslo ρ nazýváme poloměrem
konvergence mocninné řady a plat́ı vztah

ρ =
1

limsup n
√
|an|

,

přičemž klademe ρ = 0, pokud limes superior je rovno +∞ a ρ = +∞, pokud limes superior je
rovno 0.

Při výpočtu se může hodit Cauchyho vzoreček pro limitu kladných posloupnost́ı

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

an+1

an
,

pokud limita na pravé straně existuje.

Poznamenejme ještě, že při zkoumáńı konvergence mocninné řady v krajńıch bodech oboru kon-
vergence nepomůže Cauchyho ani d’Alambertovo kritérium v limitńım tvaru.

Řešený př́ıklad: Vyšetřete obor konvergence mocninné řady
∑+∞

n=1
(3x+1)n

n22n .
Nejprve řadu uprav́ıme do tvaru

+∞∑
n=1

(3x+ 1)n

n22n
=

+∞∑
n=1

3n
(
x+ 1

3

)n
n22n

,

odtud vid́ıme, že střed je v bodě a = − 1
3 , dále spoč́ıtáme poloměr konvergence ρ.

limsup n
√
|an| = limsup

n

√
3n

n22n
=

3

2

Poloměr konvergence je ρ = 2
3 , v́ıme tedy, že řada konverguje pro x ∈

(
−1, 1

3

)
, zbývá vyšetřit

krajńı body. Pro x = −1 dostáváme řadu
∑+∞

n=1
(−1)n

n2 , tato řada konverguje podle Leibnizova

kritéria. Pro x = 1
3 máme řadu

∑+∞
n=1

1
n2 , která rovněž konverguje, výsledný obor konvergence je

tedy
〈
−1, 1

3

〉
.

Vyšetřete obor konvergence mocninné řady:
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41.
∑+∞

n=1
ln(n)
n xn

42.
∑+∞

n=1
1

n5n (x− 3)n

43.
∑+∞

n=1
(x−1)n

nn

44.
∑+∞

n=1
3n+(−2)n

n5n (x+ 1)n

45.
∑+∞

n=1
(2x+4)n

4nn

46.
∑+∞

n=1
(nx)n

n!

47.
∑+∞

n=1

(
x

sin(n)

)n
48.

∑+∞
n=1

(n!)2

(2n)!x
n

49.
∑+∞

n=1

(
1 + 1

n

)n2

xn

50.
∑+∞

n=1
(−1)n

n!

(
n
e

)n
xn

1.5 Rozvoj funkce do mocninné řady

Vyjádřeńı reálné funkce reálné proměnné jako řady

f(x) =

+∞∑
n=0

an(x− a)n ∀x ∈ J

nazýváme rozvojem funkce do mocninné řady se středem v bodě a ∈ Df , kde interval J je
takový, že a ∈ J o (je z vnitřku intervalu) a J ⊂ Df . Jako J zpravidla uvažujeme největš́ı
interval s touto vlastnost́ı.

Rozvoje známých funkćı

ex =

+∞∑
k=0

xk

k!
∀x ∈ R

sin(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 ∀x ∈ R

cos(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k ∀x ∈ R

ln(1 + x) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk ∀x ∈ (−1, 1⟩

(1 + x)α =

+∞∑
k=0

(
α

k

)
xk ∀x ∈ (−1, 1)

Řešený př́ıklad: Rozviňte do mocninné řady v bodě a = 0 funkci f(x) = arctg
(

2−2x
1+4x

)
.

Začneme určeńım definičńıho oboru, x ̸= − 1
4 . Dle zavedeńı rozvoje funkce do mocninné řady,
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hledáme tento rozvoj vždy na intervalu, který je podmnožinou definičńıho oboru, takového, že
a ∈ J o. V našem př́ıpadě budeme tedy hledat rozvoj nejvýše na intervalu

(
− 1

4 ,+∞
)
(tedy

nikoliv na R∖ {− 1
4}). Dále budeme pokračovat pomoćı derivace funkce.

f ′(x) =
1

1 +
(

2−2x
1+4x

)2 −2(1 + 4x)− 4(2− 2x)

(1 + 4x)2
=

−10

5 + 20x2
=

−2

1 + 4x2

= −2
(
1 + 4x2

)−1
= −2

+∞∑
n=0

(
−1

n

)
4nx2n = −2

+∞∑
n=0

(−1)n4nx2n

Tento rozvoj by platil na
(
− 1

2 ,
1
2

)
- tento interval bychom dostali řešeńım nerovnosti −1 <

4x2 < 1, nesmı́me však zapomenout na nedefinovanost p̊uvodńı funkce, a tedy i nedefinovanost
jej́ı derivace v bode x = − 1

4 , rozvoj tedy plat́ı na intervalu
(
− 1

4 ,
1
2

)
. Rozvoj p̊uvodńı funkce

dostaneme zintegrováńım.

f(x) = arctg

(
2− 2x

1 + 4x

)
= −2

+∞∑
n=0

(−4)n

2n+ 1
x2n+1 + c

Dosazeńım nuly do obou stran rovnice dopoč́ıtáme konstantu c = arctg(2). Vı́me, že integrováńım
nezměńım poloměr konvergence řady, jediné co je třeba vyšetřit je konvergence v krajńıch bodech
intervalu. V bode x = − 1

4 neńı funkce definována, má tedy smysl zkoumat chováńı řady pouze
v bodě x = 1

2 . Dosazeńım dostaneme řadu

arctg(2)−
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
,

která zjevně konverguje podle Leibnizova kritéria. Výsledný obor konvergence je tedy
(
− 1

4 ,
1
2

〉
.

Rozviňte do mocninné řady v bodě a = −1

51. f(x) = ln(5 + 2x)

52. f(x) = x3

53. f(x) = sin(x)

Rozviňte do mocninné řady v bodě a = 0

54. f(x) = e−x2

55. f(x) = x10

1−x

56. f(x) = 1
(1−x)2

57. f(x) = 2+x
(1+2x)(1−x)

58. f(x) = x√
1−2x

59. f(x) = sinh(x)

60. f(x) = x√
1−2x
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61. f(x) = ln
(

1+x
1−x

)
62. f(x) = arcsin(x)

63. f(x) = arccotg(x)

64. f(x) = arctg
(

2x
2−x2

)
65. f(x) = arccos

(
1− 2x2

)
66. f(x) = ln2 (1− x)

67. f(x) = xarcsin (x) +
√
1− x2

68. f(x) = xarctg (x) +
√
1 + x2

69. f(x) = ex cos(x)

70. f(x) = sin(x) cos(x)
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