1 Taylortv polynom a mocninné rady

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Taylorovy polynomy dulezitych funkci v bodé a =0 :
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Poznamenejme, ze vyraz (Z‘) definujeme pro libovolné a € R jako (k

keNa (})=1prok=0.
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Reseny pifklad: Naleznéte n-ty Taylortiv polynom funkce f(x) = 62,%

1 P R B N 1 - 3k2k
e =§Z + (32) w(3a:)=*z + 2"w(x)

e2-3z e k! €2 k!
k=0 k=0
n-ty Tayloruv polynom ma4 tedy tvar
1 - 3kak
h@) =5 2 7
k=0
Reseny pifklad: Naleznéte n-ty Taylortiv polynom funkce f(z) = arccos(z). Vyuzijeme véty

déavajici do souvislosti Tayloruv polynom funkce a Tayloruv polynom jeji derivace

(Tn.t.a(2)) = Tn,pr.a(@).

Derivace funkce f(x) = arccos(z) je f'(z) = —ﬁ, k této funkci tedy najdeme Tayloruv
polynom.
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Pro puvodni funkci tedy bude platit,



arccos(;y) = c— Z ( k2> 2(k j_) 1$2k+1 + x2"+1w(x).

k=0
Konstantu ¢ dopocitdme dosazenim nuly do obou stran rovnice: arccos(0) = § = c. Zatim jsme
vsak nenagli n-ty Tayloruv polynom, ale 75,11, n-ty Tayloruv polynom bude mit tvar
L2
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Poznamenejme, ze pro k # 0 plati rovnost (_k%) = (71)’“(2];;&) , pro k = 0 plati (_
vysledek tedy lze jesté upravit do tvaru
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Reseny pifklad: Naleznéte 4. Tayloriiv polynom funkce f(z) = sin(21In(1 + x)).

Zajisté bychom mohli spocitat Tayloruv polynom piimo z definice, je vSak vidét, ze se v ptikladu
vyskytuji funkce, jejichz rozvoj dobte zndme (sin(z), In(1 + x)). Vyuzijeme tedy téchto rozvoju
- rozvijime do ¢tvrtého stupné:
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Poznamenejme, ze na poslednim fadku jsme nezapomnéli vynéasobit zbytek v Peanové tvaru
dvojkou, ale dvojku jsme ”vtahli” do zbytku. Nyni tedy staéci slozit prvni a tfeti polynom, hledame
4. Taylorav polynom, takze nds budou zajimat pouze ¢leny s maximélné ¢tvrtou mocninou x,
ostatni ¢leny se ”schovaji”do zbytku.
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Hledany polynom je tedy 2z — 22 — 7x + x

1.1 Priklady k procviceni

Poznamka: Nekteré funkce je tfeba spojité dodefinovat v bodé a.
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. Urcete 3.

Urcete 3.

Urcete 3.

. Urcete 2.

Urcete 6.

Urcete 7.

Urcete 4.

Urcete 2.

Urcete 5.

Urcete 4.

Urcete 6.

Urcete 4.

Tayloruv polynom v bodé a = 2 funkce

Tayloruv polynom v bodé a = 1 funkce
fa)=a" 1

Tayloruv polynom v bodé a = 1 funkce

f(@)=In (\}5)

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

fz) =

T
et —1

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

o) - (209)

x
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(x) = sin(z) cos(2x)

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

_ 142+ 22

f(x)_l—x—l—mQ

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f(x) = cosh(z)
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

fla) = e

2

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
fl@) = e
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f(z) = In(cos())

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(@)=In(1+ ")



13. Urcete 13. Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f() = /5 (a)
14. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
3
fl@)y=In{2+ 7
15. Urcete n-ty Taylortuv polynom v bodé a = 0 funkce
f(x) = arctg(x)

16. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(x) = arccotg(x)
17. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
fl@)=1+In(z+ Va2 +1)

1.2 Vypocet limit pomoci Taylorova polynomu

Reseny prillad: lim, .o (2 — 1)
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1.3 Priblizny vypocet funkéni hodnoty

Reseny pifklad: Vypoéitejte pfibliznou hodnotu vyrazu sin (36°)
Nejprve prevedeme stupné na radidny 36° = £, zajimd nés tedy vyraz sin (%) . Vyuzijeme znadmy
rozvoj funkce sinus a Lagrangeuv tvar zbytku:

n
—1)* —1)n+1
sin(x) _ Z ( ) 'I2k+1 + ( ) COS'(E) l,2n+3.
= (2k + 1)! (2n + 3)!
Hledame tedy takové n, pro které bude absolutni hodnota zbytku mensi nez ndmi zadand tole-
rované chyba - pro tento piiklad zvolme pfesnost 10~%. Hodnota z je v nagem pifpadé rovna z
a Cislo & je tedy z intervalu <O, g> . Nejprve ucinime horni odhad.

(=1 cos(§) anis
(2n + 3)!

cos(&)| ymy2n+3 7\ 2n+3
:(|2n+§3)!(5> +fﬁ(g) +fﬁ

V prvni nerovnosti jsme odhadli absolutni hodnotu funkce kosinus jednickou a v druhé nerovnosti
jsme trochu hrubé odhadli shora ¢islo 7 hodnotou 5. Z tohoto odhadu uz bude mozné vyftesit od
které hodnoty n plati nerovnost

- <1074
(2n +3)! <10

tedy
10* = 10000 < (2n + 3)!

Tato nerovnost je splnéna uz pro n = 3 (pro n = 2 dostdvame 7! = 5040). Poznamenejme jesté,
ze funkci sin(x) jsme si na zac¢dtku vyjddiili jako soucet (2n 4 1)-tého Taylorova polynomu plus
zbytku, k dosazeni dané presnosti staci tedy aproximace sedmym Taylorovym polynomem:

A

Sln(ﬂ?):x—g—‘rg—?
Za x ted sta¢i dosadit pozadovanou hodnotu £. Pokud bychom chtéli zndt desetinny rozvoj to-
hoto ¢&isla, narazime na problém, Ze ¢islo 7 je iraciondln{ a ve vypoctech vidy muzeme pracovat
pouze s jeho aproximaci. Budeme-li predpokladat, ze pracujeme s ” dostate¢né presnou” aproximaci
¢isla m, dostaneme desetinny rozvoj sin (%) = 0,5877.

S piesnosti 10~* (nebo vyssi dle vlastntho uvdzeni) spoéitejte hodnotu nasledujicich vyrazi:

26. e

27. /5

28. /30
29. V250
30. e

31. In(1,05)
32. sin (%)

33. cos (18°)



34. (1,1)42
Odhadnéte absolutni chybu v nésledujicich pfibliznych vztazich:
3. " =l+a+L+L 0<z<1
36. cos(z) =1-— z—; lz| < 3
37. Vite=1+2%2-2 0<z<1
38. VIte=1+2-2 0<z<1

Pro jaké x je absolutni hodnota chyby pfiblizného vyjadieni nasledujicich funkei mensf nez 10~4

IN
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IA

39. sin(z) =z — %

40. In(1+2) =z — 2

1.4 Mocninné rady

K mocninné fadé 3> a,,(z — a)” existuje p € R, p > 0 takové, ze pokud |z — a| < p, pak Fada
konverguje absolutné, naopak je-li |z — a| > p, pak fada diverguje. Cislo p nazyvame polomérem
konvergence mocninné fady a plati vztah

1
P limsup ¥/|an|’

pricemz klademe p = 0, pokud limes superior je rovno +00 a p = +o0, pokud limes superior je
rovno 0.

P#i vypocétu se muze hodit Cauchyho vzoreéek pro limitu kladnych posloupnosti

. . Gn41
lim a, = lim ,
n——+4oo n——+oo an,

pokud limita na pravé strané existuje.

Poznamenejme jesté, ze pri zkouméni konvergence mocninné fady v krajnich bodech oboru kon-
vergence nepomuze Cauchyho ani d’Alambertovo kritérium v limitnim tvaru.

+oo (3z+1)"

Reseny piiklad: Vygetfete obor konvergence mocninné fady Yoot g

Nejprve fadu upravime do tvaru

n

+oo +oo 1
Bz +1)"  (=3"(z+3)

odtud vidime, Ze stfed je v bodé a = —%, déle spocitame polomér konvergence p.

3n 3
1. 1 n| = 1. A ——— = —
imsup V/|a,| = limsup {/ o = 5

Polomér konvergence je p = 2 1

vime tedy, ze fada konverguje pro x € (71 ) , Zbyva vySettit

3 » 3
. PP —1)" - . o
krajni body. Pro x = —1 dostavame tfadu Zzz ( n2) , tato fada konverguje podle Leibnizova
kritéria. Pro x = % mame fadu ::f'i L kterd rovnéz konverguje, vysledny obor konvergence je
=1ln

tedy (1,1
VysSettete obor konvergence mocninné fady:
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1.5 Rozvoj funkce do mocninné rady

Vyjadreni redlné funkce realné proménné jako fady
+oo
flz) = Zan(:v —a)" VYreJ
n=0

nazyvame rozvojem funkce do mocninné fady se stfedem v bodé a € Dy, kde interval J je
takovy, ze a € J° (je z vnitiku intervalu) a J C Dy. Jako J zpravidla uvazujeme nejvetsi
interval s touto vlastnosti.

Rozvoje znamych funkci
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Reseny pifklad: Rozvinte do mocninné fady v bodé a = 0 funkci f(z) = arctg (f;ii) .

Zatneme urcenim defini¢niho oboru, = # —i. Dle zavedeni rozvoje funkce do mocninné rady,



hledame tento rozvoj vzdy na intervalu, ktery je podmnozinou definiéniho oboru, takového, ze
a € J°. V nasem piipadé budeme tedy hledat rozvoj nejvyse na intervalu (—%,—I—oo) (tedy
nikoliv na R ~\ {—i ). Dédle budeme pokracovat pomoci derivace funkce.

1N 1 —2(1 4 4x) — 4(2 — 2x) e
f(z) = 2 (1 + 4z)2 T 542022 1442
1+ () ’ ! !

+oo —+oo
= 2(1+42%) = -2) (—;) At = =2 " (—1)"4n e
n=0 n=0

Tento rozvoj by platil na (—1,3) - tento interval bychom dostali feSenfm nerovnosti —1 <

4x? < 1, nesmime vsak zapomenout na nedefinovanost piivodni funkce, a tedy i nedefinovanost
jeji derivace v bode x = rozvoj tedy plati na intervalu (—%, %) Rozvoj puvodni funkce
dostaneme zintegrovanim.

+o0 n
f(z) = arctg (2 — 2””) — oy W e

1
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Dosazenim nuly do obou stran rovnice dopocitame konstantu ¢ = arctg(2). Vime, zZe integrovanim

nezménim polomér konvergence fady, jediné co je tieba vysetfit je konvergence v krajnich bodech
intervalu. V bode z = —% neni funkce definovdna, ma tedy smysl zkoumat chovani fady pouze

v bodé x = % Dosazenim dostaneme fadu

S
arctg(2) — Z 11

n=0

=
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ktera zjevné konverguje podle Leibnizova kritéria. Vysledny obor konvergence je tedy (— ,

Rozvinte do mocninné fady v bodé a = —1
51. f(z) =In(5+ 2z)
52. f(x) =23
53. f(z) = sin(z)

Rozviiite do mocninné fady v bodé a =0

54. f(z)=e"

55. f(z) = £

56. f(2) = o2

57. f(2) = oy
58. f(2) = A5

59. f(x) = sinh(z)
60. f(2) = A
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f(@) =1n (H2)
f(x) = arcsin(x)

f(x) = arccotg(x)

(x)
f(z) =1 (1 —z)
f(x) = zarcsin (z) + V1 — 22
f(z) = zarctg (z) + 1 + 22
f(z) = e” cos(x)

(x)



