
1 Konvergence řad

1.1 Řady s kladnými členy

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

n2

(2+ 1
n )

n

Nutná podmı́nka konvergence je zjevně splněna (exponenciála ve jmenovateli roste rychleji než
libovolný polynom), vzhledem k n-té mocnině ve jmenovateli se nab́ıźı Cauchyho kritérium -
zkuśıme tedy jeho limitńı tvar.
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Podle Cauchyho kritéria tedy řada konverguje.
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Řešený př́ıklad:
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Pokud by v čitateli chyběl člen (−1)n, př́ıklad by byl velice jednoduchý (jedná se o geometrickou
řadu, kterou dokonce umı́me seč́ıst). Této skutečnosti se pokuśıme využ́ıt - aplikujeme srovnávaćı
kritérium:
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2 + (−1)n
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,

přičemž řada
+∞∑
n=1

3
2n konverguje (a to k č́ıslu 3( 1

1−0,5 − 1) = 3). Řadu jsme tedy shora odhadli

konvergentńı řadou
+∞∑
n=1

3
2n , p̊uvodńı řada tedy rovněž konverguje.

Řešený př́ıklad:
+∞∑
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Opět tuš́ıme, že řada bude konvergovat (člen n3 ve jmenovateli roste oproti 3n pomalu), nemůžeme
však použ́ıt odhad řadou

(
2
3

)n
- to je spodńı odhad, pro d̊ukaz konvergence bychom potřebovali

odhad horńı. Použijeme tedy limitńı srovnávaćı kritérium a ke srovnáńı použijeme zmı́něnou
řadu.
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Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria maj́ı tyto dvě řady stejný charakter, jelikož řada
+∞∑
n=1

2n

3n

konverguje (geometrická řada), konverguje i řada p̊uvodńı.
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Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1

( n
√
e− 1)

Nutná podmı́nka konvergence je splněna, limita sumandu je rovna nule. Nedává smysl sumu
rozdělit na dvě - dostaneme dvě divergentńı řady, jejichž rozd́ıl nám nic neřekne. Využijeme
limitńı srovnávaćı kritérium, výraz se chová jako výraz 1

n , což vyplývá z referenčńı limity
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limx→0
ex−1
x = 1. Referenčńı limity obecně budou mocným nástrojem při vyšetřováńı konver-

gence řad.
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Původńı řada má tedy z limitńıho srovnávaćıho kritéria stejný charakter jako řada
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n , o které

v́ıme, že diverguje, p̊uvodńı řada tedy rovněž diverguje.
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1.2 Řady s obecnými členy

Řešený př́ıklad:
+∞∑
n=1
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Nejdř́ıve ze všeho se zaměř́ıme na absolutńı konvergenci, tedy na zkoumáńı řady
+∞∑
n=1

n−1
n+1

1
100
√
n
.

Je vidět, že řada má stejný charakter jako řada
+∞∑
n=1

1
100
√
n
, což by se formálně ukázalo limitńım

srovnávaćım kritériem. Řada
+∞∑
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1
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√
n

=
+∞∑
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n
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100
diverguje, tud́ıž p̊uvodńı řada nekonverguje

absolutně. Vyšetř́ıme tedy neabsolutńı konvergenci, jedná se o řadu se stř́ıdavými znaménky,
takže by bylo lákavé použ́ıt Leibnizovo kritérium, výraz n−1

n+1
1

100
√
n
má za limitu nulu, ale neza-

pomı́nejme na d̊uležitý předpoklad Leibnizova kritéria a to, že tato posloupnost má být (alespoň
od nějakého n0) klesaj́ıćı. Ověřeńı tohoto kritéria by bylo značně technické, proto zkuśıme jiné
kritérium, a to konkrétně Abelovo. Označ́ıme an = n−1

n+1 a bn = (−1)n 1
100
√
n
. Podle předpoklad̊u

Abelova kritéria muśı být řada
+∞∑
n=1

bn konvergentńı. Tato řada skutečně konvergentńı je, a to

podle Leibnizova kritéria - řada se stř́ıdavými znaménky a posloupnost 1
100
√
n
je zjevně monotonńı

s limitou v nule. Dále muśı být splněno, že an = n−1
n+1 je monotonńı a konvergentńı posloupnost.

Konvergentńı zjevně je s limitou rovnou jedné a monotonii snadno ukážeme, konkrétně ukážeme,
že posloupnost je ostře rostoućı:

n− 1

n+ 1
<

n

n+ 2
⇔ n2 + n− 2 < n2 + n ⇔ −2 < 0.

Původńı řada tedy konverguje neabsolutně podle Abelova kritéria.
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Řešený př́ıklad:
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Nejprve vyřeš́ıme absolutńı konvergenci, řada

+∞∑
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(
1
n

)
je řada s kladnými členy, ze znalosti referenčńı limity tuš́ıme, že řada se chová jako řada

+∞∑
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1
n ,

formálně z limitńıho srovnávaćıho kritéria,

L = lim
n→+∞
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Řada
+∞∑
n=1

1
n diverguje a tedy p̊uvodńı řada nekonverguje absolutně. Udělejme si nyńı představu,

jak se chová člen (−1)
n(n−1)

2 , postupným dosazováńım zjist́ıme, že znaménka se zde stř́ıdaj́ı
takto (+,−,−,+,+,−,−,+,+,−,−, . . .), tedy vždy dvě kladná a následně dvě záporná. Neabso-

lutńı konvergenci zkuśıme dokázat pomoćı Dirichletova kritéria. O posloupnosti bn = (−1)
n(n−1)

2

ukážeme, že má omezenou posloupnost částečných součt̊u, tj.

(∃K ∈ R)(∀n ∈ N)

(∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk

∣∣∣∣∣ ≤ K

)
.

Řekli jsme, že se jedná o posloupnost jedniček a minus jedniček, přičemž znaménko se měńı
vždy po dvou členech, součet libovolných n člen̊u tedy nepřesáhne hodnotu 2. Stač́ı tedy ukázat,
že posloupnost an = sin

(
1
n

)
je monotonńı s limitou v nule. Konvergence k nule jistě plat́ı a

ze znalosti pr̊uběhu funkce sin(x) (ta je na intervalu (0, 1⟩ ostře rostoućı, tedy sin
(
1
x

)
je ostře

klesaj́ıćı na ⟨1,+∞)) je zaručena i monotonie. Původńı řada tedy konverguje neabsolutně podle
Dirichletova kritéria.
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