1 Konvergence rad

1.1 Rady s kladnymi ¢éleny
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Nutnd podminka konvergence je zjevné splnéna (exponencidla ve jmenovateli roste rychleji nez
libovolny polynom), vzhledem k n-té mocniné ve jmenovateli se nabiz{ Cauchyho kritérium -
zkusime tedy jeho limitni tvar.
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Podle Cauchyho kritéria tedy Fada konverguje.
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Pokud by v ¢itateli chybél élen (—1)™, piiklad by byl velice jednoduchy (jednd se o geometrickou

fadu, kterou dokonce umime secist). Této skutecnosti se pokusime vyuzit - aplikujeme srovnavaci
kritérium:
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pricemz fada Y. 5 konverguje (a to k &islu 3(—5= o5 — 1) = 3). Radu jsme tedy shora odhadli
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konvergentn{ fadou 2%, puvodni fada tedy rovnéz konverguje.
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Reseny piiklad: > 73,?_”3

Opét tusime, ze fada bude konvergovat (Elen n® ve jmenovateli roste oproti 3™ pomalu), nemiizeme
vsak pouzit odhad fadou (%)n - to je spodni odhad, pro dukaz konvergence bychom potiebovali
odhad horni. Pouzijeme tedy limitni srovnavaci kritérium a ke srovnani pouzijeme zminénou

radu.
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Podle limitniho srovnavaciho kritéria maji tyto dvé fady stejny charakter, jelikoz fada 5257
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konverguje (geometrickd fada), konverguje i fada puvodni.
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Nutnd podminka konvergence je splnéna, limita sumandu je rovna nule. Neddva smysl sumu
rozdélit na dvé - dostaneme dvé divergentni fady, jejichz rozdil ndm nic nefekne. Vyuzijeme
limitni srovnavaci kritérium, vyraz se chovd jako vyraz %, coz vyplyva z referen¢ni limity
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lim,_,0 &= = 1. Referen¢ni limity obecné budou mocnym néstrojem pii vysetiovani konver-
xr

gence Tad.
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Puvodn{ fada m4 tedy z limitniho srovnévaciho kritéria stejny charakter jako fada > %, o které
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vime, ze diverguje, puvodni fada tedy rovnéz diverguje.
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1.2 Rady s obecnymi éleny
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Nejdifve ze vieho se zaméifme na absolutni konvergenci, tedy na zkoumdni fady . 24—
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Je vidét, ze fada m4 stejny charakter jako fada 3 %%, coz by se formélné ukazalo limitnim
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srovndvacim kritériem. Rada ) g = > — diverguje, tudiz puvodni fada nekonverguje
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absolutné. Vysetiime tedy neabsolutni konvergenci, jedna se o fadu se stiidavymi znaménky,
takze by bylo lakavé pouzit Leibnizovo kritérium, vyraz %%% ma& za limitu nulu, ale neza-
pominejme na dulezity predpoklad Leibnizova kritéria a to, ze tato posloupnost mé byt (alespon
od néjakého ng) klesajici. Ovéteni tohoto kritéria by bylo zna¢né technické, proto zkusime jiné

kritérium, a to konkrétné Abelovo. Oznacime a,, = Z—f& ab, = (—1)"%%. Podle predpokladu
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Abelova kritéria mus{ byt rada Y b, konvergentni. Tato fada skutecné konvergentni je, a to
n=1
podle Leibnizova kritéria - fada se stiidavymi znaménky a posloupnost %% je zjevné monotonni
s limitou v nule. Dale musi byt splnéno, ze a,, = Z—_ﬁ je monotonni a konvergentni posloupnost.
Konvergentni zjevné je s limitou rovnou jedné a monotonii snadno ukazeme, konkrétné ukazeme,
Ze posloupnost je ostie rostouci:
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Ptvodni fada tedy konverguje neabsolutné podle Abelova kritéria.
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Reseny pifklad: " (—1) “ sin (%) Nejprve vyfesime absolutni konvergenci, fada Y sin ( 1)
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je fada s kladnymi ¢leny, ze znalosti referenéni limity tusime, ze fada se chova jako fada =
n=1

formalné z limitniho srovnavaciho kritéria,
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Rada 21 % diverguje a tedy puvodni fada nekonverguje absolutné. Udélejme si nyni predstavu,

n=
jak se chova clen (fl)nmz_l), postupnym dosazovanim zjistime, ze znaménka se zde stiidaji
takto (+, —, —, +,+,—, —, +,+,—, —, .. .), tedy vzdy dvé kladnd a nasledné dvé zadporna. Neabso-
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lutni konvergenci zkusime dokdzat pomoci Dirichletova kritéria. O posloupnosti b, = (—1)
ukdzeme, Ze mé omezenou posloupnost ¢dsteénych souétu, tj.
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Rekli jsme, ze se jednd o posloupnost jedniéek a minus jednicek, pricemz znaménko se ménf
vzdy po dvou ¢lenech, soucet libovolnych n ¢lent tedy nepiresdhne hodnotu 2. Staé¢i tedy ukézat,
ze posloupnost a,, = sin (%) je monotonni s limitou v nule. Konvergence k nule jisté plati a
ze znalosti pribéhu funkce sin(z) (ta je na intervalu (0, 1) ostie rostouci, tedy sin (1) je ostre
klesajici na (1, +00)) je zaru¢ena i monotonie. Puvodn{ fada tedy konverguje neabsolutné podle
Dirichletova kritéria.
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