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Predmluva

Drahy studente, drzis v rukou sbirku ptikladi pro letni semestr prvické jaderndcké analyzy,
kterou jsem dostal za kol vytvorit v letnim semestru 2020. V tomto semestru se probiraly nejprve
integrdly ndsledované radami a Taylorovym polynomem. Na rozdil od tradi¢ni literatury [1, 2]
jsem si kladl za tikol, aby ptiklady mély vzestupnou obtiznost a souc¢asné jsem se snazil obsahnout
co nejvice feSenych piikladu. Achillovou patou sbirky je absence spravnych feSeni. Autor bude
potésen, pokud by se nasel nékdo, kdo by tuto nedokonalost odstranil, na druhou stranu vypocet
primitivnich funkci se da zkontrolovat zpétnym zderivovanim ¢i pomoci softwaru stejné jako
Tayloruv polynom a u konvergence fad jde pfedevsim o zduvodnéni a az v druhé fadé o to, zdali
fada konverguje ¢i diverguje. Stejné tak bude autor rdd, pokud bude piikladi ve sbirce piibyvat
- at uz téch fesenych nebo nefeSenych. Pevné véiim, Ze tato sbirka nadchdzejicim generacim
matematickych analytik alespon Castecné pomuze, kdyz uz k ni¢emu jinému, tak aspon ke
zdolani predmétu matematickd analyza 2. A nezapomen - u primitivni funkce je vzdy tfeba udat
i interval!

1. zari 2022 Jakub Kofenek



1 Primitivni funkce
Zakladni priklady
Reseny prfklad: [ (3 —22)° da
9 1
/ (3 — x2)3dx = / (27 — 2722 + 9% — x6) dz = 27z — 925 + gxs — ?m7

Integrand je funkce spojita na celém R, primitivni funkci jsme tedy nasli na tomto intervalu.
L [(1—2)(1—22)(1—3z)dx

2. f(l—:z:+x2)2dx
3. [2%(5—2)'dz

4. [ “jjlldx

Reseny pitklad: [ (1=2)° dx

2 2
— — 1 1 1
/ -2 dx:/ -2+ dx:/—dx—2/fdx+/1dx:—7—21n|x|+x
x 2 2 x x

Integrand je funkce spojitd na R ~ {0}, primitivn{ funkei jsme tedy nasli na intervalu (—oo,0) a
na intervalu (0, +00) - nikoliv na sjednoceni téchto intervalu.

5. [ %de
6. [ 1l da

7 7(@;@) dz

8. [(2” +3%)°dx
9. [sinhzdx

10. [ op=da

11. [ ¥/1+ 2zdx
12. fe™3 4+ -dz

13. [sin(3z) + cos(2z) + 68dx
14. [ cotg’zdz

1
15. [ oo (24 %) dz



1.1 Priklady na zespojiténi
Reseny pitklad: Vypoctéte [ a2 — 2z + lda

/\/m&cz/mdx:/kU—l\dx

Primitivni funkci uréfme zvlast na intervalech (—oo, 1) a (1, +00).

1/‘2
Fla)={ Lz Tota ze(-ol)
ST —r4+cz  we(l,+00)

Integrand je funkce spojitd na celém R, primitivni funkci tedy hleddme na tomto intervalu.
Primitivni funkce je z definice spojitd na celém definicnim oboru, funkci F(z) je tedy tieba
zespojitit vhodnou volbou konstant ¢; a c. Limitnim pfechodem x jdouci k 1 zleva a zprava
dostavame rovnici,

16. [Va?+ 4x + 4dz
17. [(2? = |2z — 1|)d=

% rz>1
18. [ f(x)dz; f(z) = ﬂsz x€(0,1)
ﬁ z <0

19. [ max{—z,arctg(x)}dz
20. [ /1 —sin(2z)dz (na R)
1.2 Metoda substituce
Reseny pitklad: [ 55— dax
Nejprve uréime obor spojitosti integrandu, 3 — 222 # 0, tedy = # j:\/g. Primitivni funkci
hledame na intervalech (—oo, —\/g) , (—\/g, \/g) a (\/g, —i—oo) .
x C3-—22=y | 111 1 )
/3—2x2dx* ‘ —4zdz = dy ‘ - —Z/Qdyf—glnlyl =—7Inl3 - 227
21. [ (x271)%dm

22. [ piada




3
23. | F—=dz

24, [305) g,

2

1
25. fmdx
2. [

27, [ 5oda

(12—&-1)%

28. fxln(r) lln(ln(z))dx
29. fej__,’_%dx
30. [ do

sinhz
dz

3L [ 7

Reseny pitklad: [ sin(x) cos®(z)da

2
_ 3 cos?(z) =y 1 1, 1y
/sm(x) cos®(z)dz = 9 cos(z) sin(x)de = dy ' = -5 /ydy =gy =—gcos (z)

Integrand je funkce spojita na celém R, primitivni funkci jsme tedy nasli na tomto intervalu.
32. [ cos(z)sin®(z)dz

sin x
33. f \/cosg(ac

34. f RV cos(2z

sin(z) cos’ (:L’
35. f " 14cos2(x) dz

1.3 Metoda per partes
Reseny pitklad: [ 22 cos(z)dx

Primitivni funkci hleddme na celém R.

/ 22 cos(z)dz = 22 sin(x) — 2 / zsin(z)dz = 2 sin(z) — 2 <—x cos(x) + / Cos(x)dx>
= (2 — 2)sin(z) + 2z cos(x)
36. [ 2%sin(z)dx
37. [xn*(z)dz
38. [ arctg(x)de
39. [ wsinh(z)dz



40. [ zarctg(z)dx
41. [z1In (if—i) dz
42. f arcsigl(z) dz

x

Regeny piiklad: [ C(’:#da:

eZ

/ Tz = /e_x cos(z)dx = e “sin(x) + / e~ " sin(z)dz

¢~ sin(z) — e~ cos(z) — / e cos(z)da

COS™

=e "sin(x) — e “ cos(x) — / dz

e(lj

Ptevedenim posledniho ¢lenu na levou stranu rovnice dostavame rovnost

cos e —
2/ - dz = e “sin(z) — e * cos(x),

na celém R jsme tedy nasli primitivni funkci

cosx 1, .. _z
/ dz = 3 (e sin(z) — e " cos(z)) .

43. [ sin(z)sinh(z)dz
44. [sin(In(x))dz
45. [ €% sin’(x)dx

1.4 Racionalni funkce

Reseny piiklad: J %dx Integrand je funkee spojitd na R~ {—1, 0}, primitivn{ funkci
budeme hledat na dil¢ich intervalech. V ¢itateli mdme polynom stupné 4, ve jmenovateli polynom

stupné 5, postupujeme tedy rozkladem na parcidlni zlomky ve tvaru

x4+2m3+3x2+x+1_Ax+B+ ¢ D E
(2 +D(z+1)22 2241  z+1 2 22

Sectenim pravé strany a porovndni koeficientu u jednotlivych mocnin x na levé a pravé strané
rovnice dostaneme soustavu péti rovnic o péti nezndmych s fesenim A = 0,B =1,C =1,D =
0,F=1.

/x4+2x3+3z2+x+1 _/ 1 1

1 1
o A e = 1 1) — =
CERCESE oI e x2dx arctg(z) + In(|z + 11) -

Vysledny tvar je primitivn{ funkei k funkei puvodni na intervalech (—oo, —1), (—1,0) a (0, +00).



16. | 5trs de

47. f (a3 ‘):521—3251*61‘)(1

49. L dz

| e=re—re
50. [ —tdx

1

2 2
53. [ +&ade

z° +7:1: +4x+10
54. f (zt+5x2+4) dz

Reseny pitklad: [ tloda

z+1 1 2x + 2 1 2+ 1 1 1
—_—dz== | ——dz == | —————dax+ - | ———dx
22441 2] 2242x+1 2 ) 224+2x+1 2 ) 224+x+1

V prvnim kroku potiebujeme do ¢itatele dostat derivaci jmenovatele, toho jsme dosahli vynasobenim
chytrou jednickou % a rozdélenim na dva integraly. Vypocet prvniho integralu je jiz snadny,
zaméime se tedy na vypocet druhého integralu.

=
NI

1 1 4 1 4 1
w2+ +1 (z+3)" + 3 4 x+1) +1 3 (2z+1) 1

V3

Doplnénim jmenovatele na ¢tverec a naslednym vytknutim konstanty jsme dostali integral do

povédomého tvaru vedouciho na arctg. Dale postupujeme substituci y = Qf/tl dy = \Q[dac

4/ 1 4[ 1 2
— 7(133 7(1 = ——arct
3 (2x+1)2+1 32 ) 2+ Y V3 8(v)
V3

Resen{ pivodniho integralu na celém R je tedy

z+1 4 1 4 1
2 -dxr = = 3 de = = — dax
> +z+1 3 %(qu%) +1 3 (2m+1) 11

1 2 1
:21nx2+x+1+\é§arctg< vt >




2x+2
56. 7x2+1+4dx

57. [ Iﬁj_;ﬁ3 dx

Reseny piiklad: [ mdx

K vypoctu pouzijeme ndsledujici trik (ktery je vhodné si zapamatovat), vyjdeme se znalosti
primitivni funkce k arctgz a nésledné pouzijeme metodu per partes.

t()—/ld—/lld—x+2/ LA
arclelr) = 1+ 22 = 1422 x_1—|—z2 (1+22)2 v
T 22 +1 1
=T o T qe—2 ) 4
T4a? | /(1—|—1:2)2 ’ /(1—!—3:2)2 v

T 1 1
=T 4o~ dwr-2—__a
1—|—3U2Jr /1+x2 x /(l—l—xQ)Q v

T 1

Z rovnice vyjadiime pozadovany integral

1 1 x
mdx = 5 1 + _1;2 + arctg(m) .

12

1.5 Integraly typu [ R <$, » gﬁig) dx

V integralech tohoto typu pomiize substituce y = {/ Z;”i‘s

Reseny piiklad: [ mdx

4 —
1 ﬁ—y4 Y % y+1=2z
—=—~—dx = r=y =4 sdy =4 dy =
VT4 /x dz = dydy y+y l+y dy = d=
-1)? 1
4/(2 )dz:4/z—2—|—fdz:222—8z+4ln|z\
z z

=2Vz —4yr+4In |y +1|+6
Primitivni funkei jsme nasli na intervalu (0, +00).



62. [ ¥ da

63. dx

| v

64. dx

1
f Yet1+ Jz+1

65. dz

| 7

VT
66 f(lJr%)zde

1+
67. [ 5=ryEs fﬁdx

68. [ \/Etlda

69. [x\/22dx

1
70. [ = CEEErE dz
1.6 Integraly typu [ R (z,Vaz?+ bz +c)dx
Pro tento typ tlohy pomohou Eulerovy substituce
e a>0:Var2+bxr+c==+Var+t
e c>0:Vazr?+br+c=uatL/c

e M4-li vyraz pod odmocninou redlné koieny, tj. existuji a a 8 € R tak, ze ax® + bz + ¢ =
a(z — a)(z — B): Vaz? +br + c = \/a(z — a)(z — B) = t(z — a).

Vyraznym zjednodusenim vSak muze byt pievod na ”znamé”integraly
/ﬁdx = arcsin(z) na (—1,1),
/ \/;dx =In ‘x + \/5(}274-1‘ = argsinh(z) na R,
/ \/7(196 =1n ‘x + \/7‘ = sgn(z)argcosh(|z|) na (—oo, —1) a (1, +00).

Reseny pitklad: [ \/ﬁdx

forst e f/ﬁ

I

= argsinh(y) = argsinh (\/ﬁ)

Integrand je funkce spojitd na celém R, primitivni funkci jsme tedy nasli na R.

/W

10



: f \/1—2132—902 dz

1
2 [ e

73. dx

f\/l—i’):?——w

" | ZErmde

75. [V2+a2 —22dx

$2
70 [ Fede
xz+x
T [ i ade
Resgeny piiklad: [ ﬁdx
V2 +l=x+t
1 2?2+ 1= 2%+ 2tx + 12 1(—t?2—1 1 /1 1 /1
N g v =13 t 2t 2/t 2/t
de = =L F7L1d¢

212
1 -2
:—51n|t\+1t_2——fln|\/x2 1—z|+ - (\/ 1—x>
Primitivni funkci jsme nasli na celém R.

1
78. fx+\/mdx

[ v i
80. [xVax? — 2z + 2dx

1.7 Integraly typu [ R(sinz,cosx)dzr

Pfipomenme, ze v tomto typu integralu, tj. z racionélni funkce dvou proménnych sin(z) a cos(z),
vzdy pomuze substituce tg (%) =y, pro z € (—7 + 2k, w + 2km) k € Z.

Omezime se na zékladni interval z € (—m, 7) a polozime y = tg (%) ,

) ~ cos? (%) 1 -—sin® (%)’

T sin? (£ 1 —cos? (& sin? (2
y:tg(f):> 2 _ (;) _ (%) 5)
2

odtud

sin® (£> = 7y2 cos? (E) = !
2/ 1492 2/ 14y

Jelikoz cos (%) je na intervalu (—m, 7) kladny, plati vztah

T 1
cos (7> = —
2 V1+y?

11



sin (%) mé na tomto intervalu stejné znaménko jako tg (%) , plati tedy

. z Yy
sin (7) = ——.
2 V1+y?
Poznamenejme, ze kdybychom se omezili naptiklad na interval (m, 37), dostali bychom pro cos (%)

i sin (£) obdobné vztahy, ale se znaménkem minus. Vyrazy sin(z) a cos(z) jsou viak uz v jed-

notném tvaru pro vsechna = € (—7 4 2km, © + 2k7), jak se pozorny ¢tendr sdm jisté presveddci.
Pro vyjadfeni sin(z) a cos(x) pouzijeme vzorecky pro dvojndsobny thel,

in(z) = 2si (:c) (m) 9 Y 1 2y
sin(z) =2sin{=Jcos (=) = =
2) ) T e Ve T T
cos(z) = cos? (f) — sin? (f) __ y? _ 1= y?
N2 2) TTrE 142 1ty
Zbyva dopocitat dz,
11 y?+1
dy = —dr = dz,
cos (%) 2 2
tedy
2
dr = — dy.
ye+1

Reeny priklad: [ 1E22) g

Vyuzijeme piipravenou substituci,

2 242 1
1+sin(z) =1+ ¥ _yroud

1+y27 1+y2
1—y? 2
1+cos(:1:):1+1+z2 = T
2
de = ——dy,
1+y

odtud

1 + sin(z) /y2+2y+1 / / 2 ,
——dr= | ——————dy= [ 1d dy=v+1Inll
/1+cos(x) . 1+y2 Y y+ 1+ 42 y=y+In[l+y7

— tg (g) +1n 1 + tg? (g) .

Integrand je funkce spojitd na kazdém intervalu (—m + 2km, 7 + 2k7) k € Z, primitivn{ funkci
jsme tedy nasli na téchto intervalech.

Substituci tg (%) = y lze vyuzit vzdy, v zavislosti na konkrétni podobé integrandu lze vyuzit

12



nasledujici substituce, pii jejichz pouziti piejde integrand na racionalni funkci s nizsimi mocni-
nami y, nez v pripadé univerzalni substituce tg (%) =y.
R(—sin(zx),cos(x)) =
R(sin(z), — cos(x)) x),cos(x)) = sin(z) =y
R(—sin(z), — cos(x)) = R(sin(x), cos(z)) = tg(x) =y

/-\
/—\

n(z),cos(z)) = cos(z) =y

\ \
A
wn

=

=}
—

V posledni substituci tg(z) = y by se podobnym zpusobem jako v pfipadé substituce tg (%) =y

odvodily nésledujici vztahy (pro = € (—% +kn, 5 —l—l<:7r))7 sin®(z) = 1177 cos?(z) = ﬁ,
de = ﬁdy.
Reseny pitklad: [ cos?(x) sin®(z)da

2 .3 | y=cos(z) I BT YN y:’ B i ~ cos®(x) 3 cos®(x)
/cos (2) sin®(x)dx = dy = — sin(x)dz /y (1—y*)dz = - 3

Primitivni funkci jsme nasli na R.
8L. [ @ de
82. [ @dx
83. [ cos®(z)dx
84. fgmg(x)dm

85. [ sin?(x) cos®(z)dx

sin® (z)
86. f cos?(z) dz

87. dx

1
fsin(w)cos‘l(w)
88. [sin®(z)dx

sin(x)
89. | 3rcostay dx

1

1
9L f (2+4cos(z)) sin(x) dz
92 1i;n(2&za:

94. [ ls;t(gz%) dz

95. dx

1
f 2+3 cos?(z)

13



1.8 Dalsi priklady k procviceni
96.
97.
98.

99.

100.
101.
102.

103.
104.
105.

106.
107.

108.
109.
110.
111.
112.

113.
114.

115.
116.
117.
118.

119.
120.

s

] wryvede

f xﬁz—l dz

f _sin(x)4-cos(z) dz

{/sin(z)—cos(x)

1
f sin?(z)+cos(z) dz

f (exr— 1)(62T—e2)dx
J e
[ cos® (z)dx
[ Va2 + 1dx

1
] Zarem

f 1+tg(x) dax

sin(2z)

f cos®(x) dx

¢/sin(z)
[ 5 de
fﬁdx
[ =da

f (e1'+2)e(62w -1) dz

[ de
[ sin®(z)dx
Ik —dx

(bz—2)2

J & da

3z+1
m2+z—2d$

[a3(1 104z

f:r3e’w2dac

[In(z + Va2 — 1)dz

[ 22 sin(2z)dz

14



121. dx

v
122. [tg? (%) dx
123. [ oamde
124. [sin*(z)dx

125. dx

|
126. [ (1— %) /av/ade
127, [¥otr 24y

128. [ MLy

129. [ 2555 dw

130. [ AzZatety,

131. [ A—dx

coshzx

132. fsin(z:)fcc.)s(m) dz

cos(x)+sin(x)

133. dz

2
f w2-§a—:a:+l

134. dx

1

1
135, [ o—l—dz

136. [4/2? —x+ 3dx
137. [ cos®(z)dx

138. [ Viztde

139. [Vat + 23dx
2
140, (") d




2 Urcity integral a jeho aplikace

2.1 Zakladni priklady

Reseny piiklad: fo dz

2+c05(w)

7 prednasky vime, ze na tento typ integralu zabere substituce y = tg (%) , tato substituce lze
pouzit na intervalech (—m + km, 7 + k), integrél si tedy rozdélime na intervaly, kde lze tato
dy.

2
substituce pouzit. Jiz vime, Ze pfi této substituci plati vztahy cos(z) = *=4% a dz =

_2
1+y y2+1

27 T 27 y:tg(%)

1 B 1 1 _ tg () =tg(0) =0 | _

/ 2 + cos(z) dv = / 2 + cos(x) do + / 2 + cos(x) dr = lim,_, .- tg ggg = 400 N
0 - z
2

=}
3

o
—
@
+ | =
(V)

a
<
—

w0
_|_
<
(V]
<
|
wl
—t
—

+
| =
<

N—

[\v}

o
<
Il
etk
I
é
Y

~oo oo V3
+o0

Reseny priklad: || 13 Lrde

Problematickym prvkem je v tomto ptikladu dolni cela ¢ast, s timto problémem se vyporadame
vyjadienim této funkce na dil¢ich intervalech.

3 2 3 2 3 9 3
/i /i /i /dH/Ed% 2217 1fa?)" 3 5 _ 1
|z Ed |z] 27 2], 202, 2 4 4
1 1 2 2
L[5 Yrda
2. [ sin(z) dz
' fO 1+si1n(x) dz
4. f1 1+.£2
5.f11dx
4
6. [y |2 —x|da

7. folnz re % dx

16



10. fol arccos(z) dz

11. fo\/gxarctg(x)dx
12. [, |In(z)|da

13. dx

1
=

3
14. [,® L da

15. fénQ Ver —1dz

1 arcsin(ﬁ)

17. fol (2 —2%)2dx

18. dx

1 X
f—l z24x+1
19. fol In(z) dz

20. [T L, da

—oo 1+x2

21. dx

1
JZ \/1%?

+oo 1
22. fo s dx

+00 arctg(x)
23. [, eyt dz

24. f03 sgn(z — x3) dx

25. I, = fog sin”(z) dx

2.2 Vypocet obsahu rovinnych ploch
Vypoctéte obsahy nasledujicich rovinnych ploch vymezenych nésledujicimi kiivkami

26. y=2z—22, x+y=0

27. y = |log(z)|, y=0, =10, z =0,1

28. y=2%, y=2, =0

29. y:%, y:w%, r=2

30. y2=224+1, z—y—1=0

3L T+ 45 =1

32. y? = 2%(1 — 2?)

33y =155z, y=0

4. y=x, y=x+sin’*(z) (0<z<7)

3 o z . z
35. y? = 5% (0< 2 <2) (Ndhrada za puvodni y = e~ “|sin(z)|, y =0 (x > 0) - moc tézké)

17



2.3 Integral jako limita posloupnosti

Reseny piiklad: ngr}rloo (— + m +...+ m) .

V prvnim kroku soucet zapiSeme pomoci sumy.

1 1 1 n 1 n 1
] = lim I e =
n—1>51-100<n+1+n+2+ +n+n) n—1>+oozn+k niTw;n(l—&-E)

lim Pt Zf §k)A

n—>+oo 1 —|— ko n n—>+oo

Pii posloupnostl rozdéleni o,, = {n, =, .., 2t avolbe § = xp = % se jednd o integralni soucet

funkce f(x) = +w Limitnim pfechodem dostdvame integral

n—+oo \ n + 1 n+n 1+

1
. 1 1 1 1
lim < +n+2+...+ >=/ dx:[ln(l—l—x)]g:ln(Q).
0

n—-+o0o

37. nglfoo%(q/n%lﬁ* 2+ ”*”)

38. lim LHE2ZEednt (5 0)

n—-+oo
39. lim (l—i+2—i+3—i ...+<4"4>3) (modiﬁkace: lim (1i+2‘f}+fi+...+“”4”‘°’)>
n—-+oo \ ™ n n n n——+too \ ™ n n n

40. lim %(sinﬁ +sm2—”+...+sinw)

n

Y/ (n+1)(n+2)...(2n)

n

41.  lim

n—-+o0o

n

1 2 n
42. lim <2” 4242 > (ndpoveéda: limita seviené posloupnosti)

nS4oo \ M1 n-&-% n—&-%

2.4 Integral jako funkce horni meze

Necht f je integrovatelnd na intervalu (a,b) . Funkce F : (a,b) — R definovand predpisem F'(z) =
fax f je spojitd na {(a,b) . Je-li funkce f spojita v bodé z¢ € (a,b), je funkce F' diferencovatelnd
v bodé zg a plati F'(z¢) = f(zg).

Pifklad: {LF(z) = £ [ sin(t) dt = sin(z)
Modifikujme nyni piiklad do podoby % fOxQ sin(t) dt =7

2
Vyraz [ sin(t)dt odpovidd vyrazu F(2?). Obecné (pokud existuje derivace g):



v nasem piipadé tedy

:E2

% / sin(t) dt = sin(z?)2z.
0

43. L [ arctg(t) dt
3
4. L[ (1—t)de

45. 4 (°

dz J—sin(z)

(1+¢%)dt

d rte(z) 1
46. 17 |5 e de

47. 4 fcos(z) cos(mt?) dt

dz Jsin(z)

Iy cos(t?) dt
do ol

48. lim

z—0

. ® arctg?(t) dt
49. lim Joarcte (9 dt
T—r+00 vVa?+l

50. Tim do Vi@ dt
T a0+ fotg(m) sin(t) dt

2.5 Délka grafu funkce

Necht funkce f m4 spojitou derivaci na intervalu (a,b), pak délka L grafu funkce y = f(x),
z € (a,b), je rovna

b
L:/\/l—&—f’Q(gc)dx.

Vypoététe délku grafu nésledujicich kiivek v R?
5ly=ve (0<z<1)
52. y=2?+2x+3 (0<z<1)
53. y=In(z) (V3<z<VB)
54. y? =22 (0 <z < z0)
55. y = cosh(z) (0 <z < xg)
56. 23 4+ y3 =1 (asteroida)

57. 22 +y*> = R? (kruznice s polomérem R)
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2.6 Vypocet objemu téles

Necht f je funkce spojitd na intervalu {(a,b), pak objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci
grafu funkce f kolem osy z, je

b
V= 7T/f2(.17) dz.

Vypoctéte objemy téles ohrani¢enych plochami, které vzniknou rotaci nésledujicich kiivek

kolem osy .
58.y=vz (0<z<1)

= y=0 (-1<z <)
60. y=e*, y=0 (0<z<+00)
61. y =cos(z), y=2cos(z) (-3 <z<3)
62. 22—y +y2=1

63. y=e* -1, y=2, =0

M

2

64. T+ 4 =1

2.7 Vypocet povrchu rotacnich ploch
Necht funkce f m4 spojitou derivace f’ na intervalu (a,b) , pak plast télesa vzniklého rotaci grafu

funkce je
b

P:27r/f(:r)\/1+f’2(x)dx.

a

Vypoctéte povrchy ploch vzniklych rotaci nasledujicich kiivek podle osy x.
65. y = tg(x) (0 <z< %)
66. y=1 (1<x<2)
67. y = cos (%) (-1 <2 <1)
68. y> =2r (0 <z < x0)
69. T+ 4 =1

70. y =cosh(z) (-1 <z <1)
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3 Konvergence rad

3.1 Rady s kladnymi ¢éleny

Reseny priklad: > -
ese1n rikiad: 7
y p = (2+%)

Nutnd podminka konvergence je zjevné splnéna (exponencidla ve jmenovateli roste rychleji nez
libovolny polynom), vzhledem k n-té mocniné ve jmenovateli se nabiz{ Cauchyho kritérium -
zkusime tedy jeho limitni tvar.

21In(n)
e n _eo_l<1
)

n

2
lim a, = lim T = lim
n—+oo n—oo 2 + - n—+oo 2 +

S

Podle Cauchyho kritéria tedy Fada konverguje.
Ly %

4. Z 3;7?!

+oo n
10. 35 (1-3)
n=1

- +oo n
Reseny pifklad: Y D"
n=1
Pokud by v ¢itateli chybél élen (—1)™, piiklad by byl velice jednoduchy (jednd se o geometrickou

fadu, kterou dokonce umime secist). Této skutecnosti se pokusime vyuzit - aplikujeme srovnavaci
kritérium:
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2+(-1)™ _ 3
TS
+oo .
pricemz fada Y. 5 konverguje (a to k &islu 3(—5= o5 — 1) = 3). Radu jsme tedy shora odhadli
n=1

+oo
konvergentn{ fadou 2%, puvodni fada tedy rovnéz konverguje.
n=1

. too o,

Reseny piiklad: > 73,?_”3

Opét tusime, ze fada bude konvergovat (Elen n® ve jmenovateli roste oproti 3™ pomalu), nemiizeme
vsak pouzit odhad fadou (%)n - to je spodni odhad, pro dukaz konvergence bychom potiebovali
odhad horni. Pouzijeme tedy limitni srovnavaci kritérium a ke srovnani pouzijeme zminénou

radu.

2" n 1
. n_n3 . .
L= lim 3 g~ = lim ———= lim - =1
n——+oo s n—+oo 3% —n n—+oo ] — 3=
too .
Podle limitniho srovnavaciho kritéria maji tyto dvé fady stejny charakter, jelikoz fada 5257
n=1

konverguje (geometrickd fada), konverguje i fada puvodni.

+oo 2n—In(n)
1+4cos(n)
11. ngl ( 2+cos(n) )

+oo 3 nyn
(V2+(=1D™)
12. }: ngiﬂ

n=1

V10

13,5 s
n=1

14. }j s

e nsin?(n)
15. Y, mel

16. Z P PY e ln(n)
+oo
N
17. e
nzz:l v

18. }j Ynd2oo/n=2

. too
Reseny pitklad: > (/e —1)

n=1
Nutnd podminka konvergence je splnéna, limita sumandu je rovna nule. Neddva smysl sumu
rozdélit na dvé - dostaneme dvé divergentni fady, jejichz rozdil ndm nic nefekne. Vyuzijeme
limitni srovnavaci kritérium, vyraz se chovd jako vyraz %, coz vyplyva z referen¢ni limity
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. T _ ~ z . . ~ 7 7’ . ~. ~ ~ 7’ z
lim,_,0 &= = 1. Referen¢ni limity obecné budou mocnym néstrojem pii vysetiovani konver-
xr

gence Tad.

(ve-1) (- ()

L= lim ———+F= lim ——~—%* = lim T
n—-4o0o = n—-+4o0o = n—-4oo =
n n n
o0
Puvodn{ fada m4 tedy z limitniho srovnévaciho kritéria stejny charakter jako fada > %, o které
n=1

vime, ze diverguje, puvodni fada tedy rovnéz diverguje.

+oo

19. 3 (¢/e—1)°
n=1
+oo

20. > (V2-1)
n=1
+oo n

21. > (V2-1)
n=1
+oo

22. > In(1+1)
n=1
+oo

23. Y In(1+-%)
n=1

24. Jrzo:o n sin (l)
n=1

+oo
25. Y sin(3)

n=1

—+oo

26. Y cos (%)

n=1

+0 15 1
27, 3 2lra) (\1/;”)

n=1

28. 3 4:7:::(3n+1)
=1

29. Y sin (L) (¢/n—1)

—+oo 1
30. >

31. n_

¥l
n=1 (2n?4n+1) 2

32. 5% (n%— - 1)

n=1
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—+oo
33. 3 nPe Vv
n=1
+oo
34. Y 2"sin (54)
n=1
+oo
Ynti-¥n
35. nzl T

+oo 1
36. 3 Tty

+oo
37. Y Lsin(Z) (peR)

.
3. 5 (Va1 -y (%) (» €R)

()

39 = W (Oé (S R)
0. 3 (e- 1) (a,8€R)
n=1

3.2 Rady s obecnymi &leny
< L X, 1y
Reseny prlklad: nzz:l ﬁT%

+oo
Nejdifve ze vieho se zaméifme na absolutni konvergenci, tedy na zkoumdni fady . 24—
) " 1 19/n
n=

+oo
Je vidét, ze fada m4 stejny charakter jako fada 3 %%, coz by se formélné ukazalo limitnim

n=1
. +oo 1 +oo 1
srovndvacim kritériem. Rada ) g = > — diverguje, tudiz puvodni fada nekonverguje
n=1 n=1 7100

absolutné. Vysetiime tedy neabsolutni konvergenci, jedna se o fadu se stiidavymi znaménky,
takze by bylo lakavé pouzit Leibnizovo kritérium, vyraz %%% ma& za limitu nulu, ale neza-
pominejme na dulezity predpoklad Leibnizova kritéria a to, ze tato posloupnost mé byt (alespon
od néjakého ng) klesajici. Ovéteni tohoto kritéria by bylo zna¢né technické, proto zkusime jiné

kritérium, a to konkrétné Abelovo. Oznacime a,, = Z—f& ab, = (—1)"%%. Podle predpokladu

—+oo
Abelova kritéria mus{ byt rada Y b, konvergentni. Tato fada skutecné konvergentni je, a to
n=1
podle Leibnizova kritéria - fada se stiidavymi znaménky a posloupnost %% je zjevné monotonni
s limitou v nule. Dale musi byt splnéno, ze a,, = Z—_ﬁ je monotonni a konvergentni posloupnost.
Konvergentni zjevné je s limitou rovnou jedné a monotonii snadno ukazeme, konkrétné ukazeme,
Ze posloupnost je ostie rostouci:

n—1

< enl4n—2<n’+ne —2<0.
n—+1 n -+ 2

Ptvodni fada tedy konverguje neabsolutné podle Abelova kritéria.
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- oo n(n— o0
Reseny pifklad: " (—1) “ sin (%) Nejprve vyfesime absolutni konvergenci, fada Y sin ( 1)

n
n=1 n=1

je fada s kladnymi ¢leny, ze znalosti referenéni limity tusime, ze fada se chova jako fada =
n=1

formalné z limitniho srovnavaciho kritéria,

. sin (l)

L= lim - = 1.
n—-+oo =

n

. +oo

Rada 21 % diverguje a tedy puvodni fada nekonverguje absolutné. Udélejme si nyni predstavu,

n=
jak se chova clen (fl)nmz_l), postupnym dosazovanim zjistime, ze znaménka se zde stiidaji
takto (+, —, —, +,+,—, —, +,+,—, —, .. .), tedy vzdy dvé kladnd a nasledné dvé zadporna. Neabso-

n(n—1)
2

lutni konvergenci zkusime dokdzat pomoci Dirichletova kritéria. O posloupnosti b, = (—1)
ukdzeme, Ze mé omezenou posloupnost ¢dsteénych souétu, tj.

ibk < K) .
k=1

Rekli jsme, ze se jednd o posloupnost jedniéek a minus jednicek, pricemz znaménko se ménf
vzdy po dvou ¢lenech, soucet libovolnych n ¢lent tedy nepiresdhne hodnotu 2. Staé¢i tedy ukézat,
ze posloupnost a,, = sin (%) je monotonni s limitou v nule. Konvergence k nule jisté plati a
ze znalosti pribéhu funkce sin(z) (ta je na intervalu (0, 1) ostie rostouci, tedy sin (1) je ostre
klesajici na (1, +00)) je zaru¢ena i monotonie. Puvodn{ fada tedy konverguje neabsolutné podle
Dirichletova kritéria.

(3K e R)(Vn € N) (

+oo
—1)"
41. 22 gH(g)

n=

2. 3, E8
=1 n\/ﬁ
+o00 n(n—1)
43. (*1)27”2
n=1
+00 )
(=1)\2
44. In(n+1)
n=1
+oo
(1" ym
45. > Tn(n)
—+oo
46. > e ™sin(n)
n=1
“+o00
47. 3 (—1)"HLJrl sin %
n=1
+oo
48. > (1) cos +
n=1
—+oo n
19. 3 (1" (%54)
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

T n24ntl

+
8

S(-1)"In(l+-Lt) (eeR)

n«
n=1

5 (1) (1 - cos (1)

n=1

+oo .

sin(n)
Z In(n)
n=2

e cos(n)
> = (PER)

n=1

+oo W1

Y (=) E— (aeR)
n=1

+o00

L (@ peR)

+oo
Zl o (Uzévorkovani)
e
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4 Tayloriv polynom a mocninné rady

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Taylorovy polynomy dulezitych funkci v bodé a =0 :

e’ = Z o + R, (x)
k=0
R T G VAT
sin(z) = 2 okt 1)'1‘ 14 Ropya(2)
o 1)k
cos(x) = Z ((2]3' 2% + Ry, ()
k=0
R
k=1

a) _ a(a—l)..k.!(oc—k—i-l) pr

Poznamenejme, ze vyraz (Z‘) definujeme pro libovolné a € R jako (k

keNa (})=1prok=0.

(6]

Reseny pifklad: Naleznéte n-ty Taylortiv polynom funkce f(x) = 62,%

1 P R B N 1 - 3k2k
e =§Z + (32) w(3a:)=*z + 2"w(x)

e2-3z e k! €2 k!
k=0 k=0
n-ty Tayloruv polynom ma4 tedy tvar
1 - 3kak
h@) =5 2 7
k=0
Reseny pifklad: Naleznéte n-ty Taylortiv polynom funkce f(z) = arccos(z). Vyuzijeme véty

déavajici do souvislosti Tayloruv polynom funkce a Tayloruv polynom jeji derivace

(Tn.t.a(2)) = Tn,pr.a(@).

Derivace funkce f(x) = arccos(z) je f'(z) = —ﬁ, k této funkci tedy najdeme Tayloruv
polynom.
1 2\—1 — (3 k., .2k 2
— =—(1-2°)"2=— 2) (=12 4+ 2*"w(z)
1—a? o\ F

Pro puvodni funkci tedy bude platit,
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arccos(;y) = c— Z ( k2> 2(k j_) 1$2k+1 + x2"+1w(x).

k=0
Konstantu ¢ dopocitdme dosazenim nuly do obou stran rovnice: arccos(0) = § = c. Zatim jsme
vsak nenagli n-ty Tayloruv polynom, ale 75,11, n-ty Tayloruv polynom bude mit tvar
L2

-3 (V)se

T.(z) =

o3

to\»—-

Poznamenejme, ze pro k # 0 plati rovnost (_k%) = (71)’“(2];;&) , pro k = 0 plati (_
vysledek tedy lze jesté upravit do tvaru

) =1

T ” x2k+1
To(z) = = .
() =5~ Z 2k” 2k +1

Reseny pifklad: Naleznéte 4. Tayloriiv polynom funkce f(z) = sin(21In(1 + x)).

Zajisté bychom mohli spocitat Tayloruv polynom piimo z definice, je vSak vidét, ze se v ptikladu
vyskytuji funkce, jejichz rozvoj dobte zndme (sin(z), In(1 + x)). Vyuzijeme tedy téchto rozvoju
- rozvijime do ¢tvrtého stupné:

23
sin(ac)—x—y—i—mwl()
2?2z 2t

In(l4z)=a— 2 42 2 440
n(l+z)==z 2—|—3 4—|—mw2(:c)
2 4
2In(1 + ) = 2z — 2* —l—%—%—l—mu@()

Poznamenejme, ze na poslednim fadku jsme nezapomnéli vynéasobit zbytek v Peanové tvaru
dvojkou, ale dvojku jsme ”vtahli” do zbytku. Nyni tedy staéci slozit prvni a tfeti polynom, hledame
4. Taylorav polynom, takze nds budou zajimat pouze ¢leny s maximélné ¢tvrtou mocninou x,
ostatni ¢leny se ”schovaji”do zbytku.

. o 223 at n 1 223t N 3
sin2ln(l+2z)) = {2z — 2+ — — — + z"ws(x) ~ 3 20 — a2 + - — 4 2tws(x)

3 2 3 2
2 4 ! 2 4
—|—<2:1:—:c —|—%—%+x4w3( )) w1<2x—:c —|—%—%+x4w3( ))
2 S|
=2z — 2%+ % - % ~ 3 ((22)* +3(22)*(—2%) +...) + 2w ()
2 t4 2 4 3
=2z — a2 +%f%f§x + 22% 4 ztwg(x )f2zfx27§x3+§x4+x4w5(x)

Hledany polynom je tedy 2z — 22 — 7x + x

4.1 Priklady k procviceni

Poznamka: Nekteré funkce je tfeba spojité dodefinovat v bodé a.
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10.

11.

12.

. Urcete 3.

Urcete 3.

Urcete 3.

. Urcete 2.

Urcete 6.

Urcete 7.

Urcete 4.

Urcete 2.

Urcete 5.

Urcete 4.

Urcete 6.

Urcete 4.

Tayloruv polynom v bodé a = 2 funkce

Tayloruv polynom v bodé a = 1 funkce
fa)=a" 1

Tayloruv polynom v bodé a = 1 funkce

f(@)=In (\}5)

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

fz) =

T
et —1

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

o) - (209)

x
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(x) = sin(z) cos(2x)

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

_ 142+ 22

f(x)_l—x—l—mQ

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f(x) = cosh(z)
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

fla) = e

2

Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

fl@) = o)
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f(z) = In(cos())
Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(@)=In(1+ ")
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13. Urcete 13. Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
f() = /5 (a)
14. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
3
fl@)y=In{2+ 7
15. Urcete n-ty Taylortuv polynom v bodé a = 0 funkce
f(x) = arctg(x)

16. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce

f(x) = arccotg(x)
17. Urcete n-ty Tayloruv polynom v bodé a = 0 funkce
fl@)=1+In(z+ Va2 +1)

4.2 Vypocet limit pomoci Taylorova polynomu

Reseny prillad: lim, .o (2 — 1)

T sin(x)
. 1 1 . sin(z) — x ) T — 2—? + 23w(x) —
lim [ — — — =lim | ———— ] = lim ‘, =
z—0 \z  sin(x) =0\ zsin(x) @0 xsin(x)
x? 2%w(x) z x x
lim — = lim ——= ——=lim-=.1 1=
250 6sin(z) * sin(x) 250 sin(x) 6 +aw(w) sin(x) 250 6 +aw(@) 0

tg(xz) —sin(x)

18. lim,_,o B

22

19. lim, o <@ 2

e” sin(z)—z(14z)
3

20. lim, o )

21. lim,_,q % (% - cotg(x))
22, limy 400 (aj —22%In (1 + %))

sinh(tg(z))—z

23. lim, o £(

24. limg 5100 (\6/:106 + ad — 26 — x5)

lf(cos(z))sm(m)

x3

25. limg_,0

30



4.3 Priblizny vypocet funkéni hodnoty

Reseny pifklad: Vypoéitejte pfibliznou hodnotu vyrazu sin (36°)
Nejprve prevedeme stupné na radidny 36° = £, zajimd nés tedy vyraz sin (%) . Vyuzijeme znadmy
rozvoj funkce sinus a Lagrangeuv tvar zbytku:

n
—1)* —1)n+1
sin(x) _ Z ( ) 'I2k+1 + ( ) COS'(E) l,2n+3.
= (2k + 1)! (2n + 3)!
Hledame tedy takové n, pro které bude absolutni hodnota zbytku mensi nez ndmi zadand tole-
rované chyba - pro tento piiklad zvolme pfesnost 10~%. Hodnota z je v nagem pifpadé rovna z
a Cislo & je tedy z intervalu <O, g> . Nejprve ucinime horni odhad.

(=1)"* cos(§) anys

) O () L () s

(2n+3)!'\5 = (2n+3)! \5 (2n + 3)!

V prvni nerovnosti jsme odhadli absolutni hodnotu funkce kosinus jednickou a v druhé nerovnosti
jsme trochu hrubé odhadli shora ¢islo 7 hodnotou 5. Z tohoto odhadu uz bude mozné vyftesit od
které hodnoty n plati nerovnost

- <1074
(2n +3)! <10

tedy
10* = 10000 < (2n + 3)!

Tato nerovnost je splnéna uz pro n = 3 (pro n = 2 dostdvame 7! = 5040). Poznamenejme jesté,
ze funkci sin(x) jsme si na zac¢dtku vyjddiili jako soucet (2n 4 1)-tého Taylorova polynomu plus
zbytku, k dosazeni dané presnosti staci tedy aproximace sedmym Taylorovym polynomem:

A

Sln(ﬂ?):x—g—‘rg—?
Za x ted sta¢i dosadit pozadovanou hodnotu £. Pokud bychom chtéli zndt desetinny rozvoj to-
hoto ¢&isla, narazime na problém, Ze ¢islo 7 je iraciondln{ a ve vypoctech vidy muzeme pracovat
pouze s jeho aproximaci. Budeme-li predpokladat, ze pracujeme s ” dostate¢né presnou” aproximaci
¢isla m, dostaneme desetinny rozvoj sin (%) = 0,5877.

S piesnosti 10~* (nebo vyssi dle vlastntho uvdzeni) spoéitejte hodnotu nasledujicich vyrazi:

26. e

27. /5

28. /30
29. V250
30. e

31. In(1,05)
32. sin (%)

33. cos (18°)
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34. (1,1)42
Odhadnéte absolutni chybu v nésledujicich pfibliznych vztazich:

3

3. " =l+a+L+L 0<z<1
36. cos(ac)zl—%2 lz| < 3

37. Vite=1+2%2-2 0<z<1
38. VIte=1+2-2 0<z<1

Pro jaké x je absolutni hodnota chyby pfiblizného vyjadieni nasledujicich funkei mensf nez 10~4

IN
IN

IA
IA

39. sin(z) =z — %

40. In(1+2) =z — 2

4.4 Mocninné rady

K mocninné fadé 3> a,,(z — a)” existuje p € R, p > 0 takové, ze pokud |z — a| < p, pak Fada
konverguje absolutné, naopak je-li |z — a| > p, pak fada diverguje. Cislo p nazyvame polomérem
konvergence mocninné fady a plati vztah

1
P limsup ¥/|an|’

pricemz klademe p = 0, pokud limes superior je rovno +00 a p = +o0, pokud limes superior je
rovno 0.

P#i vypocétu se muze hodit Cauchyho vzoreéek pro limitu kladnych posloupnosti

. . Gn41
lim a, = lim ,
n——+4oo n——+oo an,

pokud limita na pravé strané existuje.

Poznamenejme jesté, ze pri zkouméni konvergence mocninné fady v krajnich bodech oboru kon-
vergence nepomuze Cauchyho ani d’Alambertovo kritérium v limitnim tvaru.

+oo (3z+1)"

Reseny piiklad: Vygetfete obor konvergence mocninné fady Yoot g

Nejprve fadu upravime do tvaru

n

+oo +oo 1
Bz +1)"  (=3"(z+3)

odtud vidime, Ze stfed je v bodé a = —%, déle spocitame polomér konvergence p.

3n 3
1. 1 n| = 1. A ——— = —
imsup V/|a,| = limsup {/ o = 5

Polomér konvergence je p = 2 1

vime tedy, ze fada konverguje pro x € (71, g) , Zbyva vySettit

3
krajni body. Pro x = —1 dostavame tfadu Zzz (_nlg) , tato fada konverguje podle Leibnizova
kritéria. Pro x = % mame fadu ::2 #, ktera rovnéz konverguje, vysledny obor konvergence je

tedy (1,1
VysSettete obor konvergence mocninné fady:
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400 In(n
41. n=1 7(’L :

42. S0 L (g — 3)n

n=1 n5»

43. Yoo ="

44, Yoo BHCAT (4 g pyn

45, +oo (2z+4)"

46, Yoo (o)t
1755 (%)

48. o, Eg;);,x”

49. 5 (14 )™ am
50. o2 S (2)" e

4.5 Rozvoj funkce do mocninné fady

Vyjadreni redlné funkce realné proménné jako fady
+oo
flz) = Zan(:v —a)" VYreJ
n=0

nazyvame rozvojem funkce do mocninné fady se stfedem v bodé a € Dy, kde interval J je
takovy, ze a € J° (je z vnitiku intervalu) a J C Dy. Jako J zpravidla uvazujeme nejvetsi
interval s touto vlastnosti.

Rozvoje znamych funkci

+oo ok
e’ = T Vz e R
k=0
“+o0
sin(z) = Z ﬂx%ﬂ vz € R
L~ (2k+1)!
k=0
+oo k
-1
cos(z) = ((2k;' 2 vr eR
k=0 '
too (_l)k—l
In(1+2) = Tﬂ:k Ve e (—1,1)
k=1
a o o k
(I+2)*= L Vo e (—1,1)
k=0

Reseny pifklad: Rozvinte do mocninné fady v bodé a = 0 funkci f(z) = arctg (f;ii) .

Zatneme urcenim defini¢niho oboru, = # —i. Dle zavedeni rozvoje funkce do mocninné rady,
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hledame tento rozvoj vzdy na intervalu, ktery je podmnozinou definiéniho oboru, takového, ze
a € J°. V nasem piipadé budeme tedy hledat rozvoj nejvyse na intervalu (—%,—I—oo) (tedy
nikoliv na R ~\ {—i ). Dédle budeme pokracovat pomoci derivace funkce.

1N 1 —2(1 4 4x) — 4(2 — 2x) e
f(z) = 2 (1 + 4z)2 T 542022 1442
1+ () ’ ! !

+oo —+oo
= 2(1+42%) = -2) (—;) At = =2 " (—1)"4n e
n=0 n=0

Tento rozvoj by platil na (—1,3) - tento interval bychom dostali feSenfm nerovnosti —1 <

4x? < 1, nesmime vsak zapomenout na nedefinovanost piivodni funkce, a tedy i nedefinovanost
jeji derivace v bode x = rozvoj tedy plati na intervalu (—%, %) Rozvoj puvodni funkce
dostaneme zintegrovanim.

+o0 n
f(z) = arctg (2 — 2””) — oy W e

1
4

14 4x 2n+1

n=0

Dosazenim nuly do obou stran rovnice dopocitame konstantu ¢ = arctg(2). Vime, zZe integrovanim

nezménim polomér konvergence fady, jediné co je tieba vysetfit je konvergence v krajnich bodech
intervalu. V bode z = —% neni funkce definovdna, ma tedy smysl zkoumat chovani fady pouze

v bodé x = % Dosazenim dostaneme fadu

S
arctg(2) — Z 11

n=0

=
Nl
~

ktera zjevné konverguje podle Leibnizova kritéria. Vysledny obor konvergence je tedy (— ,

Rozvinte do mocninné fady v bodé a = —1
51. f(z) =In(5+ 2z)
52. f(x) =23
53. f(z) = sin(z)

Rozviiite do mocninné fady v bodé a =0

54. f(z)=e"

55. f(z) = £

56. f(2) = o2

57. f(2) = oy
58. f(2) = A5

59. f(x) = sinh(z)
60. f(2) = A
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61. f(z)=In (}f—;)
62. f(z) = arcsin(z)

63. f(x) = arccotg(x)

64. f(x) = ancte (22

65. f(z) = arccos (1 — 22?)

66. f(z)=1n*(1 —2)

67. f(x) = zarcsin (z) + V1 — 22
68. f(x) = zarctg () + V1 + 22
69. f(z) = e” cos(x)

70. f(x) = sin(z) cos(z)
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