9 Devaty tyden

9.1 Hromadny bod mnoZiny

Piiklad 9.1 Pomoci kvantifikdtord zapiste definice hromadného a izolovaného bodu
mnoziny A C R. Za jakych dodatecnijch predpokladi plati, Ze bod je izolovany prdvé
tehdy, neni-li hromadny?
(Reseni:

e a € R je hromadnym bodem A C R pokud (VH,)(Hy, N AN {a} # 0)

e a € A je izolovany bod mnozina A pokud (3H,)(H, N A = {a}),

e pokud a € A, pak a je izolovany prdvé tehdy pokud neni hromadnyi.

)

Postup reseni:
e a € R je hromadnym bodem A C R pokud (VH,)(H, N A~ {a} # 0)
e a € A je izolovany bod mnozina A pokud (3H,)(H,NA = {a})

e Pokud a € A. Pak a je izolovany prdvé tehdy pokud neni hromadnj

Poznamka 9.1 Hromadny bod se v mnoziné C nezavddel

Priklad 9.2 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
i.a=1,A=(0,2)
it. a=1, A=1(0,1)
. a=7m, A=17
w. a=3 A=7

(Reseni: ano, ano, ne, ne)
Postup reseni:

i. Necht Hy = (1 —¢,1+¢). Pak

(1—e,14+e) {1}, e<1

(0,2) N Hy ~ {1} = {(072) 1) es1

V obou pripadech je prinik neprdzdny. V prvém pripadée napriklad bod v =1+ 5
lezi v priniku. Bod a =1 je hromadnym bodem mnoziny A = (0,2).



ii. Necht Hy = (1 —¢,1+4¢). Pak

1—¢,1), e<1
0.1)nH~ {1} = {18l e

(0,1), e>1
V obou pripadech je prinik neprdzdny. V prvém pripadé napriklad bod x =1 — 5
lezi v priniku. Bod a =1 je hromadngm bodem mnoziny A = (0,1).

i1i. DokdZeme, Ze m nent hromadnym bodem mnoziny A = 7. Vezméme okoli H, =
(m— 15,7+ 155)- Pak ZN Hy ~ {n} = 0 a tedy bod m neni hromadnym bodem
mnoziny 7.

iv. Dokdzeme, Ze 3 ment hromadnym bodem mnoZiny A = Z. Vezméme okoli Hy =
(3— 15,3+ 155)- Pak ZN Hy \ {3} = 0 a tedy bod 3 neni hromadnym bodem
mnoziny Z.

Priklad 9.3 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
i.a=0 A= {%\ T pmoé{selné}
ii. a =+o0, A= {tgz|z € (—7/2,7/2)}
iti. a = —o00, A = {n(cosn +sinn)|n € N}

(Reseni: ano, ano, ano)
Postup reseni:

i. UkdzZeme, Ze 0 je hromadnym bodem A. Berme libovolné okoli Hy = (g, —¢). Aby
AN Hy~ {0} # 0 potrebujeme nalézt prvocislo = takové, Ze % < e. JelikoZ mnoZina
prvocisel je nekonecnd, takove prvocislo nalezneme k libovolnému kladnému . Nula
je tedy hromadngm bodem mnozZiny A.

it. Opét ukazeme, Ze 400 je hromadngm bodem. Berme libovolné okoli H . = (K, +00).
Aby prinik s mnozZinou A nebyl nulovy potrebujeme nalézt x € (—73,%) tak, Ze
tgx > K. JelikoZ funkce tg je ma tomto intervalu roste do +oo jisté takové x
nalezneme. Napriklad

x = arctg(K + 1).

iti. Opét ukazeme, Ze —oo je hromadngm bodem. Berme libovolné okoli H_, = (—o0, —K),
K > 0. Aby prinik s mnoZinou A nebyl nulovy potrebujeme nalézt n € N tak, Ze
n(cosn + sinn) < —K. Takové n jisté nalezneme. Staci vzit n > K a vynutit
podminku cosn + sinn < 0.



9.2 Limita funkce

Piiklad 9.4 Bud p = p(z) polynom stupné alespon 1. Ukazte ndasledujici limitu funkce
| im p(z)| = +o0.
rFoo
m
Postup Teseni: Necht p(x) = Y. apz®, m > 0. Pak
k=0

m—1
lim p(zx)= lim 2™ (am + Z aka:km> = 400 - sgn(am,)

T——+00 Tr——+00
k=0
a tedy lim |p(x)| = +oo. Limitu v —oo se dokdZe obdobné.
T—+00

Priklad 9.5 Vypoctéte limitu funkce

m

3 apat

k=0

n )
Z bkxk
k=0

lim
T—r—+00

kde am, by # 0.
(Reseni: 0 pro m < n, Gm, /by, pro m =n, 400 - sgn(am,/by) pro m > n.)
Postup reseni:

m m—1
apzhk 2"\ Y ap_ ™
. k=0 L E=0 L
lim —— = lim = lim f(x)
z—r400 R A n—1 T—+00
> by by + Y bpak—m
k=0 k=0

a tedy

em=n — lim_ f@)=an/b

e m<n = JCll)Illoof(m):O

em>n = lim f(z)=-sgn(am/b,)  (+0)

T——+00

Piiklad 9.6 Vypoctéte limitu funkce

. 2?2 —1
lim ———.
a—a 202 —x — 1
proa=0,1, 4+o00.
(Reseni: 1, 2, §)
Postup reseni:
Pro jednotlivé pripady dostdvdme



. 2_1 _
o limors =1
~ 221 i Lz=D(tl) g (241) 2
° alcl_% 2;5—30—1 - alcl_>nll (z—1)(2z+1) — il_)nll 2z+1 — 3
: -1 _ 1
* xkr—&l}oo 2:1:3373671 -2
Priklad 9.7 Vypoctéte limitu funkce
x4+ 222 -3

lim —————.
z—a 13 — 322 4 22
pro a = —oo, 1.
(Reseni: —oo, —8 )
Postup reseni:
Pro jednotlivé pripady dostdvdme

: oi4222-3 _ 1. (@—1)(z®4+2%43243) _
¢ ‘%ILHI x3—3z2+2x ilﬁni (z—1)(z%2—2x) 8,

. 4 2_
e lim = +2x°—3

T oo T3—3x? 2 = lim

_ 3(11
r——00 T (1 z+z2

Priklad 9.8 Vypoctéte

m
z—1 2" —1
kde m, n € N.

(Reseni: ™
Postup teseni: S vyuZitim vzorce pro a’™ — b" dostdvdme

m—1
(r—1) zk
N AL | . =0 m
lim = lim = —.
rz—1 " — 1 z—1 n—1 n
(x—1) > ok
k=0
Priklad 9.9 Vypocteéte
=3z +2

lim ———.
z—1 1% — 41 +3

(Reseni: 1)
Postup reseni:
JelikoZ x =1 je korenem citatele i jmenovatele, miZeme limitu upravit na

xt—3x+2 . (x—1)(2®+ 22 +2-2) ) 1+1+1-2
= lim

lim

x—>1x5—4a:+3_x—>1(a;—1)(x4+x3+a:2+x—3)_xl—>ni1+1+1+1—3

=1.



Priklad 9.10 Vypoctéte limitu funkce

i T+ +x
ztoo ol

(Reseni: 1)
Postup reseni:
Vytknutim \/x z citatele a jmenovatele dostdvame

1+
1 vz
T+ -+ 1 ﬁ( T >
im = lim =1.

z—+00 \/m x—+00 \/E 14+ 1

Priklad 9.11 Vypoctéte

. V14+2x—-3
lim
T—4 \/>—2

(Resend: %)
Postup teseni: Vhodnym rozsirenim jmenovatele a citatele ziskdme

lim\/1+2$_3*hm\/1+2$_3 Vr+2 /142243

T—4 \F—2 14 f—2 \/5‘}‘2 VvV14+2x+3
po2e—4) Va4 b VT2

= lim —_—

. = lim =
e—4 v —4  14+2x+3 =4 142x+3

4
-

Priklad 9.12 Vypoctéte
. Vr—6+2
lim ————0—.
z——2 12+ 8
(Reseni: 1
Postup reseni:
Pouzijeme vzorec (a3 + b%) = (a+b)(a® — ab+b?) proa = /x — 6 a b = 2. Pak plati

(z - 6)%3 —2((x — 6))1/° +22 T 42
(2 —6)2/3 —2((x — 6))1/3+22 (2 —6)2/3 —2((x — 6))1/3 422

(V2—6+2).

Zdroven x3 + 8 = (x + 2)(2% — 2z + 4). Celkové plati

lim w: lim z 2 1
ew=2 2 +8  a>—2(z—6)23 —2((x - 6))/5+22 (2 +2)(a? — 4z +4)
= lim 1 1
v——2 (x — 6)2/3 = 2((x — 6))1/3 + 2222 — 4w 4+ 4
1 1 11 1

A+4+44+4+4 1212 144



Priklad 9.13 Vypoctéte

o
lim Ve 2.
x—16 \/x — 4

oS omi- L
(Resend: ;)
Postup reseni:
Jednoduchou dpravou jmenovatele ziskdme

Nt S Ve -2 m - =2

lim =

~ 1 lim ———— = .
P16 T —4 w16 (Yz —2) (YT +2)  aoib Yz +2 4

Priklad 9.14 Vypodtéte

. Vit —1—x
lim .
=0 Y14+ — 31—z

(Reseni: 3)
Postup teseni: Vhodné rozsirime nejprve citatel a pak jmenoval, abychom mohli pouZit
vzorce a® — b? = (a — b)(a+b) a (a® —b®) = (a — b)(a® + ab + b?). Pak

lim\/l—i_x_\/l_x
m—>0\3/1—|-x—\?/1—3;
— i \/1+x—\/1—x'<\/1+x+\/1—:1:>
=0 Y1+ —1—a2 \Vi+z++V1—-=x
A+z)—(1—2) A+2)?B+A+2)Y30—2)'3+ (1 —2)¥3 1
750 Nte—-V1-2z (1+22B+0+a)BA-2)B+(1-22BVita+VI—=
(I+2)—(1—2)(1+2)?P+Q+2)"30 —2)'3 4+ (1 —2)¥3

= lim

=0 (14+x)— (1 —2x) Vitz+V1l—x
C141+1 3
o1+ 2

9.3 Spojitost funkce

Priklad 9.15 Pomoci kvantifikdtori zapiste definici spojitosti (realné) funkce (redlné
proménné). Diskutujte vztah mezi limitou v konecném bodé a spojitosti.

(Reseni:
e f je spojitd v bodé a, prave kdyZ (YH,))(3Ua)(Vz € Uy N Dy)(f(z) € Hy(y),

e pokud a € D/f. N Dy, pak [ je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyZ lim f(x) = f(a).
) P Tr—ra



)

Postup reseni:

Funkce f je spojitd v bodé a, prave kdyZ (VHy,))(3Ua) (Vo € Uy N Dy)(f(z) € Hyyy)-
Necht a € Dy N D, pak md smysl vysetrovat limitu v bodé a. Srovndnim vyse uvedené
definice spojitosti a definice limity funkce v bodé a pozorujeme, Ze plati nasledujici véta.
Funkce f je spojitd v bodé a prdvé tehdy, kdyZ il_f)]f(ll f(z) = f(a)

Priklad 9.16 Bud a € R. Necht ezxistuje koneénd limita lim f(x) =: c. Ukazte, Ze

r—a
funkce

C r =a

@) = {f(x) z € Dy~ {a}

je spojitd v a.
Postup reseni:

Necht li_r>n f(z) =ceR, kde a € R, tj. z definice
r—a

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Dy, 0 < |z — a| < 8)(|f(z) — | < ).

Chceme ukdzat, Ze f(a:) je spojitd v bodé a. Bod a je hromadnym bodem mnoziny Dy, je
tedy © hromadnym bodem mmnoZiny Df~, Celkové a € D} N Df, lze tedy prepsat spojitost
pomoci limity, tj. mdme ukdzat

(V&> 0)(36 > 0)(Vz € Df,0 < & —a| < §)(|f(z) — f(a)| < &),

Zdvorka (Vz € Df,0 < |z —a < 8) lze ekvivalentné piepsat (Vx € Dy, 0 < |z — a| < 9),

pak tedy s vyuZitim definice funkce f (x) muZeme psdt
(V& > 0)(30 > 0)(Vx € Dy, 0 < |z —a| < 8)(|f(x) — ¢| < &).
Pokud tedy zvolime & = ¢ a polozime 6 = &, mdme hotovo.

Piiklad 9.17 Z definice ukaste, Ze funkce f(x) = 2> + 1, Dy = R, je spojitd v libovol-
ném xg € R.

Postup teseni: Z definice mame ukdzat, Ze plati vyrok
(Vzo € R)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € R, |z — zo| < 8)(Jz® +1 — (2 +1)| < ).

Jisté plati
|22 +1— (x% +1)| = ]:):2 — x%\ = |z — xol|x + x0].

Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti ddle ziskame

|z + xo| = |2 + 20 — x0 + 20| < |2 — 20| + 2|20| < § + 2|20]|-



Takze celkové mdame odhad
!
|z — 20|z 4+ 20| < 8(6 + 2|w0]) = 62 + 2|w0|d < €.

Nerovnice 6% + 2|xg|ld — & < 0 md 7eseni 6 € (0,/|wo|2 + &2 — |xo|), takZe hledané & v
zdvisloti na xo a € miZeme volit napiklad jako & = 5 (\/ |zo)? + 2 — |x0\>.

Priklad 9.18 Dokazte, Ze libovolnd funkce je spojitd v libovolném izolovaném bodé
svého definicnitho oboru.

Postup reseni:

Necht bod xqg je izolovany bod definicniho oboru funkce f. Pak z definice existuje okoli
H:  splnugjict

zo

(3H;,)(Dy N Hy, = {xo})-

Opét z definice, funkce f je spojitd v bodé xg pokud plati virok
(VHf(mO))(HHxO)(V$ S Hx’o N Df)(f(x) € Hf(mo))-

Pokud za hledané okoli Hy, zvolime okoli Hy , které mame k dispozici z definice izolo-
vaného bodu, dostdvdme

Hy, ﬂDf = H;O N Df = {.%'0}

Vyse uvedeny vyrok o spojitosti v izolovaném bod¢ tedy plati, jelikoz jisté f(xo) € Hp(y)-

Poznamka 9.2 U minulého prikladu nelze vyuZit charakterizaci spojitosti pres limitu.
V izolovaném bodé nent limita funkce definovand!

9.4 Limita sloZené funkce, limita seviené funkce

Poznamka 9.3 Bud a € R hromadnym bodem fog a

i. limg(z) =beR

T—ra

. lim f(x) =ceR

T—b
iii. (3HZ) (Yo € H: 0 Dy)(g(x) £ b))V (be Dy A £(b) = o).

Potom liin fog(x)=c

Poznamka 9.4 Treti bod v minulé vété je splnéna napt, pokud g je prostd nebo f
spojitd.



Priklad 9.19 Vypoctéte limitu funkce
lim (sinva+1—siny/x).

T—r+00

Korektné odivodnéte pouZiti véty o limité sloZené funkce.
(Resend: 0 )
Postup Teseni: JelikoZ sinx — siny = 2sin “5¥

RV \/ 1
sinvz + 1 — siny/z = 2sin x+ \F vt lve

2
1 cos\/erﬁ
2(vVr + 1+ /x) 2 '

+\f| <1 a funkci tedy muzZeme sevrit

1 Va4 1/x . 1

< 2sin

1 .
Oy B R OV Y ) R Rt IV SRV

Posledni krok je dokdzat, Ze lim sin -———

1
x—)—i—oo 2(Va+1+v/7)
slozen€ funkce. V jejim znaceni mdme:

cos "iy, dostdvdme

= 2sin

VaTl

Zdrovern | cos

—2sin

= 0. Budeme chtit pouzit vétu o limité

f(x) =sinx,

1
g(x) = ST
a = 400,
b=0,
c=0.

Abychom vétu mohli pouzit must platit jeden z vyroki:

(FH o) (Vo € Hioo N Dy)( #0) nebo (0 € Dy Asin0 = 0).

1
2(Vx 4+ 1+ x)
Pruni vyrok plati pro vsechna okoli +o0o, druhy vyrok téz plati. MuZeme tedy pouZit vétu
limité o sloZené funkce a celkové

lim (sinvx + 1 —siny/x) = 0.

T—+00
Priklad 9.20 Pomoci véty o limité seviené funkce vypoctéte

lim x sin —.
z—0 T
(Reseni: 0)
Postup reseni: VyuZijeme nerovnost | sin %| < 1, kterd plati pro vsehna nenulovd x. Pak

o1
0+ —ax<zsin—<zx—0.
T
1

Z véty o limité sevien€ funkce dostdavdme III%QZSID = =0.
T—

9



Piiklad 9.21 (Referené¢ni limity) Na predndsce bylo odvozeno pomoci Heineho véty
a vety o limité sloZené funkce, Ze

. N
lim o0 =1, lim <1+> —e, lim(l+2)7 =e,

z—=0 X xr—r*+o00 €T x—0

In(1 T—1 T —1
lim In(l +2) =1, lim ¢ =In(a), lim c =1.
z—0 xT z—0 xT z—0 T

Dokazte posledni ze vztaht pomoci limity seviené funkce.
(Ndpovéda: Pro 0 <z <1 plati (14 £)™ Se® a (1+ )"\ e".)
Postup teseni: Z ndpovedy plyne nerovnost

e“’—lgn—kl

1 < lim
r—0+ €T

,Vn € N.

Vzhledem k libovolnosti n must platit (lze ukdzat sporem)

a . . . v v . a v —T __ —_ T __ v
Levostrannd limita vyjde shodné, coZ je patrné napt. ze vatahu “— L—¢ x% Celkove

et -1
lim =1,
x—0 xT

coZ jsme chteli ukdzat.

Priklad 9.22 Na prednasce byla ndsledujici limita odvozena pomoci Heineho véty. Do-
kaZte pomoct limity seviené posloupnosti:

lim n({e—1)=1.

n—-4o00

Postup teseni: VyuZijeme odhadu

1\" 1 "
<1+> §e§<1+>
n n—1

platngch pro libovolné n € N\ {1}. Pak plati

1\~ 1
ve—1) < 1 —-1] = 1
n( e )_n<<+n_1> ) n— =1L

n(%—1)2n<<1+;>2—1) :n%:1—>1.

Celkove z véty o limité sevrené posloupnosti dostdvame

lim n({e—1)=1.

n—-+00

10



9.5 Vypocet slozitéjsich limit pomoci referen¢nich I
Priklad 9.23 Vypodtéte

lim sm(5x)’ . sin(ax)

z—0 T z—0 s1n(ﬁx)

)

kde a, B € R, B # 0.

PoSeni: 5. &
(Reseni: 5, 3)
Postup reseni:
S vyuzitim referencnich limit a véty o limité sloZené funkce dostdvaime

lim sin(5x) ~ lim sin(5z) 5 5 lim sin(5x) s
=0 T =0 T 5 z—0 bz
sin(ax) . sin(ax) az Pz o sin(ax) . sin(fzr) «
m — = : c— - —=—lim Slim —— = —.
e=0sin(fz)  2=0sin(fz) ax Pxr L0 axr -0 [z I5;
Priklad 9.24 Vypodtéte
sin(nx)

lim — ,
z—7 sin(mx)

kde n, m € N.

D& pmd (_1\Nn+mn
(Reseni: (—1) )
Postup reseni:
S vyuZitim souctovych vzorct pro funkci sin,referencénich limit a véty o limité sloZené
funkce dostdavame
sin(nx) . sin(nx 4+ nw — nn) . sin(n(x — ) + nm)

Iim ———% = lim — = :
a—m sin(ma)  a—r sin (ma + mr —mm)  z—w sin(m(z — ) + mm)

— lim sin(n(x — ) cos (nm) + cos(n(x — m)) sin (n)
a—m sin(m(x — m) cos (mm) + cos(m(z — 7)) sin (m)

— hmw

sin(n(z —m)) n(z—m) m(z—

z—w sin(m(x — 7)) (=)™ =(=1)""™ lim
= (_1)n+m%‘

Priklad 9.25 Vypoctéte

(Reseni: 1)
Postup teseni: S vyuZitim referencnich limit dostdvdme

11

a—m sin(m(x — 7)) n(z—7n) m(x—



tgx sin x sinx 1

lim —-— = lim = lim lim =1.
z—0 X z—0 r COS T z—=0 I z—0cCOST
Priklad 9.26 Vypoctéte
.1 —cosx
llm 72.
x—0 x

Vysledek tohoto prikladu si zapamatujte.
(Reseni: )
Postup teseni: Vhodnym rozsitenim a vyuZitim referencni limity dostdavdme

1 —cosx . 1l—cosx 1+ cosx . 1—cos’x o osin?z 1

lim — = lim = = lim lim
x—0 x

Priklad 9.27 Vypodtéte
. tgx —sinzx
llm f.
z—0 sin” x

(Ndpovéda: Vyuzijte vysledku predchoziho prikladu.)

(Reseni: )

Postup teseni: Jednoduchymi dpravami s vyuZitim goniometrickych vzorci dostdvdme

: 1
. tgx —sinx . -1 . 1—cosz 1
hmgﬁzhm%:hm = —.
=0 sindx e S I 2—0 (1 — cosz)(l + cosz)cosz 2

Jing postup: S vyuZitim predchdazejicich limit dostdavdme

. tgx —sinzx . x3 1 —coszxtgx . 2 . 1—cosz .. tgx 1 1
lim =———— = lim — 3 = lim —— lim 3 lim =1-1=-.
z—0  sin®zx z—0 sin° T T z—0 sin® z *—0 T z—=0 2 2
Priklad 9.28 Vypoctéte
T
lim (1 - ) tg (5) .
1 -t (50
(Reseni: 2)
Postup teseni: S vyuZitim souctovych vzorci pro cos a referencni limity dostdavdme
1— 1-—
lim(1 —z)tg (zx> = lim sin (Ix) lim (7:6) = lim 75 i) —
z—1 2 z—1 2 / z—1 cos (55(;) z—1 cos (535 -5+ 5)
1— Z(x—1
= lim ( x) - = lim ——— 3 )
e—1cos (Z(x — 1)) cosE —sin (Z(z —1))sinZ  «—=lsin(5(z —1))

12

1

: im =_.
2 1+cosz 2-0x2(1+cos2z) a=0 22 2-01+4cos2z 2



Priklad 9.29 Vypoctéte
. In(2® =5z +1)
lim .
z—0 X

(Resend: -5)
Postup reseni:
S vyuzitim referencnd limity dostdvame

In(z% — 52 + 1) In(z? — 5z +1) 2% -5z

lim = lim C—
z—0 T z—0 T T° — bx
1 2 1 2
= lim n(z 5 br+1) - lim z o = lim(z — 5) = —5.
r—0 x4 — dx x—0 x x—0

Priklad 9.30 Vypodtéte
1
lim (1 — 2z)=.

z—0
o,
(Reseni: e=*)
Postup teseni: Vhodnou dpravou a vyuZitim referencni limity dostdvame
—2x

lim (1 — 22)* = lim ((1 - 23;)—%) —

z—0 z—0

13



