6 Sesty tyden

Poznamka 6.1 V ndsledujicich prikladech je vhodné mit na paméti ndsledujici vzorecky
(zejména promn =2 an =3). Proa,b € C an €N plati

n—1
a” —b" = (a—0b) Z akpnik,
k=0
(a+b)" = Z ") akpnk,
k=0 k

Poznamka 6.2 Na predndsce bylo pro pro limitu redlné posloupnosti (a™), a € R, ukd-
zano

0 pro |a|] < 1,
1 proa=1
lim o = b ’
n—+00 400 proa > 1,

neexistuje pro a < —1.

Poznamka 6.3 Na predndsce bylo pro pro limitu komplezni posloupnosti (a™), a € C,
ukdzdano

0 pro |a|] < 1,
1 =1
lim o" = proa ==
n—+00 oo pro |a| > 1,

neezistuje pro |a| = 1,a # 1.
6.1 Limita racionalni funkce (dokonceni)
Priklad 6.1 Vypoctéte (v R, existuje-li)

(n2 +n+ 1)10 —(n+ 1)20
im
n—+oo (n?241)10 — (n+41)20

(Reseni: 1/2)
Postup reseni:

. (n?+n+1)0 — (n+1)% . (n?0 + 100 +..) — (020 + 20017 + ..))
11m = 11m =
n—+too  (n?+41)10 — (n41)20 n—+oo (n20 + 1008 + ...) — (n?0 + 20019 +..))

e (T

lim ——————— = —.
n—too —20n19 4+ ... 2



Priklad 6.2 Vypoctéte (v R; existuje-li)

) 1 2 n—1

n—-+o0o

(Reseni: 1/2)
Postup reseni:

1 2 —1 1+2+... -1
lim 7+7+'”+n = lim tet tn =
n——+oo \ n2 n? n2 n—+oo n2
—1 2 1
lim u = lim n n_ —.
n—+oo  2n2 n—+oo 2n2 2

Priklad 6.3 Vypoctéte (v R; existuje-li)

1 2
lim <—+3—...+(—1)”1”>.
n n mn n

n—-+00

(Reseni: neexistuje)
Postup teseni: Pro n sudé€ plati

1-243—4+-+n-1)-n=0+2+-+n—-1)+n)—2-2+4+---+n)
n(n+1) 5-(3+1) _n*+n n
= —_——_-n=——.

S R e S S 2

Podobné pro n lich€ upravami dostdvame

-1 1
(1-2+43—4+...—(n—1)+n= [—"2 }Jrn:";r
Celkove tedy

e pro n sudé

1 2 3
lim (—+—...+(—1)"—1”): lim —~.
n—a+oco\n mn o n n n—+oo 2

e pro n liché

1 2
lim <—+3—...+(—1)"—1”
n—+o00 \ N n n n

) ) n+l1l 1 1
= lim ==
n

n—4oo 2

Nasli jsme tedy dvé vybrané posloupnosti, které maji rizne limity a celkové tedy limita

nemuze existovat.



Priklad 6.4 Vypoctéte (v C)

I
n—1>I-ir-loo 4—1in
(Reseni: 2i)
Postup reseni:
_2n+i . on(247) 2
lim — = lim 47",277,:21'.
n——+oo 4 — m n—-+oo n, (5 — Z) 1
Piiklad 6.5 Vypoctéte (v C)
. in —1
lim — .
n—+o0 2 +in
(Resend: —4i)
Postup reseni:
dn —i n(4-1) 4
im ——' = lim sz,:—@.
n—+o0 2 +1in  n—+oo n(ﬁ +Z) ?
Piiklad 6.6 Vypoctéte (v C)
11
lg 1 TH
n—-+oo + T—H
(Reseni: () Postup feseni:
lim 2" — qim 20 gy =0.
1 1 it .
n—rtoo L 4 Pt n—-+o00 Z(n’+1” n——+oo 2N + ¢

6.2 Limity na odmocniny

Priklad 6.7 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (W—\/ﬁ).

n—-+oo

(Reseni: 0)
Postup reseni:

vn+14++n
vVn+1+4+4/n
n+1—n 1

lim ————= lim ———= =0
notooy/n+1+4/n notooy/n+14+./n

lim +n+ —f:ngrfoo(\/n+ —\/ﬁ)

n—-+4o0o



Priklad 6.8 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim Vn+5
n—-+oo 2\F—|— f
(Resend: 1/2)
Postup reseni:
1+ 5 1+ -2

. Vntb5 . NG N

lim = lim —~ = lim T —.

n=+o0 2./n + ¥/n na+oo\f(2+n§ 5) n%+002-|-n% 2

Priklad 6.9 Vypoctéte (v R; existuje-li)

im vn2 —3— ¥/n’ + 1
11m
n—+00 F4 /n2 142 210/

(Reseni: -1/2)
7
Postup feieni: Nejuyisi mocnina je v tomto piipadé - 50, vytykdme tedy clen n2o :

e 1 3 1
V=3 - Va1 ””(Zﬂ%—n%”v”*“)

lim lim = ——.

20 — 4
n—r+oo 5\/n27+2\/7 not n270 <59%3+é3 2)
n2 n 20

Priklad 6.10 Vypoctéte (v R; existuje-li)

.oVn+1—vn+2
lim .
n—+oo \/n+2—+/n+3

(Reseni: 1)
Postup reseni:

lim Vn+l-vn+2 Vn+l+vn+2 Vn+2+vn+3
n—>+oo\/n—|—2—\/n—|—3 Vintl4+vn+2 Vn+2+vn+3

-~ Vn+2++vn+3 i (\/1+ +\/1+)
n—>+oo\/n—|—1+\/n—|—2 "—H“X’ <\/1-|- —|—\/1+ )

Priklad 6.11 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (\/3712 T1- 2n>.

n—-+0o

4



(Reseni: —oc)
Postup reseni:

1
lim ( 3n2+1—2n): lim n<1/3+2—2>—+oo-(\/§—2)——oo.
n——+oo n—-+o00 n

Priklad 6.12 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim 14++v14+n4

n—-+00

(Resend: \/2)

Postup teseni: Zrejmeé.

Priklad 6.13 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (\/n2 Drn+1—/n2+4 (—1)nFln + 1).
n——+oo

(Reseni: neezistuge)
Postup teseni: Plati

lim /n2+ (—1)"n+1—/n2+ (-1)"Hn+1=
n—+400

<\/n2 Drn+1—y/n2+(-1) ”+1n+1) (\/n2 Dn+ 14 /n?+ 1)"+1n+1>

lim

n—+o0 Vn2+ (=)t + 1+ /n2+ (=1)"Hin +1
2(=1)"n

lim =

n——+00 \/n2 (—1)rn+1 _|_ \/n2 (—1)ntln 41
2
lim (

n—-+o0o \/1 + + + \/1 1)n+1 %

Vybereme-li nyni podposloupnost cleni se sudymi indexy, limita vyjde 1. Naopak pro
liché indexy dostavame hodnotu —1. Nasli jsme tedy dve ruzné podposloupnosti s riuznyms
limitami. Puvodni limita tedy neexistuje.

Priklad 6.14 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim n%/? \/n2+1— \/n2—1

n—-+4o00

(Reseni: 2/3)



Postup veseni: Oznacme a = vn?2+1 ab= v/n?—1. Ze vzorce a®> — b> = (a — b)(a® +
ab + b?) vyjddrime vyraz (a —b), tedy a — b = %. Pak

lim n4/3 Vn2+1-— \/n2—1):

n—-+o0o

lim ns (n2+1—n2+1) _
ntoe /(2 +1)2 + /(2 +1)(n? — 1) + {/(n? — 1)?
lim 20 =
n—too /pd 422 + 14+ V/nt — 1+ Vnt —2n2 +1
4

2

lim

2n3
Tl (Y1 Gk -H -2+ &) i

Priklad 6.15 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim ({’/n3+n2+1 - \3/n3—n2+1>.
n—-+00

(Reseni: 2/3)

Postup feseni: Oznacme a = v/n3 +n2+1 a b = v/n3 —n2 + 1. Rozsirenim vjrazem

a? + ab + b2 dostaneme

lim {’/n3+n2+1f€/n3fn2+1:
n——+0o

i 2n? 2
im _z
notoo (3 +n2+1)2+ Y3 +n2+ )03 —n2+1)+ (3 -n2+1)2 3

Priklad 6.16 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (Vi —vn).

n—-+o0o

(Reseni: —o0)
Postup reseni:

1 1
lim /n—+/n= lim ns —n3i= lim n? — -1 =—00.
n—-+00 n—-+00 n—-+0o né

Priklad 6.17 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim ({l/n‘l—n— €/n3+3n2>.

n—-+00

(Reseni: -1)



Postup reseni: Oznacme n-ty clen zadané posloupnosti symbolem a,,. Nejmensi spolecny

11

ndsobek 3 a 4 je 12. PouZijeme tedy vzorec a'?> — b2 = (a — b) 3. a*b''7F, kde a =
k=0

R/ (n* —n)? ab= /(n3+ 3n?)% Timto rozsirenim dostdvdme

n* —n)3 — (n3 + 3n?)*

(
11
> (nt —n)

k=0

Ap =

k 11—k
4

(n3+3n2)"s

Nejvyssi mocniny jak v Citateli tak v jmenovateli jsou 11 (n'? se v Citateli i jmenovateli
odectou), a tedy rozhodnou koeficienty u téchto mocnin. Upravime-li jmenovatel do tvaru

11 1 % 3 llgk
n 3 y
=0 n n

pak kazdy scitanec sumy jde k 1 a celkové tedy koeficient u n'' je ve jmenovateli 12. V
Citateli mizeme vyuZit binomickou vétu a zjistime, Ze u n'' je koeficient —12. Celkem
tedy limita vyjde —1.

Priklad 6.18 Vypoctéte (v R; existuje-li)
lim n~Y/2 (\/m+ Va2n —V3n + 2) .

n—-4o00

(Reseni: 1+ /2 —/3)

Postup reseni:

lim n~1/2 (\/n—l— 1++vV2n— \/3n—|—2) =

n—-+0o0o
1
b (1ede v /342
L o 14v2- V3
nz2

lim
n—-+o0o

Priklad 6.19 Vypoctéte (v R; existuje-li)
lim n'/? (\/nJr 14+ 2vn —3vVn+ 2) .
n—-+00

(Reseni: —5/2)
Postup reseni:

n%(n+1+4n+4 n(n+1)—9n—18>
lim n'?(Vn+1+2/n—3vn+2)= lim

n—r-+00 n—s-00 vn+1+2yn+3yn+2
1
y n2 (4\/n(n+1)—(4n+17)> 4y/n(n+ 1) + (4n + 17)
= 11m .
n=too  \/n+1+2yn+3vn+2  4y/n(n+1)+ (4n +17)
nz (—120n — 289) 120 5

= lim - _ —_-

notee (V14 2y/n + 3v/n 1 2) (4 n(n+1)+(4n+17)> 6-8 2




Priklad 6.20 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim <\/n2+\/n4+\/n8+1—n\/1+\/§>.

n——+oo
(Reseni: 0)
Postup reseni: Vyraz rozsirime cislem (\/n2 + \/n4 +vn8 +1+ n\/l =+ \/5) a pou-
Zijeme vzorec pro a® — b*. Tim dostaneme
n? 4+ vnt+vn8 +1—n?—/2n? _ \/W—n\/T—\/inZ
Ny SV ey R A WA orwy/r s R4
Opét rozsitime, abychom se zbavili nejvyssi mocniny v Citateli. Dostavame

n' +vn® +1—2n*
<\/n2+ m+n\/1+\/§> <\/n4+\/n87+1+ ﬂrﬂ)'

n =

ayn —

Abychom se zbavili posledni odmocniny, rozsirime naposledy, nyni vijrazem vV/nd + 1+n?,

nd+1—nd
an:b7—>0,
n

jako b, jsme oznacili jmenovatel vyrazu, o kterém plati, Ze jde do plus nekonecna -
vyslednd limita je tedy rovna nule.

Priklad 6.21 Vypoctéte (v R; existuje-li)

n—-+oo

lim n< n2+(—1)n\/ﬁ—n>.

(Reseni: neexistuje)
Postup teseni: Zadanou limitu rozsirenim upravime na tvar

y n(—1)"/m
1m .
n—+4oo n2 + (_1)n\/ﬁ +n

Pro sudé hodnoty n je limita do plus nekonecna, pro liché minus nekonecno. Limita tedy
neexistuje.

Priklad 6.22 Vypoctéte (v R; existuje-li)

hm (\/an—i— —v/n)Van + 3

pro a € RT.



(Re§e7zi.‘ +ooproa>1,1proa=1, —co proa <1)
Postup reseni:

N 4

Pro a # 1 je v citateli vyssi mocnina neZ ve jmenovateli. Pro a > 1 dostdvame vysledek
400, pro a < 1 naopak —oo. Pro a =1 plati

I Vian +3 lim 2\/”+4
1m @ —F—
n—+00 \/n—l—l—i—\/ﬁ n—+oo \/n + 1 -|-\f

Priklad 6.23 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim nF! (Vnk+1— {C/nk—1>

n—-+00

pro k € N.
(Reseni: 2/k)

Postup Teseni: PouZijeme vzorec a* — b* = (a — b) Z albF—1-7

7=0
2) k—1
lim n* (\/nk—i—l \/nk—1>: lim n

n—-+oo n——+oo k—1 j k—1—j

> (P +1)k(nk —1) F

7=0
2nk‘—1

= 1151_1 1 .

nF1 ST (1 + k) k(1 — k)

=0

Ve jmenovateli je suma citajict k clend, z nichZ kaZdy md limitu jedna. Vyslednd limita
: 2
Jje tedy 7.

Priklad 6.24 Urcete ¢isla a,b € R tak, aby platilo

. 3

lim <\/1—n3—an—b> =
n—-+00

(Reseni: a = —1,b=0)

Postup teseni: Necht a, znaci n-ty clen posloupnosti na levé strané zadané rovnice.

Vytnutim nejuyssi mocniny ziskdvame



Pokud by a < —1, pak by predchdzejici limita vysla +oco, pokud by a > —1, pak lima,, =
—o0. Jedind Sance je tedy pro a = —1. Pak posloupnost a, bude vypadat

an=v1—n3+n—>.
Rozsirenim cislem (1 —n?)%/3 — /1 —n3(n — b) + (n — b)? dostaneme

1—n3+(n—10)3
(1 —-n3)2/3 =T —n3(n—b)+ (n—b)2

Vytknutim nejvyssich mocnin ziskdme

ap —

n? [—364—%4—%

n2 [(1/n3 —1)2/3 — (1 —b/n)(1/n3 — 1)1/3 + (1 — b/n)?] — —b.

ap =
A tedy musi platit, Ze b = 0.

6.3 Limity s obecnou mocninou

Priklad 6.25 Vypoctéte (v R; existuje-li)

T
n—+oo (_2)n+1 + 3n+1'

(Reseni: 1/3)

Postup teseni: Vytgkdme exponencidlu s nejvétsim zdkladem. Plati

. (=2m+3" 3 ((=5)"+1) 1
w2yt 4 30 b3 (2(C2)713) 8

Priklad 6.26 Vypoctéte (v R; existuje-li)

L= lim o™t
n—-+00

pro a € R.
(Reseni: L =+o0 prola|>1,L=0prola|<1, L=1prola|]=1)
Postup Teseni: Exponent n? + n miZeme prepsat do tvaru n(n + 1), coZ je sudé éislo.
(Pokud je n sudé, pak n+1 je liché a naopak. Soucasné plati, Ze sudé krdt liché je sudé.)
Plati tedy a™*™ = |a|"**". Protoze posloupnost (|a[™ ™) je vybrand z (|a|™), dostdvdme
ndsledugjict limity.

° |a| >1: L =+4o00.

e |a|<1:L=0.

10



o laj=1:L=1.

Priklad 6.27 Vypoctéte (v R; existuje-li)

an

ngg-loo 1+ a2n
pro a € R~ {£1}.
(Reseni: 0)
Postup teSeni: Pro pripustné hodnoty parametru a takovych, Ze |a| < 1, je vysledek
zjevné 0. Pro |a| > 1 upravime limitu na tvar

n n
. a .
lim T on = lim B
n—+oo 1 +a*”  n—+oo g (cTn + a”)

. 1
= lim T .-
n—-+o0o o + a”

Z tohoto tvaru je jiz patrné, Ze i pro tyto hodnoty parametru a je limita rovna nule.

Priklad 6.28 Vypoctéte (v R; existuje-li)

at—a "

im ——
n—+oo g™ +a "
pro a € R~ {0,£1}.
(Reseni: 1 pro |a| > 1, -1 pro 0 < |a| < 1)
Postup teseni: Pro |a| > 1 vytkneme a™. Plati
a”—a " 1—a 2"
n—+oo a® +a~" no+oo 1+ q—2n

n

Pro |a| < 1 vytykame a™",

) a —a " . a?” —1
Iim ———= lim — = —1.
n—+oo @ +a~" n—+oo a2 + 1

Priklad 6.29 Vypoctéte (existuje-li)

i l+a+a?+...+a"
11m
n=too 1+ B+ B2+ ...+ 7

kde o, € C: |a| < 1,[B] < 1.

(Reseni: E}

Postup reseni: VyuZijeme zndmého vzorce pro soucet n cleni geometrické posloupnosti.
Platy

. l+a+ad’+...+a” . 1l—a™!t 1-8 1-3
lim = =
notoo 1+ B+ B2 +...+ 6"

_nﬁlrfoo l—a 1—pntl  1—a

11



Priklad 6.30 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim V2V2V2... V2.

n—+o0o
(Reseni: 2)
Postup reseni:
ok noog i .
Vavave. o We =] V2=]]2* — g ?F
k=1 k=1

12



