4 Ctvrty tyden

4.1 Supremum a infimum mnozZiny

Priklad 4.1 Zapiste pomoci kvantifikatori definice minima, mazima, infima a suprema
podmnoziny R. Cemu se rovnd sup() a inf 0?2

Postup reseni: Necht M C R. Pak
i. @ € M je minimem M, pravé kdyz (Vx € M)(a < z),
it. @ € M je maximem M, pravé kdyz (Vo € M)(a > z),
ii. a € R je infimem (nejvétsi dolni zdvora) M, pravé kdyz
(Vz e M)(z > a),
(Vb e R, b > a)(Fx € M)(z < b).
. a € R je supremem (nejmensi horni zévora) M, pravé kdyz
(Ve e M)(z < a),
(VbeR,b< a)(Fz € M)(x > D).
Pro prazdnou mnozinu plati sup ) = —oco a inf ) = +oo0.

Piiklad 4.2 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: )
n

M = N;.

{Sn—i—l ne }

(Reseni: min M = inf M = 1/2, sup M = 2/3, mazimum neezistuje)

Postup teseni: Tipneme si, Ze minima je nabyvano pro n = 1, tento tip nasledné ovérime.
Plati:

—_

2n
>77
n+1~— 2
dn > 3n 4+ 3,
n>1.

Minima je tedy opravdu nabyvano pro n = 1 a mé hodnotu % Protoze minimum M

existuje, pak inf M = min M. U suprema tipujeme (na zakladé limitniho pfechodu)
hodnotu %, tento tip nasledné ovérime.

i. Nejdfive ukazeme, ze 2/3 je horni zavora:



2
on < =(3n+1),

-3
2
2n < 2 -
n < n+3,
0<2
73'

1. Nyni ukadZeme, Ze je to nejmensi horni zavora:

2n 2
= Z_
(Ve > 0)( nGN)(3n+1>3 5),

2
2n>2n+§—35n—5,

- 1 /2 2 1
n>—|z—¢)]=——-.
3 \ 3 9¢ 3
Nyni sta¢i volit n = || & — %|] + 1.

3

Priklad 4.3 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: 5
X

M = RY.

{x2—|—10 ve }

(Reseni: inf M = —oo, sup M = 400, minimum ani mazximum neexistuje)

Postup reseni:

o inf M = —oc:

Ukazeme, ze mnozina je neomezend zdola, tedy

23
inf M = —o0 < R)(d R .
in 00 (Ve e R)(Fz € )<x2+10<c>

Predpokladejme, ze x je zaporné. Pomoci odhadu shora dostaneme
3 < 3 T
e S A
2+10 222 2

pro 22 > 10. Staéi tedy volit napiiklad = = —2|c| — 10.



o sup M = +oo:

Ukazeme, ze mnozina je neomezena shora,

25
M = R)(3 R)| —— .
sup +o00 <= (VeeR)(Iz € )<x2—|—10 >c>

Opét vyuzijeme vhodného odhadu. Pro = > 0, kde 22 > 10, plati

x> 3

> =
22 4+10 7 z2422 2

| 8

Staci tedy volit napiiklad max{2¢ + 1,100}.
Minimum ani maximum mnoziny M neexistuje.

Priklad 4.4 Zkuste uhdadnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte:
2y/x =3
M = L
V42
(Resend: inf M = —3/2, sup M = 2, minimum ani mazimum neezistuje)
Postup reseni:

‘JUE(O,-FOO)}.

o inf M = —3/2:

i. Nejdrive ukazeme, Ze -8/2 je dolni zavora:

(Vz € (0, 450)) <m’ > —3/2) ,

2y/x —3> —%(\/EM),
23> —VE-3
7
FVr =0,
Vo 0.
1. Nyni ukdZeme, Ze je to nejvétsi dolni zdvora

2z -3
VI +2

3
2f—3<—§f—3+s\/a?+2e,

(;—5>\/§<2€.

(Ve > 0) (3z € (0,4+)), ( < =3/2 —|—e> ,



Pro ¢ > % nerovnice plati pro libovolné x, volime tedy napriklad x = 68
(#jardajagr). V opaéném pripadé staci volit \/x = 6(% — )7L, tedy presnéii,
za x volime druhou mocninu tohoto vyrazu. Infimum neni nabyvdno, tedy
minimum neexistuje.

e supM = 2:
1. Nejdrive ukdZeme, Ze 2 je horni zdvora:

(V2 € (0, +00)) <2\/€+—23 < 2),

2Vx — 3 < 2(Vx +2),

2Vx — 3 <2z + 4,
0<1.

1. Nyni ukdZeme, Ze je to nejmensi horni zdvora:

(Ve > 0) (3 € (0, +00)) (2\\//5;5’ > 9 —5) ,

2V — 3> 2V + 4 —evx — 2¢,
eV > 7 — 2¢,
7
Vo> - —2.
g
49

Nyni staci volit napriklad /x = g, tedy x = Zz. Supremum neni nabyvdno,
mazximum tedy neexistuje.

Priiklad 4.5 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-
Zte: )
M = 1——,2].
n(-2)
neN

(Reseni: min M = inf M = 1, sup M = 2, mazimum neezistuje )
Postup teseni: Dokdzeme, ze M = (1,2). Inkluze (1,2) C M je jednoduchd. Necht
x € (1,2), pak

1<z <2,

a tedy jiste pro kazdé n € N plati, Ze
1
1-—<z<?2,
n

a celkem tedy x € M. Druhd inkluze M C (1,2). Necht x € M, pak x musi spliiovat dvé
nerovnosti:

1
1——<z,VneN,
n

4



T < 2.

Z proni podminky plyne, Ze x > 1, Ze druhé x < 2. Celkem x € (1,2). Dokdzali jsme
tedy, ze M = (1,2) a nyni je jiZ uloha jednoduchd. Jednoduse lze ukdzat, Ze min M =
inf M =1 asup M = 2. Mazximum neexistuje.

Priiklad 4.6 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: .
M= (0, 2— n> .
neN
(Reseni: inf M = 0, sup M = 2, minimum ani mazimum neexistuje )
Postup teseni: Obdobné jako u minulého prikladu ukdzeme, Ze M = (0,2). Z toho jiz
plyne, Ze minimum ani mazimum neexistuji, inf M =0 a sup M = 2.

Piiklad 4.7 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte:
1
M=< —F—— eN;.
{@,) rz|” }

(Resent: min M = inf M = 3/7, sup M = 1/2, mazimum neezistuje)

Postup teseni: Tipneme si, Ze prvky mnoziny tvori ostie rostouci posloupmost, a mi-
nimum nastane pro n = 1. Supremum si tipneme limitnim prechodem n — +oo, tj.
. _ 1 o .

tipneme sup M = 5. Dikaz:

1. Minimum:

Ovérime, Ze minimum je Tovno :

Minimum je tedy skutecné nabyvdno pro n =1 a md hodnotu %

7. Supremum:



Nejprve overime, zda je % horni zdvorou:

1 >
7_57
(3)" +2
> 1 - 2¢,
(3)" +2
1 n
2> (1-—2e) <2+<3> >,
1—2¢
3" .
> 4e

Abychom mohli nerovnici zlogaritmovat, odhadneme vijraz jeho absolutni hodnotou
a soucasné v odhadu pricteme jednicku, abychom se vyvarovali logaritmovdni nuly
(pro hodnotu e = 3 ). Plati

1—2e
4e

1—2¢

1>
+ 4e

3">’

1-—2¢
n > logs 1

T 1) .
Vhodné n muzZeme volit napriklad takto:

e ()

Priklad 4.8 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-
Zte:
{ 1
M=<qa+—
a

(Resend: inf M = 2, sup M = +00), minimum ani mazimum neezistuje)

Postup teseni: Hypotéza: na intervalu (0,1) by mohla byt funkce monotonni. Jdeme-li
s a k nule (zprava), vyraz jde k plus nekonecnu (tip na supremum), jdeme-li k jednicce,
vyraz jde ke dvojce (tip na infimum).

aE(O,l)}.



.

Infimum: Nejprve ovérime, zda je 2 dolni zdvorou:

1
a+—->2,

a
a®—2a+1>0,
(a—1)%2>0.

Nerovnost plati, pruni podminka infima splnéna. Druhd podminka md tvar

1
a+—-<2+c¢,
a
a?+1
a
a2 —2a+1
— <
a

—2 <k,

Nyni pouzijeme odhad, a € (0,1) plati tedy, Ze a® < 1,

a?—2a+1 1—2a+1
< <

a a
2 —2a

a
2

24¢

Y

<e,

< a.

Pro splnéni nerovnosti a soucasné zachovdani a € (0,1) staci volit a jako primér
mezi spodni hranici a jednickou, tedy

sup M = +o00: chceme ukdzat, Ze mnozina neni shora omezend, tj.

(VK € R)(Ja € (0,1)) <a+(11 > K) :

Plat?
1 241
a+->K & @t > K.
a a
Dile vyuZijeme odhad a® > 0,
2
a“+1 1
> - > K.
a a
Staci tedy volit napr. a = min{ﬁv %}



Piiklad 4.9 Zkuste uhddnout supremum, platnost své domnénky dokazte a rozhodnéte,
zda je supremum nabyvdno:

n®+3n+5
sup ﬁ nEN .

5 s 23 o _
(Reseni: —%, nabyvdno pro n = 3.)
Postup reseni:
MnoZinu oznacime M o ukdZeme, Ze sup M = —%. Tuto hodnotu muzeme ziskat
vySetrovanim monotonie posloupnosti tvorené prvky M. Pruni podminka md tvar

2
n“+3n+5 <_23>‘

(V”EN)< 1-2n  — 5

FEkvivalentnimi upravami dostdavame

2
3 5 23
% < —F ©5(n” +3n+5) > ~23(1 - 2n) & 5n° — 3In +48 > 0.
—2n
Nerovnice md diskriminant D = 9611 —5-4-48 = 961 — 960 = 1. Nulové body tedy jsou
n =3 any = 1—56. Vyse uvedend nerovnost tedy plati pro vsechna prirozend cisla a pro
n = 3 dokonce plati rovnost. Nasli jsme tedy mazimum dané mnoZiny, které je soucasné

supremem.

Piiklad 4.10 Dokazte ndsledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nabgvdno.

. 3r+1— 222
infd =——— "
2+ bx

a:G]R+} = —2.

Postup teSeni: Nejprve ukaime, Ze —2 je dolni zavorou, tj. (Vz > 0) <% > —2).

Jednoduchymi upravamsi dostavame
3z +1—22%> 222 — 10z < 1> —13z,

a vyrok tedy plati. Rovnost nenastdvd pro Zddnd pripustnd x. Ddle ovérujme druhou

podminku, tj.

3z + 1 — 222
z? + bz

Prevedenim -2 na levou stranu zjistime, Ze mdme za ukol nalézt x > 0 tak, Ze

(Ve > 0)(Jz > 0)( < —2+¢).

3z +1—222+4+222+10z 13z +1
= < E.
2 + bx 2 + bz

S vyuZitim odhadu dostdvdme

13+1 _ 130+13-5 _13(+5) _ 13
22 +5x = 22+5x  z(r+5) oz

Volime tedy napriklad x := % + 1.



Piiklad 4.11 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdana:

nGN}.

(Reseni: sup M = 1, inf M = —1, nejsou nabjvdna )
Postup reseni:

(_1 n+1

far+ 2

o Tipneme, Ze sup M = 1. Musime ovérit dvé podminky:

; (=p"tt .
i. (VneN) ((—1)n + E < 1).
Pokud bude n sudé, pak predchdzejici nerovnost prejde na tvar 1 — % <1, coz

jisté plati. Pro n liché dostdvame —1 + % < 1, ktera opet plati.

ii. (Ve > 0)(3n € N) ((—1)” p U S g) :

n
K danému € budeme n hledat mezi sudymi c¢isly. Pro né predchdzejici rovnice
dostane vyraz

1 1
l—-—=-1>-c¢&n>-.
n €

Volme tedy napy. n = 2[1] + 2.

o Nyni ukdZeme, Ze inf M = —1. Opét musime ukdzat dvé podminky:
i (vn e N) ((~1)7 + S8 > 1)
Pro n sudé dostdvdme nerovnost 1 — % > —1, kterd plati pro kazdé n € N.
Pokud je n lich€ pak dostdvdme nerovnici —1 + % > —1, ktera take plati pro
kaZdé n.

y (=t .
ii. (Ve > 0)(3n € N) ((-1)% + G oy g).
Budeme hledat mezi lichymi n. Pak predchdzejici nerovnost prejde na tvar
1 1
—“1+-—<-14c&n>-.
n €

Volme tedy n=2[1] 4+ 1.
Priklad 4.12 DokaZte nasledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nebo supremum
nabyvdno.
i inf{z® —2? —z + 2|2 €(0,2)} =1,

ii. sup{x® —2? —x+ 2|2 €(0,2)} = 4.



(Reseni: Obé jsou nabyvdna)
Postup reseni:

i. Pruni podminka infima md tvar
:L‘3—:U2—x—|—22 1.
FEkvivalentni upravou lze prevést na tvar
22— —z+1 > 0.

Pozorujeme, Ze +1 jsou korfeny, po rozkladu (déleni polynomu polynomem) dostd-
vdme nerovnost

(x —1)*(z+1) >0.

Pro x € (0,2) predchdzejici nerovnost plati, navic pro x = 1 nastdvd rovnost. Nasli
jsme tedy minimum (a tedy i infimum).

1. Pruni podminka suprema md tvar
933—:L"2—:v—|—2§4.
FEkvivalentni dpravou lze prevést na tvar
1:3—:U2—x—2§0.
Opét se da uhddnout koren x = 2. Po rozkladu na soucin dostdvdame
(22 + x4+ 1)(z—2) <0.
Pro x € (0,2) je proni zdvorka vZdy kladnd, druhd vZdy nekladnd. Rovnost nastavd

pro x = 2, nasli jsme tedy mazimum (a tedy i supremum,).

Piiklad 4.13 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdna:

22
M- n+n+11neN '
n?+5

(Reseni: inf M = 2, sup M = 3, supremum je nabjvdno, infimum ne)
e Nejprve ukaZeme, Ze inf M = 2. Opét ovérujeme dvé podminky:

i. (Vn € N) (2252501 > 9).
ekvivalentnimi upravami dostdavame nerovnost n + 11 > 10, kterd plati pro

kazZdé n € N. Rovnost nenastdvd pro Zadn€ prirozené n.

10



ii. (Ve > 0)(3n € N) (%fg“ <2 —i—e) .~

Nerovnost upravime na tvar

2 &
215 <2+4¢ w2 1

m2+n+11 n+1
2

Potom pomoci jednoduchych odhadi dostdvame,

n+1<n+1<2n 2
n2+5 n? n2 n

Staci tedy volit n = [2] + 1.

o Nyni ukdZeme, Ze sup M = % V tomto pripadé mdme ukdzat

i (vn e N) (224l < 1)
Plati
2n? 11 7
ANt e tan+33<
n®+>5 3
s0<n?—3n+2.

Polynom na prave strané md koveny n1 = 1 a no = 2. Vidime tedy, Ze vyrok

plati. Zdroven nastdvd rovnost pron = 1 ¢in =
nabyvano a mazximum ezistuje.

Priklad 4.14 Tipnéte si supremum a infimum mnoZiny
M = {a? € ]Rﬂ sinxcosx = 0}.

Spravnost svych tipi dokazte.
(Reseni: sup M = +oo, inf M = 0)

Postup fesent: Uvazujeme x € R, soucasné © = 0 zjevné 7esi danou rovnost, minimum
(a tedy i infimum) mnoziny je tedy 0. Rovnici ddle vyhovuji vSechna TeSeni ve tvaru
x = km; k € N (tam je sin(z) = 0, vSechna feseni rovnice jsou x = *T), supremum

7n? + 35,

2, a tedy supremum je

mnoZziny je tedy plus nekonecno, coz formdlne dokdazeme. Chceme ukdzat:

(VK € R)(3z € R}, sinzcosz = 0)(z > K).

V tomto pripadé staci volit
z = ([|K|] + ).

11



Priklad 4.15 Bud )
M:{sin nEN}.
n

Urcete, cemu se rovnd inf M a svou hypotézu dokazte. Mize se hodit nerovnost sinx < x
platnd pro x > 0.

(Reseni: inf M = 0)

Postup reseni: Jdeme-li s n — 400 argument se blizi nule, tedy nds tip je inf M = 0.
Tuto hypotézu ndasledné ovérime.

1. Proni podminka mad tvar

(¥n € N)(sin (1> > 0).

n

Podminka je splnéna, nebot sinus je funkce kladnd na intervalu (0,7), a tedy i na

(0,1).

1. Druhd podminka md tvar

(Ve > 0)(3n € N)(sin <1> <o)

n

S vyuZitim zminéné nerovnosti dostdvdme odhad

"(5) <
sm|— | < —<e.
n n

Staci tedy volit n = [ 1] + 1.

Piiklad 4.16 Bud
M, = {az® 4 2z — 3ax — 6 |z € R}.

Urcete, cemu se rovnd inf M, a sup M, v zdvislosti na parametru a € R, a svou hypotézu
dokazte.
(Reseni:

e a=0:supM, = +oo, inf M, = —o0,

. 24 19g4

e a>0:supM, = +oo, inf M, = —Ja"+12a+4 41(?“ !
2 9 i .

e a<0:supM, =2+l J}GZ“ 4 inf M, = —oo.

)

Postup reseni:

12



e a = 0: Mnozina ma tvar
My = {2z — 6|z € R}

MnoZina je zjevné neomezend, infimum tedy bude —oo a supremum o0, coz for-
malné dokazZeme. Pro supremum je treba pro kazdé K € R najit x tak, aby platilo

K
2t —-6>K < x> ;6.

Volime tedy napriklad x = % + 1. Podobné u infima pro kazdé D € R hledame
x splnugjici

D+6
r—6<Dexr< + .

, v 7 _ D+6
Volime tedy naptiklad x = =5= — 1.

e a > 0: MnoZina predstavuje konvexni parabolu, jeji supremum tedy bude jisté +oo,
coZ nasledné ukdZeme. Pro kazdé K € R chceme najit © spliujict

ar’ +2x —3ax —6 > K < ax’+2x —3ax —6 — K > 0.

Ze vzorce pro teseni kvadratické rovnice pro K > —6 dostaneme, Ze vhodnym x je
napr.

3a—2++/(2—3a)2+4(6 + K)a
xr =
2a
Pro K < —6 muZeme volit napr. x = 0.

+ 10.

Pri hledani infima nejprve nalezneme vrchol paraboly. Ten se nachdzi v bodé

3a—2 9a%2+12a+4
2a 4a ’

jehoz druhd soutadnice je nd$ kandidat na minimum (infimum). Tento tip do-
kdzZeme. Proni podminka md tvar

9a% + 12a + 4
4a ’
4a?z? 4+ (8a — 12a°)x + (3a — 2)? > 0.

aa:2+23:—3a:£—62—

Diskriminant nerovnice je roven nule, dosazenim zjistime, Ze uvedend nerovnost

plati. Soucasné pro x = 3‘;;2 nastdvd rovnost, nasli jsme tedy minimum, a tedy ¢

mfimum.

e a <0 V tomto pripadé mnozina predstavuje konkdvni parabolu, infimum tedy bude
—0o0 a suprema bude nabyvano wve vrcholu paraboly. Formdalni dukaz by probehl
analogicky jako v pripadé a > 0.

13



Piiklad 4.17 Mohou existovat dvé mneprazdné podmnoziny A, B C R s vlastnostmi
supA=supB, infA=infB, ANB=0?

(Reseni: ano, napr. A=Q a B=R\ Q)
Postup teseni: Ano. Napriklad A licha cela ¢isla, B sudd celd ¢isla. Nebo raciondlni a
iractondlni cisla.
Priklad 4.18 Dokazte, Ze pro A, B C R plati
sup(A U B) = max{sup A, sup B}, inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

Diskutujte zvldst pripady, kdy A nebo B jsou prdzdné ¢i shora/zdola neomezené mnoziny.
Postup reseni:

i. sup(AU B) = max{sup A, sup B}:
Nejprve diskutuyme trividalni pripady. Pokud alespori jedna mmoZina je prdzdnd,
napt. A = ), pak AU B = B, sup A = —o0, max{sup A,sup B} = sup B. Rov-
nost tedy plati. Pokud jedna mnoZina je neomezend shora, napt. A, pak sup A =
400, mnozina A U B je taky meomezend a turzeni opét trividlni plati protoZe
max{+o0,sup B} = +oo.

Nyni pro prehlednost definujme:

sup A = a,
sup B = f.

JelikoZ to jsou suprema, vime, Ze plati 4 podminky:

[\)

~— — ~— ~—
o~ o~ o~ o~
~— — ~— “—

Pripad jesté rozdélime na 2 pripady - bud o > 8 ¢i o < B. V pronim pripadé
mame max{c, B} = o a mdme ukdzat, Ze sup{AU B} = . Z podminek (1) a (3)
plyne

(Vx € AUB)(x < «),

jelikoz B < a. Mdame tedy dokdzanou proni podminku suprema. V druhé podmince
mame ukdzat, Ze

(Vo' € R, < a)(Fz € AUB)(z > o).

14



Ta je splnéna diky podmince (2). At nam totiZ nepfritel dd libovolné o hledané
x € AU B najdeme v mnoziné A podle podminky (2), o které vime, Ze plati.
Dokdzali jsme tedy, zZe sup{ AU B} = «, coZ jsme chtéli. V druhém pFipadé, tj. kdy
B > a postupujeme obdobné. Zrychlené tedy: mame dokdzat, Ze sup{AU B} = 3.
Opét spojenim podminek (1) a (3) dostdvdme proni podminku suprema

(Vx e AUB)(xz < ),
jelikoz B > «. Druhd podminka suprema nyni plyne z podminky (4), z ni totiz
plyne
(V8 eR,8 < B)(3x € AUB)(x > ).
it. inf(A U B) = min{inf A, inf B}
Dukaz formaln€ stejng jako v pripadé suprem.
Priklad 4.19 Bud A C R. Definuyme —A := {—z|xz € A}. Dokazte, Ze
sup—A =—inf A, inf—A = —supA.

Postup r1eseni: Dokazeme, Ze sup—A = —inf A. Pro prehlednost oznac¢me inf A = «.

Pak z proni podminky infima mdme
(Vz e A)(x > a).
Vyndsobenim nerovnosti ¢islem —1, dostdavdme vyrok
Vze A)(—z < —a) & (Ve e —A)(z < —a),

a tedy —a je horni zdvorou mnoziny —A. Nyni ukdZeme, Ze tato zdvora je mejmenst.

Druhd podminka inf A = « Fikd, Ze
(Vo' e R, > a)(Fz € A)(z < o).
Tento vyrok miZeme ekvivalentné prepsat:

& (Vo eR,d > a)(Fz € A)(—z > —d)
& (Vo eR,d > a)(Fz € —A)(z > —d)
s V-—d eR,—d < —a)(Fzre -A)(z > —-d),

a tedy —a je nejmensi horni zdvora.
Druhd rovnost se dokdzZe obdobné.

15



4.2 Pojem posloupnost, vybrana posloupnost, monotonie posloupnosti

Priklad 4.20 Pomoci kvantifikdtori zapiste definici omezenosti posloupnosti, definici
vybrané posloupnosti a definici skorovybrané posloupnosti. Tyto definice znegujte.

(Reseni:
e Posloupnost (ay,) je omezend prdavé tehdy, kdyz plati

(3K € R)(Vn € N)(Ja,| < K).

Negace:

(VK € R)(3n € N)(|an| > K)

e Posloupnost (a,) je vybrand z posloupnosti (by,) pravé tehdy, kdyz plati
(3(kn), {kn} CNA (Vn € N)(kpt1 > kn))(Vn € N)(a, = bg,).

Negace:

(V(kn), {kn} C NA (Y0 € N)(kps1 > kn))(3n € N)(an # by,,)

e Posloupnost (ay,) je skorovybrand z posloupnosti (by,) prave tehdy, kdyz plati
(3(ky), {kn} CNA (Va € RT)(Ing € R)(Yn € N,n > ng)(an > @) (¥n € N)(a, = by,).

Negace:

(V(kn), {kn} CNA (Va € RT)(Ing € R)(Vn € N,n > ng)(a, > a))(3n € N)(a, # by,)

)

Priklad 4.21 Rozhodnéte o monotonii (ostrd/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),
kde

. n
1. Ap = 2_n’
. ap = n® — 5n2.

(Resent: i. neostre klesajici a omezend, ii. omezend zdola)
Postup reseni:
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_ n
i. Resime-li monotonii a, = o ptame se, zda (Vn € N)(an4+1 < ay,). Plati

n+1 n
Posledni nerovnost je pravdivd, a tedy pro kaZdé n prirozené plati apny1 < ap.
Posloupnost je (neostre) klesagict, protoZe plati a1 = az = %
Posloupnost je tedy omezend shora prdvé hodnotou %, soucasné je omezend zdola,
protoze se jednd o posloupnost kladnych cisel, tedy je omezena zdola nulou. Po-

sloupnost je tedy omezend, nebot je omezend zdola i shora.

i. Restme-li monotonii a, = n> —5n?, opét se ptame zda (Vn € N)(an+1 < ay). Plati

(n+1)> = 5(n+1)% > n? — 5n?,
n3—2n2—7n—4>n3—5n2,

3?2 —Tn—4>0.

Studujeme, kdy je nerovnost pravdivd. Kvadraticky clen md za korenyny = 2.81,n_ =
—0.47. Nerovnost je splnéna pron > 3, a tedy pro tyto hodnoty n plati apy1 > an.
TakzZe zde je posloupnost ostie rostouci. Pro n = 1,2 je ostre klesajici. Celkové
tedy posloupnost nent monotonni.

Posloupnost nabyva minima as = —18, a je tedy omezend zdola. Shora omezend
nend, nebot plati (VK € R)(3In € N)(n® — 5n? > K). Pokud odhadneme cleny
posloupnosti zdola, dostaneme n> — 5n? > n? > n > K. Kde u proni nerovnosti
pozadujeme n > 6. Proto staci volit n = | K| + 7.

Piiklad 4.22 Rozhodnéte o monotonii (ostrda/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),

kde
2n+3
iy = —5———
n?2+3n+1’
it anp = (n —+/n)™.
(Reseni: i. ostre klesajici a omezend, ii. ostre rostouci a omezend zdola)

Postup reseni:
i. Nejprve vyfesime monotonii. Ptdme se, zda plati (Vn € N)(an+1 > ay,), tedy zda
2n+5 S 2n+3

(n+1)2+3n+4 " n?+3n+1’
n?+4n+5<0.

Uvedend nerovnost nenastdvd pro Zadné n € N. Pro kaZdé prirozené n tedy plati
nt+1 < an a z definice je to ostre klesajici posloupnost. Mazximum nabyvd pro
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n =1, pro které a1 = 1, a je tedy omezend shora. Posloupnost je ziejmé omezend
zdola, a to napriklad nulou - jednd se o posloupnost kladnych clent. Posloupnost
je tedy omezend.

ii. Nejprve vyiesime monotonii. Ptame se, zda (Vn € N) (anpt1 > ay):

an = (n—vn)" = (vVn(vn—1))"
<(Wn+il(Wn+1-1)" (5)
=(n+1—vn+1)"

Nyni pro n > 2 plati, Ze vyraz wvniti zdvorky je vétsi nez 1, a tedy plati nerovnost

n+1-vVn+1D)"<(n+1-—vVn+1)"" =a,p.

s vs

Soucasné a; = 0 aaz = (2—+/2)2, co? je jisté kladné cislo. Celkové tedy dostdvdme,
Ze se jednd o ostre rostouci posloupnost. Jednd se o posloupnost kladngch cisel, tedy
je jisté omezena zdola (napt. nulow). Zbyva tedy ukdzat, Ze je neomezend shora, tj.
(VK € R)(3ng € N)(Vn > ng)(an > K). Plati odhad

(n— V)" > n—va>va(vi-1).

Proni nerovnost plati pro n > 3, posledni vyraz pak lze pro n > 5 odhadnout
nasledovné

Vvn(vn—1)>+vn> K.

Staci tedy volit ng = max{|K?| + 1,5}. Posloupnost tedy neni omezend shora.

Priklad 4.23 Vysetrete (stejngmi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

_5x+3
2 —2°

f(x)

(Reseni: ostre klesajici na (—o0,1) a ostie klesajici na (1,+00) )
NS v g .. _ 5z43 Lo, Ly,
Postup Teseni: Vysetrujeme monotonii funkce f(x) = 575 na jejim definicnim oboru

Dy =R~ {1}. Predpoklddejme, Ze v <y a ukdZeme, Ze plati f(x) > f(y) :

or+3 _ by+3
20 -2 2y—2’

9 4 5 4
§+m—1 5_’_3/—17
1 1
r—1 g1

Monotonii vysetiujeme zvlast na intervalech (—oo,1) a (1,+00).



o (—o0,1):
Vyndsobenim nerovnice zapornymi cisly x —1 a y — 1 dostdvdame y > x, coZ jsme
predpoklddali. Funkce je tedy ma tomto intervalu ostie klesajict.

o (1,+00):
Podobné zde dostdvame vyndsobenim nerovnost y > x, a tedy funkce je ostre kle-

sajict © na tomto intervalu.

Priklad 4.24 Vysetrete (stejngmi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce
flay=u+
x)=1x+ —.
T

(Reseni: ostie rostouci na (1,00) a na (—oo, —1), ostie klesajici na (—1,0) a na (0,1)

)
Postup teseni: Funkce je lichd. Zameérime, se tedy na resent pro x,y >0 a x < y,
1 1
r+—<y+ -,
z Y
2 2
Ty +y <awy +x,
zy(lx —y) < (z —vy),
(zy —1)(z —y) <0.

JelikoZ x < y, pro platnost nerovnosti staci, aby xy > 1. Reseni se opét rozpadd na
dva pripady.

i. * > 1 a z predpokladu y > x pak zajisté plati, xy > 1, a tedy f(x) < f(y). Funkce
je ostre rostouci na (1,+00).

ii. ©€(0,1) ay € (z,1): xy < 1, a funkce je tedy ostre klesajici pro x € (0,1).
Z lichosti funkce potom plyne, Ze na (—oo, —1) ostre roste a na (—1,0) ostre klesd.

Priklad 4.25 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

f(z) = V3sinz + cos z.

(Reseni: ostre rostouci na intervalech <—2§ + 2km, § + 2km), k € Z a ostre klesajici na
intervalech (% + 2km, 3% +2kn), k € Z )
Postup teseni: Funkci muZeme nasledujicim zpusobem zjednodusit:

f(z) = V3sinz + cosz

3 1
=2 ({ sinx + 2COS$>

™
:2 . ( 7)
sin a:+6
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Funkce sin(z) je rostouct na intervalech (—% + 2km, 5 + 2km), kde k € Z, a klesajici
na intervalech (5 + 2k, 37“ + 2k7), kde k € Z. Pak 2sin (m + %) je rostouci na

2
<—§ + 2%k, g +2%kn), keZ,

a klesajict na

1
(% + 2%, g 4 2%k, ke

Priklad 4.26 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

| In z|

= arct .
J(z) = arctg Inz -1

(Reseni: ostre klesajici na (1,¢e) a na (e, +00), ostre rostouct na (0,1) )
Postup teseni: Funkce arctg je ostre rostouci na R, In je ostre rostouci na RY. Reseni
rozdélime na dva pripady.

e (0,1): predpokladdme x,y € (0,1), x < y. Pak

Inz—1

1
= arctg (-1 + —lnx—i-l>

1
—1ny+1> = f(y).

() = arctg (— Inz )

< arctg (—1 +

Posledni nerovnost plati, nebot 71n1x T < 71n1y 11 @ funkce tedy na tomto intervalu

ostre roste.

e (1,e) nebo (e,+00): predpoklidime z,y € (1,e) nebo x,y € (e,+00) a v obou

pripadech © < y. Pak:
f(z) = arct In
B & Inz—1

1
= arctg ( 1
arcg< +lnzL‘—1>

1
> arctg | 1+ .
Iny—1

_1
Inz—1

Posledni nerovnost rovnéZ plati, nebot

> lny%l, a funkce je tedy ma téchto
intervalech ostre klesajict.
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Piiklad 4.27 Budte (ay,), (bn) rostouci posloupnosti. Rozhodnéte o pravdivosti ndsle-
dujicich vyroki

i. (an + by) je rostouct
ii. (a2) je rostouct
iii. (anby) je rostouct

Pokud vyrok neplati, dopliite (minimdlni) predpoklady tak, aby se stal pravdivgm.
(Reseni: i. plati, ii. neplati, ale plati pokud (ay) je posloupnost nezdpornych cisel, iii.
neplati, ale plati pokud (ay,) a (by) jsou posloupnosti nezdpornych cisel)

Postup reseni:

i. Predpoklddame, Ze (ay) i (by) jsou rostouci posloupnosti, tedy a, < any1 a by <
bp+1. Sectenim téchto nerovnosti dostavame

an + bn < ap+t1 + bn+1a
coZ dokazuje, Ze i posloupnost (a, + by,) je rostouci.

1. Tvrzent neplati, uwvaZujme naptiklad posloupnost a, = —%. Ta je jisté rostouct,

ale soucasné a,% = 1/n? je posloupnost klesajici. Vyjrok je pravdivy za predpokladu,
Ze ap je posloupnost nezdpornych cisel. Za tohoto predpokladu miZeme umocnit
nerovnict an < ant+1 @ dostdvdme a% < a% 11, coZ dokazuge tvrzend.

1i. Tvrzeni opét neplati. JakozZto protipriklad ndm opét miuzZe poslouzit posloupnost
ap = b, = —%. Vyrok je pravdivy za predpokladu, Ze obé posloupnosti jsou nezd-
porné. Predpoklddejme tedy, Ze jsou nezdporné. Potom

bn S bn+1

anbp < apbpi1 < apg1bpga,
coz dokazuje tvrzend.
Piiklad 4.28 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrand) z posloupnosti (ay).
i ap=cV", by=c" (¢>0,c#£1),
. ap =c", b, =D (6>0,c#£1),
i, ap =", by =c"TED (¢>0,¢#1).

(Reseni: i) vybrand, ii) skorovybrand, iii) nic)
Postup reseni:

o Zvolme k, = n?, tedy (k,) je ostie rostouci posloupnost. Z definice vybrané po-
sloupnosti je tedy (by) = (ar,) = (¢) vybrand z (ay) = (¢V™).
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o (ky), kde ky = 4n + 3(—1)", neni monotonni, a tedy (b,) neni vybranou z (a).
Ale (Vn € N)(k, = 4n + 3(—1)" € N), a je tedy skorovybrand.

o (kyn), kde k, = n+ (—=1)" neni monotonni, a tedy (b,) neni vybranou z (a,). A

nend ani skorovybrand, nebot pron =1 je ky =0 ¢ N.

Priklad 4.29 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrand) z posloupnosti (ay).

. - _4n2+4n—|—1
. ap=mn, b,= 1

g n+5 (n+1)1/2+5
1. ap, = , b= —
n+2 (n+1)1/2 +2

n+95 n32 45

1. ap = —— =

" n4+20 " p3242

(Resend: i) vybrand, i) vybrand, iii) nic)
Postup reseni:

2
4"22#‘;_?“ = (221111) =2n+ 1 = agps1. Tedy z definice k, = 2n + 1, coZ je
ostre rostouci posloupnost prirozenych cisel, a (by) je tedy vybrand z (ay,).

® b, = % = a(n-gl)!. Tedy z definice k, = (";1)!, coZ je ostre rostouci po-
sloupnost prirozengch ¢isel, a (by) je tedy vybrand z (ay,).

e b, = Zg%ig = a,3/2. Tedy k, = n3/2 je sice ostie rostouct posloupnost, ale ne
prirozenych cisel. Neni tedy vybrand ani skorovybrand.

Priiklad 4.30 Dokazte, Ze kaZdd prostd posloupnost prirozengch ¢isel ma ostre rostouci
podposloupnost.

Postup teseni: UkdZeme postup jok danou podposloupnost nalézt. Oznacme prostou po-
sloupnost prirozenych cisel (ay,) a hledanou posloupnost (by,). Definujme by = ay. Dalsi
éleny definujeme postupngm prochdzenim posloupnosti (a,) dokud nenalezneme élen s
vy$si hodnotou nez je posledné definovany élen posloupnosti (by,). JelikoZ posloupnost ay,
je prostd, vyssi hodnotu vidy musime najit. Pseudo-algoritmus je popsdn v Algoritmus
1.
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Algorithm 1:

Vstup : a, prirozend prostd posloupnost.
Vystup: b, ostie rostouci podposloupnost.
1 Definuj b; = a;. Poloz n = 2.
2 while n < 400 do
3 j=n
4 while j < 400 do
5 if a; > b,_1 then
6 break
7 end
8 j=j+1

9 end

10 Poloz b, =aj an=n+1.
11 end
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