13 Trinacty tyden
13.1 Konkavnost a konvexnost

Piiklad 13.1 Dokazte, Ze nasledujici definice konvexnosti funkce f na intervalu I jsou

ekvivalentni.

. (Vﬂ?l,.’EQ,IE?)EI,.’El<332<£C3)(f(x) f(@1) <f(x3) f(@ ))

To2—1T1 T3—T1

i. (VA €(0,1))(Va,y € D)(f(Az+ (1= N)y) < Af(2) + (1= A)f(v))
i, (Va1 e € D(¥AL . An € (0,1), 3 Ap = 1)(f (f )\kxk> <3 Mef ()
k=1 k=1 k=1

Obdobné ekvivalence lze dokdzat i pro konkdvnost.
Postup reseni: DokazZeme sérii implikaci:

e 11 < i PoloZme

r1 =2
zg=Ax+ (1 —-N)y
r3 =y

Tedy A = ;ﬁz ;g al—\= xi xQ . Pak plati serie ekvivalenci:

Z'i-<:>f(90)</\f(961)+(1 A)f(x3)
& fla2) < 225 f () + L2 fas)
T1 — T3 T1 — T3
(x5 — z1) f(22) < (w3 — x2) f(21 + (22 — 21) f(23)
(w3 —x1) f(w2) < (w3—1 + 21 — 2) f(21 + (22 — 1) f(23)
& (z3 — 21) f(22) — (w3 — 21) f(21) < (v1 — 22) f(21) + (22 — 1) f(23)
o fw2) = fl@) _ flas) = fla1)

T2 — 21 T3 — T1
S 1.

=
=

| /\

® 111, = 1i. : zrejme, pouze stact vzit n = 2.

® i1. = it. : dokdZeme indukci na n. Pro n = 1,2 implikace jisté plati jiste plati.



Pak

n+1 n
AkTk
! (;; )\kitk) =f </\n+1£vn+1 + (1= Ant1) ; 1—>\n+1>

< Ant1f(@ng1) + (1= Anga) f (Z m)

1—A
=1 n+1
n

< A1 F @) + (1= Ang) D o

n+1

k=1
kde v proni nerovnost jsme vyuzili ii. a v druhé nerovnosti indukcni predpoklad.

Priklad 13.2 S vyuZitim konvexnosti nebo konkdvnosti dokaZte, Ze pro vsechna kladnd
cisla x1, ..., %y, kde n € N, plati

1 n
n;xkg

Postup reseni: VyuZije funkci f(x) = x2. Tato funkce je jisté konvezni na R a plati pro
ni tedy iit. vlastnost z minulého prikladu. Pokud definujeme A\, = % pro k € n dostavame

(Z Ak%) = (Z nxk> < Z ;xi = - sz
k=1 k=1 k=1

k=1

k=1

Odmocnénim jiz ziskavdme hledanou nerovnost.

Priklad 13.3 S vyuZitim konvexrnosti nebo konkdvnosti dokazte, Ze pro vsechna kladnd
c¢isla x1,...,x,, kde n € N, plati

1
"ml-...-xngg(xl—i—...—i—xn).

Postup rteseni: Vyuzijeme funkci f(x) = Inxz. Tato funkce je konkdvni na (0,+00) a
plati pro ti tedy nerovnost
n

In (Z )\kxk> > Ak In(z),
k=1

k=1

n
kde >~ A\ = 1. Opét definujeme A\, = % pro k € n. Pak s vyuZitim vlastnosti logaritmi
k=1
dostavdame
In — x| > —Inx, = Inz? =1In zp .

k=1



Jelikoz logaritmus je rostouci funkce, je predchdzejici nerovnost ekvivalentni s

coZ je jiz hledand nerovnost.

Priklad 13.4 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:

flx)y=e""".
(Reseni: ryze konvezni na (—oo, —%) a na (\% +00), ryze konkdvni na (—%, %) )
Postup reseni: Definicni obor funkce je Dy = R. Pro x € Dy plati
f(z) = —2pe™ ",
f'(@) =207 (207 = 1) = 2e7 (V22 - 1) (V22 —1).
Pozorujeme, Ze mdme dva inflexni body: x1 = % a Ty = —%. JelikoZ f"(x) > 0 pro
x € (—o0, —\%) U (%,—i—oo) je funkce na ryze konverni na (— ,—\%> a na <%,+oo).

Na intervalu (—%, %) je funkce ryze konkduni.

Priklad 13.5 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:
f(z) = xsin(Inz).

5 v , . =37 19 e ki % A
(Reseni: ryze konvexni na (e 4 T2k7 ¢71 +2km)

prok €7 )
Postup Teseni: Definicni obor funkce je Dy = RT. Pro x € Dy plati

, Tyze konkdvni na (e T2kT o7 +2km)

f'(z) =sin(lnz) + cos(lnz),

() cos(Inz) — sin(ln x) 2 cos(Inz+ I)
xTr) = = -—
x V2 x
Jmenovatel je vidy kladny, o znaménku druhé derivace tedy rozhodne citatel. Funkce
bude ryze konvexni pokud

T T T
1 — € (—= 4 2km,— + 2k
nzr+ 1 ( 5 + 2k 5 + 2k)
tedy pro @ € (e & T27 T H2kT) | c 7 Na intervalech (e T T2FT T 2kT) o funkce
ryze konkdvni.

Priklad 13.6 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledugjici funkce (ryze)
konvexni/konkdvni:
f(z) = arcsin |z|.



(Reseni: ryze konvezni na (—1,1) )
Definicni obor funkce je roven Dy = (—1,1). JelikoZ funkce f je sudd funkce, staci
vysetrit na intervalu (0,1). Pro x € (0,1) plati

' 1
f (‘T) - m7
@) = o=

Tedy f"(x) > 0 na (0,1) z cehoZ plyne, Ze [ je ryze konvexni na (0,1). Ze sudosti
muZeme tici, Ze [ je ryze konvexni na (—1,1).

13.2 Dukazy nerovnosti

Priklad 13.7 Dokazte nerovnosti

2
—z <sinz <z <tgzx
7r

pro xz € (0,7/2).
Postup teseni: Postupné ukdZeme tri nerovnosti.

e Nejprve ukdZeme, Ze sinx < x pro dand x. Definugme funkci h(x) = sinz — x.
Pokud ukdzeme, Ze h(x) < 0, je druhd nerovnost dokdzdna. Pro dand x plati

B (z) =cosz —1<0.

Funkce h(x) je tedy ostre klesajici. Zdaroveri h(0) = 0. Celkové tedy pro dand x
plati
h(z) <0< sinz < z.

e Obdobné ukazeme, Ze x < tgx. Definujme funkci s(x) = x — tgx. Pak pro dand x

plati
.2
, —sin®z
= —F<0.
s () cos? x
Funkce s je ostre klesagici a opét plati s(0) = 0. Celkové jsme zjistili s(x) < 0 <

x < tgx, coZ je dokazovand nerovnost.

o Zbyvd dokdzat pruni nerovnost. Jedna moznost je nakreslit grafy funkci. Tyto funkce
maji pruseciky v bodech [0,0] a [1,1]. A jelikoz funkce sinx je na daném intervalu
ryze konkdvni, musi platit sinx > %x Druhd moznost je opét pres diferencidlni
pocet. Definujme funkci f(x) = *2. Pro jeji derivaci plati

) = 9(z)

x2



kde g(x) = xcosx — sinx. JelikoZ g'(x) = —xsinxz < 0 pro x € (0,75), je funkce
g(z) ostre klesajici a zdroven g(0) = 0. Proto g(x) < 0 pro x € (0,%). JelikoZ
g(x) <0 jei f' <0 atedy i funkce f je klesajici. Pak pro x € (0,%) ziskdvdme

sin x

= @) 2 fn/D) =2,

X

Nyni jiZ staci vyndsobit tuto nerovnost nenulovym x a mdame hledanou nerovnost.

Priklad 13.8 Dokazte nerovnost

a3 <
r— — <sinz
6

pro x > 0. (Pozn: jednd se o optimdlni odhad polynomem nejvyse tretiho stupné na

N
kladné poloose, nebot sinx = lim Y (=1)"z?"*1/((2n +1)!).)
N—+o00 n=0
$3

Postup teseni: Definugme f(x) = v — % —sinz. Ukdzeme, Ze f(x) <0 pro dand x. Pro

derivaci f plati
2

fl(x)y=1- % —cos,

Chtéli bychom ukdzat, Ze f'(x) < 0. To opét ukdZeme pres diferencidlni poéet. Pro druhou
derivaci plati
f"(z) = —z +sinz <0,

kde nerovnost sinx < x mdme k dispozici z minulého prikladu. Tedy funkce f'(x) je ostie
klesajici, zdroveri f'(0) = 0. Celkem tedy f'(x) < 0 na daném intervalu, tedy pivodni
funkce f(z) je také ostre klesajici. Zaroven f(0) = 0, tedy opravdu plati f(x) < 0 pro
dand x.

Priklad 13.9 Dokazte nerovnost
2z < sinz + tgz,

pro x € (O, g)
Postup teseni: Oznacme f(x) = 2x —sinz — tgx a ukdZeme, Ze f(x) < 0. Pro dand x

platt
1 1 AG [ 1 1
=2- >2-24—=2|1—-——| <0
cos? x [cosa: * cosza:} - cos [ V/cos :1:] ’

kde jsme vyuZili AG nerovnost “TH’ < Vab platnou pro libovolnd kladnd ¢isla. Funkce f(x)
je tedy jisté klesagici a f(0) = 0. Celkové tedy dostavdme, Ze f(x) < 0 pro x € (0,7%),
coZ jsme chteli ukdzat.

f'(z) =2—cosz —




13.3 Prubéhy funkci
Poznamka 13.1 Vysetrit prubéh funkce zejména obndsi nalézt:

e definicnt obor, obor hodnot,

o priseciky s osami soutadnic a jin€ duleZité funkéni hodnoty (napt limity v neko-
necnech),

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu,

e spojitost, druhy bodu nespojitosti,

o czistenci asymptot (svislych i téch v nekonecnech),

e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy,

e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body,

nakreslit graf funkce.

Priklad 13.10 Vysetiete prubéh funkce
4

f(x):m-

Postup teseni: Budeme postupovat dle seznamu na zacdtku sekce:
e definicni obor:
Dy =R~ {-1}
o priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:

Jelikoz

r=0 = f(z)=0,
fl@)=0 = 2 =0,

je jeding prusecik bod [0.0]. Pro limity v zajimavych bodech plati

lim = 400,
r—r+00

lim = —o0,
T—>r—00

lim = +4o0,
rz——14+

lim = —occ.
T——1—

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Funkce nema Zadnou z téchto vlastnosti.



e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. V x = —1 je mespojitost

druhého druhu.

e existenct asymptot:

Ezxistuje svisla asymptota x = —1. Pro klasické plati:
4
b= lim e =1
4
By = lim_ m —1,
q1 :xgr-sr-loo(xfll)i*_x: -3,
q2 ngrzloo(xfl)g—x: -3.

FExistuje tedy jedna asymptota y = x — 3.

e monotonii funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
3
oy o(z+4)

Mdme tedy dva podezrelé body z extrému x = 0 a x = —4. JelikoZ f'(x) > 0 pro
x < —4, f'(x) <0 prox e (—=4,0) ~ {-1}, f'(z) > 0 pro x > 0. Funkce tedy ostre
roste na (—oo,—4), klesd na (—4,—1), klesd na (—1,0) a opét roste na (0,+0c0).
Tedy v bodé —4 je ostré lokdlni mazimum f(—4) = —%76. Vx =0 je ostré lokdlni

minimum f(0) = 0.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x € Dy plati:

1:2

(z+1)°

Pak f"(x) >0 prox > —1 a f"(x) <0 pro x < —1. Funkce je tedy ryze konvexni
na (—1,4+00) a ryze konkdvni na (—oo, —1).

f(z) =12

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 1.

Priklad 13.11 Vysetrete prubéh funkce

fz) = (z = 3)Va.

Postup reseni:



definiéni obor:

Dy =R{
pruseciky s osami soutadnic a jiné dulezité funkcéni hodnoty:
Plati

flx)=02xz=0Vax=3,
r=0= f(x)=0.

Priseciky s osami tedy jsou [0,0] (bod dotyku) a [3,0]. Pro limitu v plus nekonecnu
plati IEIEOO f(z) = +oo.
sudost, lichost, periodicita:
Funkce nema Zdadnou z téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodi nespojitosti:
Funkce je spojitda ve vSech bodech Dy.

existence asymptot Svisld asymptota neeristuje, v +0o0 mdme

k= lim M:—FOO%R-

r—+o00 I

Funkce tedy nemd Zddnou asymptotu.
monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Protoze f(x) = rh — 3x%, pak pro x > 0 plati

31 3 _1 3z-1
/ _ 2.5 _ 25 2
fla)=5w2 =522 =57
Z Darbouzovy véty ziskdme, Ze f'(0) = —oo. Jeding podezrely bod z extrému tedy

je x = 1. Zdroven f'(z) < 0 pro x € (0,1), f je tedy na (0,1) ostie klesajici.
Naopak f'(z) > 0 pro x € (1,400), a f je na (1,4+00) ostie rostouci. Podezrely
bod z extrému x = 1 je tedy ostré lokdlni minimum.

konvezxnost, konkdvnost, inflexnt body:

Pro x > 0 plati

3 1 1
1 _Z - o
S ) = 2 <2\/§ * g;2/3>
Funkce je na (0,+00) ryze konvezni.
obor hodnot:
Z vypocti plyne, Ze Hy = (f(1),4+00) = (=2, 400)

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 1.



Priklad 13.12 Vysetrete prubéh funkce

B \1—1—3:\3/2

f(x) Tz

Postup reseni:

e definiéni obor:
Dy =RT = (0,+00)

. . oy , 3/2
Pozorujeme, Ze muzZeme psat f(x) = %

o priseciky s osami soutadnic a jiné duleZité funkéni hodnoty: Plati

f(x):0<:>$:—1§éDf,
w:0§éDf.

Funkce nemd prisecik s Zadnou osou. Pro limity v zajimavych bodech plati

lim = 4o0,
T—r—+00

lim = +oo.
x—0+

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce nema Zddnou z téchto vlastnosti.

e spojitost, druhy bodu nespojitosti
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy

e existence asymptot:

FExistuje svisla asymptota x = 0. Pro asymptotu v +00 plati

k= lim MzleR

r—+o00 I
L L (1+x)3/2—x3/2_ . 1+z)3—a23
¢=tm (flz)=1-z)= Tm 2172 = I SR 1 2)32 1 23

1422 +322+3zx—23 3

xgrfoo z1/2((1 4 z)3/2 4 23/2) 2

, .. . 3
Funkce tedy md asymptotu v +00 o rovnici y(z) = x + 3.

e monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x > 0 plati

) = (2z —;3)/\2/1 + z



=

Jeding podezielyj bod z extrému je v = 5. Zdrover pozorujeme, Ze f'(x) < 0 pro
x € (0, %) a f je na (0, %> ostre klesajict,f'(x) > 0 pro x € (%,—I—oo) a tedy [ je na
(%,—i—oo) ostre rostouct. Z vyse uvedeného (monotonie) plyne, Ze x = % je bodem
ostrého lokdlniho minima.

e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x > 0 plati
B 3
TSN

Funkce je tedy na (0,+00) ryze konvexni. Inflexni body na tomto intervalu neexis-
tugi.

()

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (f(%), +o0) = <¥, +00)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 1.

Priklad 13.13 Vysetrete prubéh funkce
flx)=e"+u.
Postup reseni:

e definicni obor:

Dy=R
o priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:
Plati
flz)=0ez=—-"=2¢R,
r=0= f(x)=1.
Rovnice e = —x nemd 7esent, jelikoZ e > x pro vsechna x € R. Funkce

md prusecik s osou y v bodé [0,1]. Pro limity v nekonecnech plati 111_11 flz) =
T—r+00

lim f(z)= +oc.

T—r—00
e sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.

e spojitost, druhy bodiu nespojitosti
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy

e existence asymptot:

10



Svislda asymptota neexistuje. Pro asymptoty v nekonecnech plati

—x
ki = lim f@ o i ier
r—+oco X r——+oco I
Q= IEToo(f(x) —1-2)=0,
—x
b= tim 1% 2 - oo R

Funkce tedy md asymptotu v 400 danou rovnici y = x.
e monotonie funkce, lokdlni extrémy:
Pro x € Dy plati
fllzy=1—€e"=0.

Jediny podezrely bod z extrému je x = 0. Zaroven f'(xz) < 0 pro x € (—00,0) a
f je tedy na (—o0,0) ostre klesajici. Ddle f'(x) > 0 pro x € (0,40) a f je na
(0,400) ostie rostouci. Z vyse uvedeného (monotonie) plyne, Ze x = 0 je bodem
ostrého lokdlniho minima (dokonce globalniho).

e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati
f,/(x) — €_x.
Funkce je na celém Dy ryze konvexni. Inflexni body na tomto intervalu neexistuji.

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (f(0),+00) = (1, 4+00).

e nakreslit graf funkce: viz Obrazek 1.

Priklad 13.14 Vysetrete prubéh funkce
f(z) = x + arctg x.
Postup reseni:

e definicni obor:
Dy=R

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty: Plati

flx) =0 = =0,
r=0 = f(z)=0.

Funkce md priusecik s osou y a osou x v bodé [0,0]. Pro limity v nekonecnech plati

:vllg-iI-loo f(x) = +oo, xl{r—noof(x) -

11



e sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz
f(=z) = —zarctg(—z) = —(z + arctgz) = — f(z),
je funkce lichd.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy.

e cristence asymptot Svisld asymptota neexistuje. Pro asymptoty v nekonecnech plati

¢
O T
r—+o00 I T——+00
. . T
q1—xgrfoo(f(x)—l-x)—ﬁgrfooarctgx—gGR
¢
ko= lim 1) _ gy 14 28T g

T—r—00 T——00

T
@ = lim (f(z)-1-2)= lim arctgr = —~ € R
T——00 T——00 2

Funkce md asymptotu y(x) = x4+ 5 v 400 ay(zx) =2 — 5 v —o0.

e monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
1
") =1+ ——.
Pozorujeme, Ze f'(x) > 0 pro Vx € Dy a tedy f je na celém Dy ostre rostouct.
Funkce nemd Zadny lokdlni extrém.

o konvexnost, konkdvnost, inflexni body:
Pro x € Dy plati

2z

f(x) = Ty

Pozorujeme, Ze f"(x) < 0 proxz > 0 a tedy f je na (0,+00) ryze konkdvni. Zdroven
f"(x) >0 proxz <0 atedy f je na (—o0,0) ryze konvexni. Bod x = 0 je inflexnim
bodem f.

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (—00,+00)

o nakreslit graf funkce: viz. Obrdzek 2.

Priklad 13.15 Vysetrete prubéh funkce

Inz
flx) = VT

Postup reseni:

12



definiéni obor:
Df =R" = (0, +OO)

priseciky s osami soutadnic a jiné duleZité funkcéni hodnoty: Plati

fl2) =0 = z =1,
$:0¢Df.

Funkce ma prisecik s osou x v bodé [1,0]. Pro limity v krajnich bodech plati

lim f(z)=0, lim f(x)= —oc.

r—+00 x—0+

sudost, lichost, periodicita:
Funkce nema Zadnou z téchto vlastnosti.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy.

existence asymptot: Existuje svisla asymptota x = 0. Pro asymptotu v +oo plati

k= tm 1% g B2 g
r—+4oco I r—+00 x3/2
. . Inz
q—xggloo(f(m)—()-aj)—xgriloo—x—OGR.

Funkce ma asymptotu v+oo s predpisem y(x) = 0.
monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
2—Inz
1) —
f ($) - 2$3/2 :

Jediny podezrelij bod z extrému je x = e%. Zdroveri plati
— f'(z) > 0 pro x € (0,e?) = f je na (0,e?) ostre rostouct,
— f'(z) <0 pro x € (€2,4+0) = f je na (e, +00) ostie klesajici.

Z vyse uwvedeného (monotonie) plyne, Ze x = e? je bodem ostrého lokdlniho mazima
(dokonce globdlniho).

konvezxnost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati

3lnz — 8
" _
f (J") - 4$5/2

Pozorujeme, Ze

— f"(z) <0 proze (O,e%) = f je na (O,e%> ryze konkdoni,

13



— f"(z) > 0 pro x € (e3,400) = f je na (€3, +00) ryze konvernt.
Bod z = e5 je inflexnim bodem f.
e DO N _ 21\ _ 2
e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (—oo, f(e?)) = (=00, 2)

o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 2.

Priklad 13.16 Vysetiete prubéh funkce

sin
f(z) = cosz 12
Postup teseni:
e definiéni obor:
Dy=R
o priuseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:
Plati
sin(0
r=0 = f(O):COS(Og)H:O,

f(z) =0 = sine =0 = z=kmrkcZ.

Priseciky tedy jsou body [km,0] pro k € Z. Limity v 00 neexistuji.
e sudost, lichost, periodicita:

Sinus i cosinus jsou funkce periodické s periodou 27, funkce f je tedy periodickd s
touto periodou. Pri vySetrovani monotonie a konvexnosti se tedy staci zamérit na
interval (0,2m). JelikoZ plati:

sin(—z)  —sin(z)
cos(—z) +2 cos(z)+2

fl=x) = —f(x),

je funkce lichd.
e spojitost:

Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.
e asymptoty:

Funkce nemd svislé asymptoty a jelikoZ je periodickd, nemd ani asymptoty v neko-
necnech.

e monotonie:

Pro x € R plati
_cos(z) (cos(z) + 2) +sin®(z) 1+ 2cos(z)
B (cos(x) + 2)?  (cos(z) +2)%

f'(x)

-y . .y - I _ _
Podezrely bod z extrému splnuje rovnici cosx = —3, tj. body v1 = 5 a x2 = 5.
Zdroven
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— fi(x)>0proxz e (0, axc (4%, 27), tedy funkce f je na téchto intervalech

3
ostte rostouct,

— f'(xr) <0 prox e (%”, 4{) a f je tedy na tomto intervalu ostre klesagici.

Bod ©1 = %” je tedy ostré lokdlni mazimum a bod xo = 4{ je ostré lokdlni mini-
mum.

e konvexnost, konkdvnost a inflexni body: Pro x € R plati

() = —2cos(z) (cos(x) + 2)? + 2 (cos(x) + 2) sin(z) (1 + 2 cos(z))
(cos(z) 4+ 2)4
_ 2sin(z) cos(z) — 2sin(x) _ 2sin(z) (cos(z) — 1)
(cos(x) +2)3 (cos(z) +2)3

Pozorujeme, Ze f"(x) je zdpornd na intervalu (0,m) a kladnd na intervalu (m,2).
Piwodni funkce f je tedy konvexni na (m,27) a konkdvni ({, ).

e Z vypoctu plyne Hy = <f(4?7r)7f(2?7r)> _ <_%7 %>

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 2.

Priklad 13.17 Vysetrete prubéh funkce
f(z) = |23 — 622 + 11z — 6).
Postup reseni:

e definicni obor:
Dy=R
o pruseciky s osami soutadnic a funkcéni hodnoty v zajimavych bodech:

Plati

=0 = f(0)=6,
f)=0 = 0=a3—62>+1lz —6=(z— 1)(z —2)(z — 3) = z € {1,2,3}.

Priseciky tedy jsou body [0,6], [1,0], [2,0] a [3,0]. Pro limity v nekonecnech plati

lim = +o0.
r—Foo

e sudost, lichost, periodicita
Funkce nent periodickd, ani sudd ¢7 lichd.
e spojitost

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.
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o asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati

3 — 62?4+ 11z —
lim f(a:): lim |x® — 62° + 11z 6|:

ky =

“+00
r—+oco X Tr—400 xX

Asymptota v +o0o tedy neezistuje, ze stejnijch duvodi nebude existovat ani asymptota
v —00.
e monotonie:

Pro vSechna x € R~ {1,2,3} md derivace funkce f tvar
f'(z) = sgn((z — 1)(z — 2)(x — 3)) (32 — 122 + 11),

v inkriminovanych bodech {1,2,3} derivace neezistuje. Body podezrelé z extrému

jsou tedy {1,2 — g,Q, 2+ ?,3}. Zarover

— f'(x) > 0 na intervalech (1,2 — @), (2,2 + @) a (3,+00). Puvodni funkce
f je tedy na téchto intervalech ostre rostouct,
— naopak na interval (—oo, 1), 2 — @,2) a(2+ @,3) je f'(x) <0 a f je zde
tedy ostre klesajict.
Z monotonie pozorume, Ze body 1,2,3 jsou ostrd lokdlni minima a body 2 + ?
jsou ostrd lokdlni mazima.
e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy ~{1,2,3} plati,

I (@) = sgnl(x — 1)(a — 2)(x — 3))(6x — 12).

Pozorujeme, Ze f(x) je na intervalu (—oo, 1) a na intervalu (3,+00) kladnd, tedy
funkce f je na téchto intervalech ryze konvexni, naopak na intervalech (1,2) a (2,3)
je f"(x) zdpornd a f je tedy na tomto intervalu ryze konkdvni.

e Z vypocti plyne Hy = R

o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 2.

Priklad 13.18 Vysetrete prubéh funkce

Postup reseni:

e definicéni obor:
Dy =R
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priseciky s osami soutadnic a funkcni hodnoty v zajimavych bodech: Plati
r=0 = f(0)=-2,

fla) =0 = z=2.
Funkce ma tedy priseciky [2,0] a [0, —2]. Pro limity v nekonecnech plati xgrfoo flx) =
+1.
sudost, lichost, periodicita
Funkce neni periodickd, ani sudd ¢i lichd.
spojitost
Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati
ymprory ymprory ymprory b

. f(x)_ . r—2
= = T T

g = lim f(z) =1,

T—>+00

_9
ky = Lim f@) -y, 222

e—oo x  w=—oop\/zZ 41
2= lim f(z)=—-1.

Tr—r—00
Funkce mad tedy v +00 asymptotu y =1 a v —oo0 asymptotu y = —1.
monotonie: Pro x € R plat?
2
Va2 + —(l’—2)2\/w9§ﬁ _ 1422
z?+1 (22 +1)

fi(z) =

3
2

Jeding podezrely bod z extrému je x = _71 Zaroven
— f(x) je na intervalu (—oo, —%) zdapornd, tedy funkce f je na intervalu (—oo, —%>
ostre klesajict,
— naopak na intervalu (—%,+00) je f'(x) kladnd a f je tedy na intervalu (—1,400)
ostre rostouct.
Z momnotonie pozorujeme, zZe bod x = f% je ostré lokdlni minimum.

konvezxnost, konkdvnost, inflexni body: Pro x € R plati

2% +1)7 — (1+22)3(a2 +1)7 42?4322

o= R, T @

, _:)’_T‘/H) a na intervalu (—3+T\/4H7 +00)
) 0 (SR o)

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (—oo

zdpornd, tedy funkce f je na intervalech (—oo ryze kon-

kdvni, naopak na intervalu (_3_8v 1 _S‘EV A1) je f"(z) kladnd a f je tedy na inter-
—3—VA1 —3+41
8 ) 8

valu ( ) konvexni.
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o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 3.

Priklad 13.19 Vysetrete prubéh funkce

Postup reseni:
o definicni obor:
Dy=R
e priseciky s osami souradnic:
Plati
r=0 = f(0)=1,
fl)=0 = z &R,
a tedy bod [0, 1] je jediny prisecik. Pro limity v nekonecnech plati lirin f(z)=0.
T—>1T00

e sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz

je funkce sudd.
e spojitost
Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.

o asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati

1
k1 = lim M: lim ——— =0,
z—+o00 z—+o0 (1 + x2)
@ = lim f(z)=0,
1
ko = lim @: lim ——— =0,
T——00 I T——00 :E(l + 1:2)
@ = lim f(z)=0.
T——00

Dostavame tedy stejnou asymptotu y = 0.
e monotonie: Pro x € R plati

—2z
(14 x2)%

Jediny podezrely bod z extrému je x = 0. Zdroven

fl(a) =

18



— f(x) je na intervalu (0, +00) zdpornd, tedy funkce f je na (0,+00) intervalu
ostre klesajict,

— naopak na intervalu (—o0,0) je f'(x) kladnd a f je tedy na intervalu (—oc, 0)
ostre rostouct.
Bod © = 0 je tedy ostré lokdlni maximum.
e konvexnost, konkdvnost, inflexni body:
Pro x € R plati
() —2(1+ 2% +82%(1 +2%) 2(32% - 1)
x) = = .
(14 22)% (x2 +1)3

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (—oo, —@) a na intervalu (@, +00) kladnd,

tedy funkce f je na intervalech (—oo,—?) a <§,+oo) ryze konvexni. Naopak

na intervalu (—@, ?) je f"(x) zapornd a f je tedy na intervalu (—@, ?) ryze

konkavnt.

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 3.

Priklad 13.20 Vysetrete prubéh funkce

2
Postup reseni:
e definicni obor:
Dy =R~ {-1}
e pruseciky s osami souradnic a limity v zajimavych bodech:
Plati

x=0 = f(0)=0,
flz)=0 = z=0vz=1

Tedy body [0,0] a [1,0] jsou priseciky s osami. Zdroven pro limity plati

lim = too,limxz - —1+ = —o0.
z—+o00o

e sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z wvedenych vlastnosti.
® spojitost:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je mespojita v bode
x = —1, jednd se o nespojitost druhého druhu.
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e asymptoty:

Ezistuje svisld asymptota x = —1. Pro asymptoty v nekonecnech dostdvame

b= tim 1@ gy 2@

rz—+oo I B x%HJPoo $(x2 —+ 1) - 1,
. —32% -z
N = xEI—ir-loof(x) T x—1>I-iI-1c>o (;L‘ + 1)2 =3
2
-1
b= lim 1P~ i %:1,
T——00 I T——00 x(x + ]_)
. . —322—x
o= f@) o= dm e T

Dostdavame tedy asymptotu ve tvaru y = x — 3 u obou nekonecen.
e monotonie:

Pro x € Dy plati

f/(x) _ (3x2 — 2$)(m2 + 2z + 1) — (1'3 _ 552)(21. + 2) _ $($2 + 32— 2)
CESIL CES I

Podezrelé body z extrému jsou x € {0, —3 £ +/17}. Pozorujeme

— f'(z) je na intervalech ({)’%\/ﬁ,—l) a (0, 73%\/177) zdpornd, tedy funkce f je
na intervalech <—3%ﬁ7 —1) a (0, _?’%‘/ﬁ> ostre klesajict,

— naopak na intervalech (—oo, _?’_T‘/ﬁ), (—1,0) a (_:)"FT\/ﬁ, +00) je f'(x) kladnd
a f je tedy na intervalech (—oo, _3%‘@% (—1,0) a <_?’%m,+oo) ostie Tos-
touct.

—3—V17
2

Z monotonie plyne, Ze body x =0 a x =

—3+V17
2

jsou ostrd lokdlni mazxima, bod
T = je ostre lokdlni minimum.
e konvexnost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati

(322 + 62 — 2)(x + 1)® — 3(2® + 32% — 2z)(x + 1)? _ 2(5z — 1)

i) = (z+1)5 BNCESIT

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (%, +00) kladnd, tedy funkce f je na intervalu
<%, +00) ryze konverni, naopak na intervalech (—oo, —1) a (—1, %) je f"(x) zdpornd
a f je tedy na intervalech (—oo,—1) a (—1,%) ryze konkdvni.

o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 3.
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Priklad 13.21 Vysetrete prubéh funkce

F(z) = arccos <1 - ””2> .

1+ 2

Postup reseni:
o definiéni obor
‘ 1—a?

1+ 22

Definicni obor Dy jsou tedy vsechna redind cisla.

<le(1-22?<(1-2)?szekR

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:

1—a?
Mame tedy pouze jeden prisecik v pocdtku [0,0]. Pro limitu v 00 plati lim f(z) =

xtotoo
.

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Jelikoz f(—x) = f(x) je funkce je sudd, budeme tedy vySetrovat pouze na (0, +00).
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vSech bodech svého definicniho oboru

e czistenci asymptot (svislych i téch v nekoneénech), Pro asymptotu v +oo plati

L1

L
arccos | %

5+l
— =

ki1 = lim M = lim ,
r—+oco X r— 400 €T
g = lim f(z)=m.

Funkce md tedy v 400 asymptotu y = .
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdalni extrémy:

Pro x > 0 plati

b 1 —2z(1 +22) — (1 — 2?)2x
f (x) - 5 21\ 2
1—22 (1 +x )
- (i)
_ 1 —dz 2
T @ (14222 1422
(1422)*

Funkce je tedy na (0,400) ostre rostouci. Jedingm podezielym bodem z extrému je
bod x = 0, jelikoZ v tomto bodé derivace neexistuje (pro x < 0 je f'(z) = —H%)
diky Daurbozové véte. V tomto bodé je tedy ostré lokdlni minimum.
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konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x > 0 plati
2 —4x
1!
= — 2 = .

P =~ ep®™ = G ae
Na intervalu (0, +00) je tedy funkce ryze konkdvni. Inflexni body na tomto intervalu
neexistuji.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 3.

Priklad 13.22 Vysetiete prubéh funkce

flx)=|z+2e =

Postup reseni:

definic¢ni obor

Dy =R~ {0}

pruseciky s osami soutadnic a jiné€ dulezité funkcéni hodnoty:

Prisecik s osou y neni, s osou x je prusecik [—2,0]. Limity v zajimavych bodech:

li =
xif(gl-l- f(.%') 0’

xlg})l_ f(x) = +o0.

pripadnou sudost, lichost, periodicitu:
Funkce nemd Zddnou s téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojita ve vsech bodech defini¢niho oboru. Funkce je nespojitd v bodé
x =0 (2. druhu).

existenct asymptot:

Existuje svisld asymptota x = 0. Pro asymptoty v nekonecnech plati

14+ 2

k1= lim —— = =1,
rz—+o00 I T—+00 ew
(1—ex)+2 (ex—1)1 2
T — €z ex —
= lim f(r)-z= lm ——"——= lm —v—F5—"—-+-—F5=-1+2=1,
T—+00 T—+00 er r—+00 = xT er
—
—1
1+ 2
ko = lim M: lim ——% = -1,
r——00 I r——00 ew
1 1
1—ez)+4+2 z—1)1 2
g2 = lim f(z)+2= lim —u: lim —i—x(e T )7—721—2:—1,
T——00 T——00 ew T——00 b x ew
—
-1
U 400 dostdvame asymptotu y =z + 1, u —oo asymptotu y = —x — 1.
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e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro pruni derivaci plati

f(w)—{“é

—e (—I— ), 336(— ,—2)

+ £ ) ,0) U (0, +00)
1

Z Darbouzovy véty derivace v bodé —2 neexistuje. O znaménku derivace rozhodne
vijraz x> + x + 2. Ten je vidy kladny. Funkce je tedy ostie rostouci na intervalu
(0, +00), ostre rostouct na intervalu (—2,0) a ostre klesajici na (—
podezrelym bodem z extrému je bod x = —2, kde derivace neexistuje. Z monotonie

plyne, Ze x = —2 je ostre lokdlni minimum.
e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Druhd derivace funkce f md tvar

[

@) =97

6

1
[

- (2—-3z), z€(—o00,—2)

(2—-3x), ze(-2,0)U(0,+00)

—2). Jedingm

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu <%, +00) ryze konkdvni, na (0, %) ryze kon-

vezni, na (—2,0) ryze konvezni a ryze konkdvni na (—oo, —2)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 4.

Priklad 13.23 Vysetrete prubéh funkce

2
f(x) = arctg (;i) .

Postup reseni:

e definicni obor:
Dy =R~ {-1,1}

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

[0,

Prisecik s osou x neexistuje, s osouy mdame prisecik [0, f(0)] =
v nekonecnech plati
1
mgrfmf(x) = xgrinoo arctg = ’i =arctgl = Z

2

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce je sudd, budeme ji tedy vysetrovat pouze na Dy ((0,400).
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e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech defini¢niho oboru. Pro jednostranné limity v bodé

1 plat?
™
li =4-
i Jr) =g
. ™
Jm f(@) = =5

V bode 1 je tedy nespojitost typu ’skok’.
e asymptoty:

Svisld asymptota je x = 1. Pro asymptotu v +oo plati

k‘lz hIIl @:0,

r—+oc0 X

@1 = lim f(x)—kla::%.

Tr——+00

e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Prox € R~ {—1,1} plati

) = 1 2z(2? — 1) — (22 +1)27 2
1+<x2+1)2 (22 —1)2 zt+ 1
z2—1

Funkce je tedy ostre klesajici na intervalu (0,1) a na intervalu (1,+00). Jedingm
podezrelym bodem z extrému je x = 0. JelikoZ f'(x) > 0 na intervalu (—1,0) je
bod x = 0 ostre lokdlni mazximum.

e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R~ {—1,1} plati

v Jl@t+1) —z(42®) 6zt -2
Jiw) =2 (24 +1)2 (2t 1)

Pro0 <z < 4%/3 je f"(x) <0, pro x > 4%/3 je f"(x) > 0. Z toho plyne, Ze funkce

je ryze konkdvni na intervalu (0, =), ryze konvezni na (-=,1) a ryze konvezni
V3 V3
na (1, +00).
o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 4.
Priklad 13.24 Vysetrete prubéh funkce
f(z) = e’

Postup reseni:
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e definicni obor

Dy=R
o pruseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:
Ezistuje jediny prusecik [0,1]. Limity v nekoneénech maji hodnotu ligl =0.
T—>ITO0

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce je sudd. Budeme ji vySettovat na (0, +00)
e spojitost, druhy bodu nespojitosti,

Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.
e asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +0o plati

k= lim M:0,

r—+oco I
g= lim f(x)=0

T—r+400

Dostdvame tedy asymptotu y = 0.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x > 0 plati
f(z) = —oze .

Funkce je tedy na intervalu (0,+00) ostre klesagici. Jedinym podezielym bodem z
extrém je bod x = 0. Z monotonie funkce na okoli lze usoudit, Ze x = 0 je ostré
lokdlni mazimum.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x > 0 plati
(z) = —2¢7" — 2xe_x2(—2:1:) =27 (-1 +227).

Inflexnim bodem je x = % Funkce je ryze konvexni na intervalu <%, +00) a ryze

konkduni na intervalu (0, %)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 4.

Priklad 13.25 Vysetrete prubéh funkce
f(x) = |z| + arctg |z — 1].

Postup reseni:
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definiéni obor:

Dy=R

priseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:

Pro x € R je jisté f(x) > 0, tedy prisecik s osou x neexistuje. S osou y mame
prusecik [0, f(0)] = [0,arctg 1] = [0, §]. Zdroveri plati wgrinoof(a:) = 400.
pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Funkce nemd Zddnou z vlastnosti.

spojitost, druhy bodid nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty: Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v 400 plati

tg |x —1
b= lim 1) gy Ttz
rx—+o00 X r——+00 I T
. . T
1= Mg [0 -he= D eaglr D=3
V +oo je tedy asymptota tvaru y = x + 5. V —oo dostdvdme
— t —1
by — lim A0 oy ZF o actele o1

. . T
= lim f(z) —kpw = lim arctg(—(z—1)) =3
V —oo je tedy asymptota tvaru y = —x + 3.

monotonii funkce (intervaly monotonie), lokalni extrémy:

Pro x € R~ {0,1} plati

14+ —1 (-1) = 2243 . o (—00,0)

1+[—(z—1)]° = 2%332272
1
@) =1+ e () = St 2e(0,1)
1+ 1+[(:v1—1)]2 = i;:;ﬁig, x € (1,+00)

Z Darbouzovy véty plyne, Ze derivace v bodech {0,1} neexistuje. Jelikoz pro x €
(—00,0) je f'(z) < 0 je funkce na intervalu (—oo,0) ostre klesajici. Na intervalu
x € (0,1) je f'(x) > 0 a tedy funkce je na (0,1) ostre rostouci. Na poslednim in-
tervalu (1,400) je f'(x) opét kladnd, funkce opét ostre roste na intervalu (1,+00).
Jediné podezrelé body z extrému jsou body {0,1}. Z monotonie funkce na okoli
téchto bodi plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum a x = 1 neni extrém.

konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R~ {0,1} plati

Ty @ € (—00,0)
(@) = gt @ e (0,1)
s @€ (1,400)
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Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu (—oo,0) ryze konkdvnt, na intervalu (0, 1)
ryze konkdvni a na intervalu (1,4+00) ryze konkdvni.

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 4.

Priklad 13.26 Vysetrete prubéh funkce
f(@) = (z = Deris.
Postup reseni:
e definiéni obor:
Dy =R~ {-1}
o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezZité funkcéni hodnoty:

Prisecnik s osou y je [0, f(0)] = [0,—1]. S osou x mdme prisecik [f~1(0),0] =
[1,0]. Zdroven plati

Jm f(z) =0, lim f(z)=—oc.

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je nespojitd pouze v
bodé x = —1 (2.druhu).

e asymptoty:

Ezistuje svisld asymptota x = —1. Pro asymptotu v +0o plati
x 1y =
k1 = lim M = lim <1 — > el+s =g,
r—+o00 I r—+00 x
— 1 —kz = i —1eTre —ex = 1 Tz —e) —eTiz
% LEEIPOO f(l‘) klx :I:EIJPoo(x 1)6 e :Eginoo v (6 6) €
—1
x elts —1 =
= lim -—e — —eltes = —2e.
T——+00 z+1 =1
1+z

V 400 je tedy asymptota tvaru y = ex — 2e. V —oo dostdvdme

ko = lim f@) _ lim (1_1)6111:67

@ = lim f(z)—ka= lim (z—1)eT+ —ex = lim z <61+w — e) —eT+e
T——00 T——00 T——00
—1
. X elte — 1 _x
= lim —e 1 — — etz = —2e.
farem
* OO T+ 1+z

V —o0o je tedy asymptota tvaru y = ex — 2e.
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monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro x € R~ {—1} plat?

H%x(x +3)

flx)=e (14+2)%

Jelikoz pro x € (—o00,—3) a x € (0,00) je f'(x) > 0 je funkce na intervalech
(=00, —3) a (0,00) ostie rostouci. Na intervalech v € (—=3,—1) a x € (—1,0) je
f'(x) < 0 a funkce je ostie klesajici na intervalech (—3,—1) a (—1,0). Jediné
podezrelé body z extrému jsou body {—3,0}. Z monotonie funkce na okoli téchto
bodi plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum, © = —3 je ostré lokdlni mazimum.
konvezxnost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro xz € R~ {—1} plati

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—oo, —1) a (—1, —%) ryze konkdvni a na
intervalu (—2,+00) ryze konveznd.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 5.

Priklad 13.27 Vysetrete prubéh funkce

2

flz) =xe™ ™.

Postup reseni:

definiéni obor:

Dy=R

pruseciky s osami soutadnic a jin€ duleziteé funkcni hodnoty:

Priisecik s osou y je [0, f(0)] = [0,0]. S osou x mdme prisecik [f~1(0),0] = [0,0].
Zaroveri plati :I:EToof(@ =0a 2Jli}r_noof(gr;) =0.

sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz f(—z) = —ze™™ = —f(z), je funkce lichd.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +00 plati

f(x)

22

ki= lim —= = lim e % =0,
r—+oco I Tr—+00
— 1 —_ — 1 _IQ —_ —
Q= xgriloof(a:) kyx JCE{EOO xe 0x = 0.
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V 400 je tedy asymptota tvaru y = 0. V —oo dostdvame

ko = lim @ — lim e ® =0,

g2 = lim f(z)—kiz= lim ze ™ — 0z = 0.
T——00 I——00

V —oo je tedy asymptota tvaru y = 0.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x € R plati

fl@)=e" (1-227).

JelikoZ pro x € (—oo,—%) ax € (%,4—00) je f'(x) < 0 je funkce intervalech
(—OO, _%
a funkce je tedy na intervalu <—%, %> ostre rostouct. Jedin€ podezrelé body z

) a (%,4—00) ostre klesajici. Na intervalu x € (—%, %) je f'(xz) >0

extrému jsou body {—%, %} Z monotonie funkce na okoli téchto bodi plyne, Ze

T = —\% je ostre lokdlnt minimum, x = % je ostrée lokdlni mazximum.
e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x € R platt

f(z) = —e "9y (3— 2x2) .

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—oo, —\/g) a (0, \/§> ryze konkduni a
na intervalech <f\/§,0> a (y/3,+00) ryze konveznt.

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 5.

Priklad 13.28 Vysetiete prubéh funkce
1
f(x) = zarctg —.
x

Postup reseni:

e definiéni obor:
Df =R~ {0}
e priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:

Nemda prisecik s osou x ani y. Zaroven plati

lim f(x) =1, lim_f(x)=1,

T—+00
li =0, li =0.
Jim f(2) =0, lim f(z) =0
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e sudost, lichost, periodicita:
Jelikoz f(—x) = —xarctg —% = xarctg% = f(x), je funkce sudd.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je nespojitd pouze v
bodé x = 0 (odstranitelnd nespojitost).

o asymptoty: Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +oo plati

1
k1 = lim M = lim arctg— =0,
r—+oco X Tr—400 xX
. . 1
Q= zgrfoo f(z) = kiz = xginooxarctg o= 1.

V 400 je tedy asymptota tvaru y = 1. V —oo dostdvame

1
ko = lim @ = lim arctg— =0,
T——00 I Tr——00 x
1
@2 = lim f(x)—kx= lim zarctg— =1.
T——00 T——00 T

V —o0 je tedy asymptota tvaru y = 1.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x € R\ {0} plat?

oy & 1
fi(x) = 1_i_x2—i—arctgm

Z Darbouzovy véty plyne, Ze derivace v bodé {0} neexistuje. Jelikoz pro x € (—o0,0)
je f'(z) < 0 je funkce na tomto intervalu ostre klesajici. Na intervalu x € (0,400)
je f'(x) > 0 a funkce je ostre klesajici. Jediny podeziely bod z extrému je {0}. Z
monotonie funkce na okoli tohoto bodu plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro z € R~ {0} plat{

2

f(x) = Uty

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—o0,0) a (0,400) ryze konkdvnd.

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 5.

Priklad 13.29 Vysetrete prubéh funkce
f(x) = sgn x arcsin cos .

Postup reseni:
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definiéni obor:
Dy=R
pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

Prisecik s osou y je [0, f(0)] = [0,0]. Praseciky s osou x jsou x = 0 nebo v =
—5 +kn,k €7 Zaroven plati, Ze neexistuje ani jedna z limit v +o0o.

sudost, lichost, periodicita:

Jednd se o soucin liché a sudé funkce. Funkce f je tedy lichd. Funkce neni perio-
dickad.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru kromé x = 0. V tomto bodé je
nespojitost typu skok, jelikoz
T

lim f(z)= lim f(z)=—

z—0+ 2 T 2—0—

ol 3

asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +o0o plati

x Sgn T arcsin cos
b= tim L@ gy S8 ~0,
r—+00 I T—r+00 xT
¢1 = lim f(x)— kiz... neezistuge.
T—+00
V +oo asymptota neexistuje. V —oo dostdvdme
T sgn T arcsin cos x
by = fim L gy S8 =0
r—+4oco I Tr—+00 X
g2 = lim f(x)— kax... neexistuje.
T—+00

V —oo asymptota rovnéz neexistuje.
monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Plati

—sinzx

f/(l') _ 1—(cos )2

sin x
1—(cos )2

= —sgnsinz x € (0, +00)

=sgnsinz, z € (—00,0)

Derivaci v nule vysetiime primo z definice:

lim (h) — £(0) — lim arcsin(cos h) — oo,
h—0+ h h—0+ h
lim (h) — £(0) —  lim arcsin(cos h) — oo,
h—0— h h—0— h



a tedy f'(0) = 4o0. Jelikoz pro x € (0+2km, 7+2kn) ax € (0—2kn, —m—2km), kde
k € Ny je f'(x) <0 je funkce na téchto intervalech ostre klesajici (véetné kragnich
bodi). Na intervalech x € (m + 2km, 27w + 2kn) a x € (—7m — 2km, =27 — 2km),
kde k € Ng je f'(z) > 0 a funkce je ostie klesajici (véetné krajnich bodi). Body
podezrielé z extrému jsou x = km,k € Z~. {0}. Z monotonie funkce na okoli tohoto
bodu plyne, zZe v = 2km,k € N a x = —w — 2km, k € Ny jsou ostré lokdlni mazima
a body x =+ 2km,k € Ng a x = —2kmw, k € N jsou ostré lokdlni minima.

konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro z € R~ {0} plati
() = 0.

Pozorujeme, Ze funkce je po cdstech linedrni.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 5.

Priklad 13.30 Vysetiete prubéh funkce

f(z) = sinhInz.

Postup reseni:

definicni obor:

Dy =R*

pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

Nemd prisecik s osou y. S osou x pouze v x = 1. Zdroven plati Igrfoof(x) = 400

a¢ lim = —o0.
x—0+

sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech svého definicniho oboru. V bodé x = 0 je nespo-
jitost druhého druhu.

asymptoty:

Funkce ma svislou asymptotu x = 0. Pro asymptotu v 400 plati

: Inx _ ln%
k= lim fl=) _ lim sinhlnz e e 1 (1_1> 1

ztoo T z5foo T 2z 2 x? 2’
. . . x . 1 =
Q= xgrfoof(x) —kix = xgrfoosmhlnm ——= xgrfooi 5, 5= 0.

V +oo je tedy asymptota tvaru y = 5. V —oo nemd smysl asymptotu vysetrovat,
kviili omezend definiéniho oboru na RY.
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e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro x € R plati
1 1 1
/
xr)=—coshlnz==-(14—|.
JelikoZ pro x € R je f'(x) > 0 je funkce na (0,+00) ostie rostouci. Z toho plyne,
ze funkce memd extrémy, ani lokdlni, ani globdlnd.
e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R plati
1 1 1
" .
x) = ——coshlnx + < sinhlnx = ——;.
[ () 22 + 72 3
Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu a (0,+00) ryze konkdvni.

o nakreslit graf funkce: viz. Obrdzek 6.
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13.26 f(z) = (z — 1)eTiz

13.27 f(z) = ze™®
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