1 Prvni tyden

1.1 Pfipravny tyden
Piiklad 1.1 Sectéte S (ak +b), kde a,b€ C, a > ¢*, kdeqe C aq#1 a q #0.
k=1 k=0

1— anrl
+nb, T )

(n+l)

(Resent: a~"52"
Postup %esem

n

Zak‘—l—b Zak+2b—a2k+b§:1—an+ Ln + nb.

k=1

V pripadée geometrické posloupnosti oznacime
n
Sp = Z ¢~
k=0
Tuto rovnost vyndsobime cislem q. Tim dostaneme

n
k+1
snq =Y _q"t".
k=0
Odectenim této rovnice od predchozi ziskdme

sn(l—q)=1-— e
Tedy
1— n+1
Sn — 7(1
1—-¢q

Pi#iklad 1.2 Sectéte > k2.
k=1

S5 v o n(n+1)(2n+1)
(Reseni: ———F=——)

Postup veseni: Z rovnosti (k — 1) = k3 — 3k? + 3k — 1 prerovndnim dostaneme
k> — (k—1)% = 3k — 3k + 1.

Tuto rovnici secteme pro k =1,...,n. Tim se ¢leny na levé strané odectou (tzv. telesko-
pickd Tada) a zbyde pouze posledni pro k = n. Tak dostaneme rovnici

n —3Zk2—32k+21
k=1
Jedind nezndmd suma je ta s k* a dostdvdme tedy vijsledek

ZkZ n n n +1 (n+1)(2n—|—1).
6 6




n
Poznamka 1.1 Zobecnéni > kP, pro p € N 7esi Faulhaberova formule:

k=1
n
nPtl 1 " By p!
kP = 4+ nP 4 Pk P npfk+l’
; p+1 2 kzﬁk! ((P—k:Jrl)!)

kde By, je k-té Bernoulliho c¢islo definované pomoci krivkového integrdlu

B, — n! z dz
T omi e? — 1 zk+1°
|z|=1

n
Priklad 1.3 Sectéte S, = > sin(kx) pro pevné © € R — {2kn|k € Z}.
k=1

= . ., sin 2€ gip (PtL
(Reseni: S, = —2—%—=2—)
Sin E

Postup teseni: Jelikoz
1
sin(kx) sin(g) =3 [cos ([k — 1/2] x) — cos ([k + 1/2] )],

plati

Susin(%) = % [cos,(;) ~ cos (<n + ;) x)] _ sin(?)sinm—;l)%.

Priklad 1.4 Dokazte matematickou indukci binomickou vétu.

Postup teseni: Chceme ukdzat identitu

prox,y € R an > 1.

en=1:LS=x+y, PS=x+y. Rovnost LS = PS plati.

n—1

e n—1—n: Necht plati (x+y)" ' = > (ngl)m(”_l)_kyk. Budeme chtit ukdzat, Ze

k=0



vztah plati i pro n. Plati:
(@+y)" =@ +y)(r+y""

n—1
-1
Ly Y <n i )w(”_l)_kyk]
k=0
n—1 n—1
_ Z (” - 1) a" Rk <” - 1>x(n1)jyj+1
k ; J
k=0 7=0
n—1 n—1
n—1 n— n—1 e (i .
I (N S SO S
k=0 =0 J
n—1

n—1 | n—1 [y |
_ - n, 0 - n—k,_ k - 0, n - n—k, k
(e 2 () () ()
k=1 k=1
n—1
_ n—1 n—1 n—k k n 0, n n, 0
S ) Gt Gt (5)

kde jsme ve tretim radku pouZili substituci k = 5 + 1.

Piiklad 1.5 Dokazte matematickou indukci Moivrovu vétu. Necht z = |z|(cos 6+ isin 6)
an € N. Pak 2" = |z|" (cos nf + isinnf).

Postup teseni: Necht z = |z| (cos ¢ + isin ). Pak matematickou indukci dostavame
e n=1:jasnée

e n —n+ 1: UZijeme indukcéni predpoklad

= n . B [|2|"(cosmb + isinnd)] - [|z|(cos @ + isinB)] .

Pak

Pk ||| z|(cos mB + i sin n@)(cos O + isin 0)

= |2|"*(cosnb - cos O + cosnf - isin @ + isinnf - cos § + i* sin nf - sin )

JelikoZ i> = —1, pak i*sinnf - sin = —sinnf - sin 6. Zdroven plati formule

sin(nf + ) = sinnf - cos§ + cosnd - sin b,
ksin(nf + 0) = ksinnf - cos @ + cosnb - ksin 0,

cos(nf + 6) = cosnb - cosf — sinnf - sin 6.



Pouzitim téchto identit ziskame

2" = 2" [cos(nf + 0) + isin(nf + 0)]
= |2|"™! [cos((n + 1)8) + isin((n + 1)6)].

Priklad 1.6 Matematickou indukci dokaZte, Ze plati

1-3---- 2n—1) 1

< —.
2.4 .. (2n) In
Postup teseni: Pomoci produktu muZeme nerovnici prepsat na tvar

[yt —1) _ 1
@)

Nyni prestoupime k indukci:
e n=1: % < % Tato nerovnost plati.

e n — n+ 1: Vyjdeme z levé strany a pomoci jednoduchych uprav a indukcniho
predpokladu dostdvdme

ek -1)  2n+1 [[Fo,2k—1) 1P 2n+1 1 2n+41 1

wlop) 20+ D) I @k) 2+ D) 2t2yn

o2n+1 1 1 .y p . Ny ..
nt2 In < ToTT Umocnénim této rovnice na treti dostavame

Nyni stact ukdzat

(2n+1)3

1 (2n+1)3 1 1
— < = <
(2n+2)3n —

1
n-n+1l n  2n+1)2 " n+1
3
(2n+1) <1
8n(n+1)2 —
& 8n® 4+ 12n +6n +1 < 8n® + 160 + 8n
& 0<4n?+2n—1.

coZ jisté plati. Dukaz je hotov.

1.2 Rovnice a nerovnice

Piiklad 1.7 Urcete vsechna a € R, pro kterd md rovnice

=a+1

r—a

alespon jeden zdporny koren.



(Reseni: a € {0} U (—o0,—1) )

Postup reseni: Vyraz md smysl pro x # a. Vyndsobenim rovnice cislem x —a # 0
dostavame
r=ar—a®+x—a<sar=ala+1).

Nyni rozdélime vipocet na dvé moznosti: 1. a =0 a 2. a # 0. V prvém pripadé rovnici
7esi kazdé redlné cislo rizné od 0 (tu jsme vyloucili hned proni upravou) a tedy jisté i
zaporné. Nula je tedy Tesent. V druhém pripadé miZeme nenulovym a vydélit o ziskat
resent

r=a+1.

To bude zdpornée, pokud a < —1.
Piiklad 1.8 Reste v R? soustavu

z+(b—1y=1,
b+ 1)z +3y=-1
s redlnym parametrem b.
(Reseni: b =2 nemd Teseni, b = —2 nekonecné veseni (v =1+ 3y, y € R), v ostatnich

e A | o1
pripadech: ¥ = 575 ay = ;=5 )

Postup teseni: Z pruni rovnice muzeme vyjadiit x =1 — (b — 1)y a dosadit do druhé:
b+1)A—-b-1y) +3y=—-1e (=b*+4)y=—-2—b.

Vydélenim vijrazem 4 — b* pro b # +2 dostdvdme

_2+4b 1
YT T -2
a zpétnym dosazenim x =1 — Z:—% = %—b' Pokud b = 2 dostavame rovnost 0 = —4, kterd
jisté neplati, a tedy v tomto pripadé nemd soustava Teseni. V poslednim pripadé b = —2

dostavame rovnost 0 = 0, a mdme tedy nekonecné mnoho Tesent.

Pozndamka: Dosadime-li b = —2 do zaddni, dostaneme soustavu dvou rovnic
z—3y =1,
—z+ 3y = —1,

které€ jsou az na znaménko identické. Proto mame nekoneéné mnoho veseni - viz LA.
Priklad 1.9 Urcete, pro které hodnoty redlného parametru a € R md soustava

axr — 2y = 3,
3z +ay =4



mnoZinu feseni S, kterd je podmnoZinou ¢turtého kvadrantu v R?, tj.
S C{(z,y)lx >0Ay <0}.
(Reseni: a€ (—5;) )
Postup teseni: Rozdélime na dva pripady: 1. pokud a = 0 pak y = %2 axr = %, tj.

mdme jedno Teseni. 2. Pro nenulové a z pruni rovnice dostdvame x = % Dosazenim
do druhé ziskame 33 1 29)
+ 2y
—— tay = 4.
Vyndsobenim této rovnice cislem a a ndslednou upravou dostaneme
(6 +a?)y = 4a — 9.

Jelikoz 6 + a? > 0 a chceme y < 0, potrebujeme, aby 4a — 9 < 0, tj. a < % Zpétnym
dosazenim zjistime x:

C3428%0  3a+8
N a ~ 64a?

x
Tedy x > 0, pokud a > _78.

Priklad 1.10 Reste v R nerovnici
(22 = 1)(z — 2)%(x — 3)
T

(Reseni: x € (—oo,—1) U (0,1) U{2} U (3;400) )
Postup reseni:

Levd strana nerovnice ma smysl pro vsechna x € R \ {0}. Nejjednodussi zpisob je
graficky pres body, ve kterych funkce méni znameénko. V tomto pripade jsou to body
x=—1,0,1,3. Pro x < —1 je vyraz na levé strane kladny, a musi byt tedy kladny i na
intervalu (0,1) a (3,+00). Dale vidime, Ze leva strana je rovna nule pro x rovno —1, 1,
2ad.

> 0.

Priklad 1.11 Reste v R nerovnici
az’ + bz +c >0,

kde a,b, c jsou redln€ parametry.
(Reseni: Oznacme D = b* — 4ac a 1 = (=b+VD)/(2a) a 2 = (=b — /D)/(2a),
pokud D > 0. ReSeni je ndsledujici: Pro a > 0A D > 0 je x € (—00,x3) U (x1,+00). Pro
(1>O/\D:0je:1;€R\{—%}. Proa>0AND <0jexe€R. Proa<0OAD >0 je
x € (x1,22). Proa < 0N D <0 resent neezistuje. Proa =0Ab >0 je xz € (—c/b, +00).
Proa =0Ab <0 jex € (—o0,—¢/b). Proa =0Ab=0Ac >0 jex € R. Pro
a=0Ab=0Ac<0 reseni neexistuje. )
Postup reseni:

Priklad rozdelime podle parametru a.



i. a = 0: pak mdme linedrni nerovnici. Pro b > 0 je feseni x > 5%, prob=0Ac >0
je Teseni x € R, pro b < 0 je feseni v < —7. V ostatnich pripadech (b=0ANc <0)
resent neeristuje.

ii. a > 0. Zjistime nulové body. Diskriminant D = b* — 4ac. Rozlisime ti pripady:

% VD o yedeni merovnice x €

e D > 0, pak mdme dva nulové body x12 =
(=00, x2) U (x1,+00) (plati x1 > x2).

e D =0, pak mdme jeden koten. ProtoZe a > 0, parabola y = ax® + bx + ¢ je
nad osou T a této osy se v jednom bodé dotykd. Resenim jsou proto vsechna
re RN {—%}.

e D < 0 Pak nemd Zddny koven. Parabola y = ax® + bx + ¢ celd leZi nad osou
T a Tesenim jsou vSechna redlnd cisla x € R.

iti. a < 0. Obdobnd diskuze jako v predchozim bodé. Pokud D > 0, fesent je (x1,x2)
(plati xo > x1). V dalsich dvou pripadech jiz fesent neexistuje

Priklad 1.12 Reste v R nerovnici
laz? — b| < a,

s redlnymi parametry a, b.
(Reseni: Oznaéme o = b/a pro a > 0. Reseni je ndsledujici: Pro a < 0 a pro a >
0N a < —1 fedent neezistuje. Proa >0ANa € (—1,1) jex € (—V/a+1,v/a+1). Pro
a>0Na>1jere(—Va+1,—vVa-1)U(KWa—-1,vVa+1).)
Postup reseni:

Pro a <0 resent neexistuje. Staci se tedy omezit na a > 0. Nejdrive vydélime nerov-
nici ¢islem a a oznacime o = b/a. Dostaneme

22 —al < 1,

cili (jak se miiZeme presvédcit nakreslenim situace na ¢iselnou osu) a —1 < 22 < a+1.
Nyni obé nerovnice vyresime.

e a—1<z2 Proa—1<0 (tedy o < 1) nerovnost plati vidy. Pro a—1 > 0 miZeme
psat

a—l<2? & 0<2®—a+1 & 0<(z—+Va—1)(z+Va—1).

Resenim jsou proto vsechna x € (—oo, —v/a — 1) U (Va — 1, +00).

e 22 <a+1. Proa+1<0 (tedy o« < —1) nerovnice nemd reseni. Pro a+1 > 0
muzeme psdt

<atl & P—a-1<0 & (z—Va+1)(z+Va+1)<0.

Resenim jsou proto vsechna x € (—V/a +1,v/a +1).



Celd soustava vySe zminénych nerovnic (a tedy i pivodni nerovnice) md proto (pro
a > 0) ndsledugict Teseni:

o o < —1: Zadné Tesent.
e ac(—11):ze(—Va+1l,Va+1l).
ea>l:ze(—Va+l,—Va—-1)UHa—-1,Va+1).

Priklad 1.13 Reste v R rovnici

\/l‘+374\/1733:1+\/5.

(Reseni: x € {1} )
Postup teseni: Nejprve najdeme mnozinu pripustnych hodnot x. V odmocniné nesmi
byt zaporné cislo. Dostavame tak podminky:

r+3—4v1—x >0, 1—x >0, x > 0.
Druhd a treti davaji omezeni x € (0,1). Proni po ipravé a umocnéni ddvd
(x+3)2>16(1 —2) < 2> +220 - 7>0,

tedy x € (—o00, —11 — 8/2) U (—11+8v/2, +00). Obor pripustnych hodnot je v € (—11 +
8\/5, 1). Prejdeme nyni k teseni samotné nerovnice. Umocnénim ziskime
r+3—4V1l—2=1+2Vz+x,
2V1 —x+ x = +1.

Po opétovném umocnéni dostavame

4y/z(1 —x) = =3 4 3.

Z této rovnice pozorujeme, Ze teSeni musi splriovat podminku x > 1 (aby —3 4+ 3z > 0).
Jediné mozné tesent je tedy x = 1 o cemz se presvédcime dalsim postupem. Opétovnym
umocnénim dostdvame kvadratickou rovnici

162(1 — x) = 922 — 18z + 9

Gy o 9 B 9 . , ,
s redenim v = 1 a v = 5. Reseni x = 5¢ nevyhovuje podmince x > 1, a musime ho tedy

vyloucit. O jeho vylouceni se muZeme presvédcit i zkouskou.

Priklad 1.14 Reste v R rovnici

25 —«x 3+x
3 3

=4,
\/3+33 +3\/25—:z:




(Resent: x € {11,-2} )

Postup Teseni: Substituci y = ¢ 235;5 pro x ¢ {—3,25} prejde piuvodni rovnice na
citelnéjsi tvar

3

y+-—=4.

Yy
Vyndsobenim y ziskdme kvadratickou rovnici, kterd md teseni y; = 1 a ys = 3. Zpétnym
dosazenim do substituce ziskame resent x1 = 11 a x9 = —2.
Piiklad 1.15 Reste v R rovnici

22+ +b==x

s redlnym parametrem b.
(Reseni: Prob=0jex € Rj. Prob <0 jex =0. Prob>0 nemd 7eseni. )
Postup Teseni: Rownici prepiseme na tvar /a2 + b2 = v — b. Aby mél vijraz smysl, musi
platit x —b > 0, tj. x > b. Je-li b =0, pak Tesenim jsou x € ]R(J)r. Pro ostatni b si vyraz
umocnénim upravime na
22+ b2 = 22 + b% — 2bz.

Jedingm mozZnym TeSenim miZe (ale nemusi) byt x = 0: Je-li b < 0, pak TeSenim je
x = 0. Pokud b > 0, pak reseni x = 0 nevyhovuje podmince x > b. Celkové tedy

o b =0 resenim je libovolné x € ]Rar

e b <0 resent x = 0.

e b > 0 Tesent neexistuje.

Priklad 1.16 Pro kterd redlnad ¢isla m bude mit rovnice
422 — 8mx —6m+9 =0
jeden koten roven trojndsobku druhého kotene?
(Reseni: m € {1,-3} )
Postup reseni: VyuZijeme Vietovy vzorce. Pro vztahy mezi koteny kvadratické rovnice
ax® +bx +c =0 plati

T+ a2 = ——,
a

(&

T1T2 = —

a

(snadno se odvodi sectenim/vyndsobenim obecného vzorce pro koteny). Dostavame tak
rovnice

xr1 = 3x2,

_ 8m

T+ X9 = i
~ —6m+9
1T = T



Dosazenim pruni rovnice do druhé a treti obdrzime:

49 = 2m,
—6m+9  3m?> —6m+9
322 = = = & 3m? +6m —9 = 0.
4 4 4
Tato rovnice mad dvé Teseni m; =1 a mo = —3, coZ jsou TeSeni i nasi ulohy.

1.3 Logaritmy a logaritmické rovnice
Poznamka 1.2 Jednodussi priklady:

o Zjednoduste: logys 3%/5 Reseni: -1/6

{a [a (a)ﬂ s

Priklad 1.17 Reste v R rovnici

1

!

2 9
xlog z?—3log(z)—5 _ 10—210g(:t)‘

e Zjednoduste log, . Reseni: ;—Z

(Reseni: x € {1, 10574, 1()’1/2} )

Postup reseni: Vyrazy v zaddni majgi smysl pro x > 0. Zlogaritmovdnim a pouZitim
vztahi pro logaritmus dostaneme

9
<log2 22 — 3log(z) — 2) log xz = —2log x log 10.
Vidime, Ze jedno teseni je x1 = 1. Pro x # 1 podélime log x, ¢imz ziskdme

9
4log® z — 3log(z) — 5= -2,

kde jsme vyuZili vztahy log 10 = 1 a log?(2?) = (log(x?))? = (2log2)? = 4log? x. Dostali

jsme kvadratickou rovnici, kterou substituct y = log xz zjednodusime na tvar

5
4y2—3y—§:0.

Resent jsou yo = % ays = —%. Pivodni rovnice md tedy veseni xo = 10°/* a x5 = 1071/2,

Piiklad 1.18 Reste v R? soustavu rovnic

logsz + 31093 = 7,

¥ =512,

10



(Reseni: (xz,y) € {(125,4),(625,3)} )
Postup reseni: Logaritmovdnim druhé rovnice logaritmem o zdkladu 5 dostdvame
ylogs x = 121ogs 5 = 12.

Dosazenim do pruni rovnice a vyuZitim fakti, Ze logaritmus a exponencidla (o stejném
zdkladu) jsou navzdjem inverzni funkce a Ze plati y # 0, dostaneme

—+y="T
Yy

Vyndsobenim y dostaneme kvadratickou rovnici s resenim y1 = 4 a yo = 3, kterym ze
vztahu © = 5'2/Y odpovidaji x1 = 125 a z9 = 625.

1.4 Goniometrické rovnice

Piiklad 1.19 Reste v R rovnici
sinz + v3cosz = V2.
(Reseni: = € {35 +2kr|k € Zy U{—% + 2knlk € Z} )
Postup teseni: Protoze \/3 = 2§ = 2cos g mizeme levou stranu rovnice prepsat na
sinx + 2003(%) cosx = sinx + 2 [cos(x - %) - sin(%) sinx] = 2cos(z — %)

Resenou rovnici lze tedy ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

V2

2 cos(z — %) =v2 = cos(z— %) =5 = cos(%) = cos(% + 2kmr)
s resenim
T okr = o= T 4ok
T T LT g T
T T T
=T = 4 %
T9 5 4+ kr = x9 12+ krm
Priklad 1.20 Reste v R rovnici
11—t
S 8T = 2cos2x.
1+tgx

(Reseni: x € {Z +krlk € Z} U{-% +knlk € Z} U{TE +krlk € Z} )

11



Postup teseni: Upravime levou a pravou stranu:

cos z—sin x
1— tgx _ coszT

1+tgy coszisinz  cogp +sina’
COos T

cosx — sinx

2 cos 2z = 2(cos® x — sin® ) = 2(cos z — sinz)(cos = + sin z).

Tim dostdvdme .
cosx — sinx i i
——————— =2(cosx — sinx)(cos z + sin x).
COST +SsInx

Ihned vidime reseni cosx = sinz, tj. * = T +kmn. Pro ostatni x # 7 +km miZeme rovnici

vydelit cosx — sinx # 0, ¢imZ ziskame

1 . . . 1

5= (cosz +sinz)” =1+ 2sinzcosx = 1 +sin2z & -5 = sin 2z.
Vyslednd rovnice mad resent

T T
Qp— — 2 19 __"
x 6—1— kr = 12+l<:7r,

2x:%r+2k:7r = x:7—7r+k‘7r.

Priklad 1.21 Reste v R

in2 r— 3 si 1
’COS$|SIH T 2smx-‘,—2 = 1.

(Reseni: x € {3F + 2kr|k € Z} U {Z + 2kr|k € Z} U {kr|k € Z} )

Postup Teseni: Viraz md smysl pro cos(x) # 0, tj. pro x # § + km, kde k € Z (jinak
dostdvdme nedefinovany vyraz 0°). Rovnici zlogaritmujeme, ¢imz dostaneme

3 1
(sin2x ~3 sinx + 2) log|cosz| = 0.

Dostavame soucin dvou vyrazi, ktery ma byt roven 0. Pruni vjraz po substituci v = sin(x)

prejde na tvar
u? — §u + L
2 2

s kotenyuy =1 a us = % Po zpetném dosazent do substituce dostdvdme

sinx:1©x1:g+2k7r,

1 s ot
sine=—-&xy=—=+4+2kr a x3=—+2km.
5 2 6 + 2rm 3 5 + 2km
Reseni x1 musime vyloucit, nebot jsme se omezili na x # 5 + km. Dalsi vesent plynou z
podminky log | cos(z)| = 0 < |cos(z)| = 1 < cos(z) = £1, tj. x = km. Redeni nasi tilohy
jsou
o7

21 =k, x22%+2k¢7r, o3 =25 +2kn, kel

12



Priklad 1.22 Reste rovnici v R
sinx + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3x.

(Reseni: x € {%W + 2km|k € Z} U {%7( + 2kmlk € Z} U {g + ]‘7”‘

keZ} )

Postup teseni: Na cleny s 1x a 3x vyuZijeme vzorce

sina + sin § = 2sin (M> cos <a _B> )

2 2
cosa + cos 8 = 2cos (0[42_6> cos <a;ﬁ> .

Tim dostaneme

2sin (m 4—233:) cos <$ —23a:> + sin(2x) = 2 cos (m —1—233,’) cos <a: —23x> + cos(2x)

2sin(2x) cos(—z) + sin(2x) = 2 cos(2z) cos(—x) + cos(2z)

S vyuzitim sudosti cos(x) = cos(—x) a faktorizaci dostaneme rovnici
[sin(2z) — cos(2z)] [2 cos(x) + 1] = 0.

Resenim rovnice cos(z) = —% dostaneme x1 = %77 +2km a z9 = %W + 2km. Dalsi resent
ziskdme z podminky sin(2z) = cos(2z) < tg(2z) =1 & 20 = T + km, tj. a3 = & + AX.
Celkem

2 4 k
x1:§7r+2k7r, 332=§7T+2k7T, xgzg—i—?ﬂ, keZ.

Priklad 1.23 Reste nerovnici v R

2sinx < .
cos X

(Reseni: x € Uyey [(0+ 2km, 5 + 2k7) U (3F 4 2km, 21 + 2km)| U {2F + 2kn|k € Z} )

Postup teseni: Obé funkce jsou 21 periodické. Staci se tedy omezit na interval délky
27, napt. x € (0,2m). Na tomto intervalu md vyraz smysl, pokud v # 5 a x # 37” Nyni
bychom chtéli nerovnici vyndsobit cosx. Musime proto rozlisit pripady, kdy je cosinus
kladny o kdy zdporny.

e cosz >0z €(0,%)U (3, 2m). Vyndsobenim cosx dostaneme
2sinzcosx = sin2x <1

coZ plati vZdy.
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e cosz <0« € (Z,38). Vyndsobenim cosz dostaneme
sin2x > 1.

ProtoZe sina < 1 7esime pouze pripad sin2x = 1, tj. 2x = 5§ +2km = o = T + k.
CoZ je to samé jako v € {Z + 2kn|k € Z} U {2F + 2kn|k € Z}. Ve zkoumaném
intervalu x € (5 + 2km, 37” + 2km) lezi pouze body x = %’r + 2km.

Celkem ma mnoZina veseni tvar

{xER‘(EIkGZ)(:L‘E (0+2k7r,g+2k7r)\/x€ (3?%+2k7r,27r+2k7r)\/x: 5:—1—2k7r)},

neboli

3 5
U [(0 + 2k, g + 2km) U (77r + 2k, 2 + 2km) U {% + ka}] .
keZ

Piiklad 1.24 Reste v R
16sin2$ + 4. 22cos2z —=10.

(Reseni: x € {&+km,—%+kn, 5 +km,—% +knlkeZ} )

Postup teseni: Upravami prevedeme rovnici na tvar

24sin2x +4. 22(:052 z—2sin? —_ 24sin2x +4. 222—4sin2$ —10.
PouZitim substituce y = 2* sin’x # 0 dostaneme
1 2
y+16—=10 = y°—10y+16=0.
Yy

Tato rovnice md 7veseni y = 2 a y = 8. Zpétnou substituci dostaneme pro y = 2 rovnici

.o ) 1 .
g =21sm"e - " _gin?z = - =|sinz
4 2
s TeSenim 1 = § +km a xe = —§ +kmw, k € Z. V druhém prFipadé pro y = 8 mdme
.o 3 ) 3 .
g=23 =20z T _gn?y = 7:|smxl.
Tato rovnice md reSeni v3 = § +km a vy = —5 +km, k € Z.

Priklad 1.25 Urcete vsechna cisla x € R tak, aby éturty clen binomického rozvoje
1 6
(xm n 13/5)
byl roven 200.
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(Resent: = € {10,107} )

Postup reseni: Vyraz md smysl pro x > 0 a zdroven logx # —1, tj. x # %0' Binomickd

n
véta Tikd (a + b)" = kz (R)ako"*. Cturty ¢len ziskdme pro k = 3. Proto poZadujeme

6 1 \3 3
m%umw) 12/z)% = 200.
(5)( (95)
Po upravé dostaneme
3 g 3 41
20p20+ess) g1 =200 = p20tlss) "4 =10.

Na rovnici aplikujeme dekadicky logaritmus

L S B
2(1+1logz) 4 BT =

( )

Prevedenim na spolecného jmenovatele a ekvivalentnimi upravami prevedeme Tovnici na
kvadratickou
2
Yy +3y—4=0,

kterda md koteny y1 = 1 a yo = —4. Hledame nyni x splnujict y = logx. Dostdvame

logz1=1 = 1 =10,
logre =—4 = 1x9= 1074,

Celkove tedy x € {10,1074}.

1.5 Komplexni ¢isla

Priklad 1.26 Zapiste cislo z = ii150;11 v goniometrickém tvaru.

(Reseni: z = V2 ((:os %77 + ¢sin %7(-) )

Postup teseni: Nejprve ¢islo upravime do algebraického tvaru, ze kterého snadno ziskame
tvar goniometricky. Plati
-1 (P-1DE+1)

.5 .
Z= = = —-1=1—1.
P41 P41

Velikost ¢isla je |z| = /2 a pro jeho tihel o plati

sinp = N cosp =

Sl
Sl L
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Cislo z v goniometrickém tvaru md proto tvar

3 3
2 =12 (cos Z7r + 2sin 47r) .

Priklad 1.27 Resté v C:
22 —4iz —3=0.

(Reseni: z € {i,3i} )

Postup teseni: Diskriminant této kvadratickeé rovnice je roven
D = (—44)% —4-(-3) = —4.

Resent jsou tedy

212 =
1

ditia/[—4 {32'
2 - .

Alternativni reseni: pomoct Vietovijch vzorci prepiseme rovnici na tvar
(z—3i)(z—1) =0,

ze kterého uZ rovnou vidime koteny.
(Haddni kotent timto zpusobem zrychluje postup feseni kvadratickych rovnic).

Priklad 1.28 Reste v C: .
(5— =)z + 2z = 224.
2

(Reseni: z € {1 — T} )

1

Postup veseni: Upravou 5 = —tadosazenim z = v + vy, kde x,y € R, dostaneme

5+ 9z — U5+ )y + 2z + 2y = 221,
(Tx +y) + (x — 3y)i = 0 + 224.

Porovnanim redlngjch a imagindrnich sloZek dostaneme dvé rovnice pro dvé nezndme
z,y €R

Tx +y =0,
r — 3y = 22.
Soustava md feseni x = 1 a y = —7. Resend pivodni rovnice je tedy z = 1 — Ti.
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Priklad 1.29 V Gaussové roviné zakreslete mnozinu resent v C rovnice
(lz—1 — |2+ 34]) (]z2| —2) = 0.

(Reseni: Na Obrdzku 1. )
Postup teseni: Prunim teSent je mnoZina bodi |z| = 2, coZ v Gaussové roviné predstavuje
kruznici se stredem v pocdtku a polomérem 2. V druhém pripadu dostdvdme rovnici

2 =i = |2+ 3] & Va7 ¥ (y — 12 = &2+ (y + 3%,
kde z = x + ty pro x,y € R. Po umocnéni a rozndsobeni prejde rovnice na tvar
—2y+1=6y+9

s jedingm Tesenim y = —1 (zdvislost na x vypadne). Toto Teseni predstavuje v Gaussové
roviné primku, kterd je rovnobéznd s osou x a kterd prochazi bodem [0, —1], viz obrdzek
1.

Obrézek 1: Reseni rovnice (]2 —i| — |2+ 3i|) (]2| =2) =0v C

Priklad 1.30 V C reste rovnici
A4 s4+1=0.
Dodeni: » ~0S (D S <in oolon m 3w Im 9w
(Reseni: z € {cosp + isinglp € {E, 5, = 5211 )

Postup tesend: jelikoZ cislo z = —1 neni TeSend rovnice (jednoduse ovéritelné), muzeme
rovnici vyndsobit ¢islem (z + 1) a ziskat

22 =—1.

17



Tuto rovnici vyresime pomoci Moivrovy véty. JelikoZ z = |z|(cos ¢ + isin ¢), plati
2% = |2|°(cos 5y + isin 5p) = —1 = 1(cos 7 + isin 7).
Nyni porovndme velikost a uhel, které se museji rovnat. Pro velikost dostdvdme
|z| =1

a pro uhel
50 =7+ 2km.

Zde nesmime zapomenout na periodu funkce cosinus. Z predchdzejici rovnice dostdvdme
pro riuzné€ volby k € 7 celkem pét ruznych reseni:

T 3 s 97
= — = —_— =T = —_— = —.
¥o 5 ) #1 5 ) P2 3 ¥3 5 3 2 5
Nyni ale musime vyloucit p2, ten by totiZ daval Tesent z = —1, které jsme jiZ vyloucils

z oboru Teseni a Tesenim puvodni rovnice byt nemuze. Tohoto si lze vsimnout, jelikoZ
na pocdtku jsme méli rovnici ctvrtého radu, musime proto ziskat 4 ruznd reseni. Ne vic
nebo mene.

Poznamka: Jednd se o reciprokou rovnict 4. stupné. Pokud ji jako reciprokou rovnici

+5-1 + v/ —142v/5
4 2 :

budeme Tesit (specidlnimi substitucemi), tak vyjdou koteny z =
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