Kapitola 1

Energie vinéni

1.1 Enmergetické veli¢iny pro strunu

Hustota kinetické, potencidalni a celkové energie na struné. Vektor toku energie.
Zdkon zachvani energie. Energie pro superpozici vin. Amplituda a intenzita.

Z mechaniky vite, ze celkova energie Ey;, + E,n izolované soustavy hmotnych bodi
pii pusobeni konservativnich sil mezi hmotnymi body se zachovava, tj. béhem pohybu
se neméni. To ovSem neplati pro jednotlivé castice izolované soustavy: energie se uvnitt
soustavy preléva.! Ukdzeme si, jak se tato skuteénost dd matematicky vyjadfit pro nejjed-
nodussi vlnici se prostiedi - strunu.

Pro odvozeni vzorcu pro energetické veli¢iny na struné si pomuzeme diskretni aproxi-
maci z oddilu 1.3 a spojitou limitou. Kineticka energie kratkého useku struny < z, z4+dz >
je souctem kinetickych energii vSsech hmotnych bodu ftetizku, které lezi v intervalu <
z,2+dz >:

Bun(zz4d2) =~ Y M2 (1.1)
z<na<z+dz

Vyjadiime-li levou stranu (1.1) pomoci hustoty kinetické energie x(z,t) a na pravé
strané nahradime vsechna wn(t) hodnotou spojité funkce %—f(z, t), dostaneme

1. dz (9 ?
K(z, t)dz = §M§ (;f(z,t)> .

Soucinitel dz/a zde vyjadiuje pocet ¢lenu sumy v (1.1). Ve spojité limité ¢ — 0 musi
M — 0, aby hustota p = M /a zustala konstantni, takze

k(2 1) = ;p (‘Z’)Q (1.2)

'Rovnéz to neplati pti ptisobeni disipativnich sil (tfeni).
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Pro urceni hustoty potencidlni energie vyjdeme z potencidlni energie U, ,,+1, kterou
ziskd pruzinka spojujici sousedni hmotné body n, n 4 1 fetizku pfti vychyleni z rovnovazné
polohy. Pti natazeni z pocatecni délky a na konecnou délku [ bude

1 1
Un,n+1 = - /(_KZ’)dZ’ = §K(l2 - CL2) = §K(wn+1 - %)27
takze potencidlni energie useku < z, z + dz > bude rovna

Epot(z, 2+ dz) = ; > K(Wns1 — ¢n)” (1.3)

z<na<z+dz

Levou stranu (1.3) lze vyjadiit pomoci hustoty potencidlni energie u(z,t). Na pravé
strané ve spojité limité a — 0, K — oo, aby sila napinajici strunu 7" = Ka zustala
konstantni. Soucasné nahradime ve vSech s¢itancich

¢n+1 (t) _ ¢n(t) ~ aiw 5

a 0z

takze pii poc¢tu dz/a séitancu

a v limité a — 0 dostaneme

u(z,t) = 1T (?ﬁ) : (1.4)

Celkové energie na jednotku délky — hustota energie c(z,t) — je souctem « + u,

c(ot) = ;p (%f) + T (?ﬁ) (1.5)

Dovoluje v kazdém okamziku ¢ zapsat energii vinéni zvoleného useku struny < a,b > jako
integral

b

Beapo () = [ 2(z,)d (16)
ktery se obecné méni s casem. Tyto zmény energie v intervalu < a, b > jsou nutné kompen-
zovany tokem energie pres hranice intervalu < a,b >. K vyjadieni toku energie uvazujme
dvojici bodu n, n + 1 a zkoumejme, jak velkd energie se pii vlnéni prendsi za 1 sekundu
z bodu n na bod n+ 1. Tento vykon kona sila, kterou n-ty bod pusobi na bod n+ 1. Podle
obr. 7?7 a 7?7 je rovna
¢n+1 wn o &ﬁ

T

—Fy, = —|Fy|sin(v¥s) = —T tan(vy) = - 5.
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Vykon, ktery tato sila kona na bodu n + 1, dostaneme vynasobenim rychlosti ¢n+1 ~

oY /ot

(W o
82 ot

Veli¢ina S, o rozméru Js—! (watt) pfedstavuje tok energie mistem z ve sméru +z.
Protoze méa charakter vektorové veli¢iny, zavadime vektor toku energie

oY oy

S.(z,t) = (1.7)

kde zg je jednotkovy vektor ve sméru osy z.
Abychom vyjadrili bilanci energie v daném intervalu < a, b >, zapiseme ubytek energie
(1.6) za jednotku ¢asu

(1.9)

_dE s _ [ owory  0v 0%
e /7d /l o or oz om0z

a

Jestlize v prvnim ¢lenu integrandu vyjadifme 9% /0t* pomoci vinové rovnice, dostaneme
po snadné upravée

b
dEcap> / 0 (_p0voy
— — = [ — dz = 5,(b) — S.(a). 1.10
22\ T, 5 (b) — S:(a) (1.10)

Jako dusledek pohybové rovnice jsme tedy obdrzeli zdkon zachovani energie v integralnim
tvaru.

Cviéeni: Odvod'te diferencidlni tvar zdkona zachovani energie, ktery mé formu jedno-
rozmérné rovnice kontinuity pro energii

O 0S,
ot oz
Zapamatujte si, ze energetické veliciny s, u, €, S jsou kvadratické ve vychylkach
1. Pro vychylku ¢ vime, ze plati princip superpozice, ktery plyne z linearity vlnové
rovnice: jsou-li 11, ¥y TeSeni vlnové rovnice, pak i jejich soucet ¥ = 11 + 19 je FeSenim.
Z hlediska vzniku vInéni na struné muzeme predpokldadat, ze viny ¢, resp. 15 jsou buzeny
silami F(t) resp. Fy(t) pusobicimi na pocatku polonekone¢né struny. Pfi skladani vInéni
se aditivné skladaji i derivace
00 _ vy ds Du_ D D1
ot ot o’ 0z 0z 0z

Pro kvadratické veli¢iny to ovSem neplati, napf.

A U A N U U 4 U S A I
(w) —(at> *(m) o o #(aﬁ *(at>'

=0.
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Piidavny interferencni ¢len vytvaii dojem, ze vznika dalsi energie, nebo se ztraci. Z hle-
diska buzeni vlny 1 souctem sil F(t) = Fi(t) + Fy(t) vsak tento paradox mizi: vykon
dodavany na strunu

EW 3% 8¢2>

Oy

ot

Oy _

P(t) = ()5 -

+ F— =

neni roven souctu vykonu sil Fi, Fy !

Poznamka k terminologii: Vyraz amplituda jsme pouzili pro oznaceni kladné kon-
stanty A v harmonické vIné. V 8irsim smyslu se casto pouziva k oznaceni veli¢iny linearni
v 1. Vyraz intenzita se pak v tomto Sirsim smyslu pouziva pro veli¢iny, které jsou kva-
dratické v ¢ nebo v derivacich ¥. ( V uzsim smyslu intenzita znamena ¢asovou stiedni
hodnotu toku energie v postupné viné.) Amplitudy vyhovuji principu superpozice,
intenzity nikoliv.

1.2 Energetické poméry v postupné viné

Energetické veliciny v postupné viné a jejich vzdjemny vztah. Casové a pro-
storové stredni hodnoty pro harmonické postupné viny.

V postupné viné ¥ (z,t) = F(z —vt), ktera se $ifi po struné ve sméru +z, plati specialni
vztah mezi derivacemi
o o o _ _ W

i —vF'(z — vt), 5 = F'(z—ut) = i 82 (1.11)

V dusledku vztahu (1.11) dostavame rovnost hustoty kinetické a hustoty potencidlni energie
v libovolném misté a case

_1 N 1 (9 _ET%Q_
e ot ) —2P\7Yaz) T2 \as) T

€ =2k = 2u. (1.12)

(?ﬁ) — ev. (1.13)

Posledni vztah muzeme interpretovat podle obr. 4.1: za ¢as At bodem z projde energie
z vysrafované oblasti evAt, tedy za jednotku casu ewv.
Zavedené energetické veliciny k, u, S, budeme ilustrovat na harmonické postupné viné

takze

Tok energie 1ze pak jednoduse zapsat

g _ ZM 81/1 81& (91/1
: 82 ot 8,2 8,2

P(z,t) = Acos (wt — kz + «).
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Obrazek 1.1: Prenos energie v postupné viné

Intenzity
Lo 40 2
K(z,t) = e A sin® (wt — kz + a),
1
u(z,t) = §Tk2A2 sin? (wt — kz + @),

S.(z,t) = TkwA?sin® (wt — kz + a)
(1.14)

jsou véechny imérné kvadratu A%sin? (wt — kz + ).

V praxi, vzhledem k vysokym frekvencim, obvykle méfime stfedni hodnoty téchto
velicin. V daném misté pak uréujeme ¢asovou stfedni hodnotu. Casové stfedni hodnota
integrabilni funkce f(¢) v intervalu t; <t < t; je definovdna integralem

1
to — 1t

< f(t) >= /f(t)dt.

Pro periodicky déj f(t + T) = f(t) se stfedni hodnota pocita pies interval o délce jedné
periody T
1 to+T
< f(t) 1= / F(t)dt. (1.15)
to

Pro harmonické kmity jsou uziteéné vzorce (odvod'te!)

1
< cos (Wt +a) >r=0, < cos®(wt+a)>r= 5 (1.16)

a analogické vzorce pro sinus. Odtud ihned plyne, ze

casové stredni hodnoty intenzit pro harmonické postupné viny nezdvisi na z, t
a jsou rovny polovineé jejich maximalnich hodnot.

Cviceni: Definujte prostorové stiedni hodnoty a odvod'te vzorce analogické (1.16)

1
<cos(kz+B) >\=0, <cos’(kz+ 8 >)= 3



