
Kapitola 1

Energie vlněńı

1.1 Energetické veličiny pro strunu

Hustota kinetické, potenciálńı a celkové energie na struně. Vektor toku energie.
Zákon zachváńı energie. Energie pro superpozici vln. Amplituda a intenzita.

Z mechaniky v́ıte, že celková energie Ekin + Epot izolované soustavy hmotných bod̊u
při p̊usobeńı konservativńıch sil mezi hmotnými body se zachovává, tj. během pohybu
se neměńı. To ovšem neplat́ı pro jednotlivé částice izolované soustavy: energie se uvnitř
soustavy přelévá.1 Ukážeme si, jak se tato skutečnost dá matematicky vyjádřit pro nejjed-
nodušš́ı vlńıćı se prostřed́ı - strunu.

Pro odvozeńı vzorc̊u pro energetické veličiny na struně si pomůžeme diskretńı aproxi-
maćı z odd́ılu 1.3 a spojitou limitou. Kinetická energie krátkého úseku struny < z, z+dz >
je součtem kinetických energíı všech hmotných bod̊u řet́ızku, které lež́ı v intervalu <
z, z + dz >:

Ekin(z, z + dz) =
1

2

∑
z≤na≤z+dz

Mψ̇n
2
. (1.1)

Vyjádř́ıme-li levou stranu (1.1) pomoćı hustoty kinetické energie κ(z, t) a na pravé
straně nahrad́ıme všechna ψ̇n(t) hodnotou spojité funkce ∂ψ

∂t
(z, t), dostaneme

κ(z, t)dz =
1

2
M
dz

a

(
∂ψ

∂t
(z, t)

)2

.

Součinitel dz/a zde vyjadřuje počet člen̊u sumy v (1.1). Ve spojité limitě a → 0 muśı
M → 0, aby hustota ρ =M/a z̊ustala konstantńı, takže

κ(z, t) =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

(1.2)

1Rovněž to neplat́ı při p̊usobeńı disipativńıch sil (třeńı).
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Pro určeńı hustoty potenciálńı energie vyjdeme z potenciálńı energie Un,n+1, kterou
źıská pružinka spojuj́ıćı sousedńı hmotné body n, n+1 řet́ızku při vychýleńı z rovnovážné
polohy. Při natažeńı z počátečńı délky a na konečnou délku l bude

Un,n+1 = −
l∫
a

(−Kz,)dz, = 1

2
K(l2 − a2) =

1

2
K(ψn+1 − ψn)

2,

takže potenciálńı energie úseku < z, z + dz > bude rovna

Epot(z, z + dz) =
1

2

∑
z≤na≤z+dz

K(ψn+1 − ψn)
2. (1.3)

Levou stranu (1.3) lze vyjádřit pomoćı hustoty potenciálńı energie u(z, t). Na pravé
straně ve spojité limitě a → 0, K → ∞, aby śıla naṕınaj́ıćı strunu T = Ka z̊ustala
konstantńı. Současně nahrad́ıme ve všech sč́ıtanćıch

ψn+1(t)− ψn(t)

a
≈ ∂ψ

∂z
(z, t),

takže při počtu dz/a sč́ıtanc̊u

u(z, t)dz =
1

2
K
dz

a

(
a
∂ψ

∂z
(z, t)

)2

a v limitě a→ 0 dostaneme

u(z, t) =
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (1.4)

Celková energie na jednotku délky — hustota energie ε(z, t) — je součtem κ+ u,

ε(z, t) =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

+
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (1.5)

Dovoluje v každém okamžiku t zapsat energii vlněńı zvoleného úseku struny < a, b > jako
integrál

E<a,b>(t) =

b∫
a

ε(z, t)dz, (1.6)

který se obecně měńı s časem. Tyto změny energie v intervalu < a, b > jsou nutně kompen-
zovány tokem energie přes hranice intervalu < a, b >. K vyjádřeńı toku energie uvažujme
dvojici bod̊u n, n + 1 a zkoumejme, jak velká energie se při vlněńı přenáš́ı za 1 sekundu
z bodu n na bod n+1. Tento výkon koná śıla, kterou n-tý bod p̊usob́ı na bod n+1. Podle
obr. ?? a ?? je rovna

−F2x = −|F2| sin(ϑ2) ≈ −T tan(ϑ2) = −T ψn+1 − ψn
a

≈ −T ∂ψ
∂z
.
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Výkon, který tato śıla koná na bodu n + 1, dostaneme vynásobeńım rychlost́ı ψ̇n+1 ≈
∂ψ/∂t :

Sz(z, t) = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
. (1.7)

Veličina Sz o rozměru Js−1 (watt) představuje tok energie mı́stem z ve směru +z.
Protože má charakter vektorové veličiny, zavád́ıme vektor toku energie

S(z, t) = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
z0, (1.8)

kde z0 je jednotkový vektor ve směru osy z.
Abychom vyjádřili bilanci energie v daném intervalu < a, b >, zaṕı̌seme úbytek energie

(1.6) za jednotku času

−dE<a,b>
dt

= −
b∫
a

∂ε

∂t
dz = −

b∫
a

[
ρ
∂ψ

∂t

∂2ψ

∂t2
+ T

∂ψ

∂z

∂2ψ

∂t∂z

]
dz. (1.9)

Jestliže v prvńım členu integrandu vyjádř́ıme ∂2ψ/∂t2 pomoćı vlnové rovnice, dostaneme
po snadné úpravě

−dE<a,b>
dt

=

b∫
a

∂

∂z

(
−T ∂ψ

∂z

∂ψ

∂t

)
dz = Sz(b)− Sz(a). (1.10)

Jako d̊usledek pohybové rovnice jsme tedy obdrželi zákon zachováńı energie v integrálńım
tvaru.

Cvičeńı: Odvod’te diferenciálńı tvar zákona zachováńı energie, který má formu jedno-
rozměrné rovnice kontinuity pro energii

∂ε

∂t
+
∂Sz
∂z

= 0.

Zapamatujte si, že energetické veličiny κ, u, ε, S jsou kvadratické ve výchylkách
ψ. Pro výchylku ψ v́ıme, že plat́ı princip superpozice, který plyne z linearity vlnové
rovnice: jsou-li ψ1, ψ2 řešeńı vlnové rovnice, pak i jejich součet ψ = ψ1 + ψ2 je řešeńım.
Z hlediska vzniku vlněńı na struně můžeme předpokládat, že vlny ψ1 resp. ψ2 jsou buzeny
silami F1(t) resp. F2(t) p̊usob́ıćımi na počátku polonekonečné struny. Při skládáńı vlněńı
se aditivně skládaj́ı i derivace

∂ψ

∂t
=
∂ψ1

∂t
+
∂ψ2

∂t
,

∂ψ

∂z
=
∂ψ1

∂z
+
∂ψ2

∂z
.

Pro kvadratické veličiny to ovšem neplat́ı, např.(
∂ψ

∂t

)2

=

(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂t

)2

+ 2
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂t
̸=
(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂t

)2

.
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Př́ıdavný interferenčńı člen vytvář́ı dojem, že vzniká daľśı energie, nebo se ztráćı. Z hle-
diska buzeńı vlny ψ součtem sil F (t) = F1(t) + F2(t) však tento paradox miźı: výkon
dodávaný na strunu

P (t) = F (t)
∂ψ

∂t
(0, t) = (F1 + F2)

(
∂ψ1

∂t
+
∂ψ2

∂t

)
̸= F1

∂ψ1

∂t
+ F2

∂ψ2

∂t
= P1(t) + P2(t)

neńı roven součtu výkon̊u sil F1, F2 !
Poznámka k terminologii: Výraz amplituda jsme použili pro označeńı kladné kon-

stanty A v harmonické vlně. V širš́ım smyslu se často použ́ıvá k označeńı veličiny lineárńı
v ψ. Výraz intenzita se pak v tomto širš́ım smyslu použ́ıvá pro veličiny, které jsou kva-
dratické v ψ nebo v derivaćıch ψ. ( V užš́ım smyslu intenzita znamená časovou středńı
hodnotu toku energie v postupné vlně.) Amplitudy vyhovuj́ı principu superpozice,
intenzity nikoliv.

1.2 Energetické poměry v postupné vlně

Energetické veličiny v postupné vlně a jejich vzájemný vztah. Časové a pro-
storové středńı hodnoty pro harmonické postupné vlny.

V postupné vlně ψ(z, t) = F (z−vt), která se š́ı̌ŕı po struně ve směru +z, plat́ı speciálńı
vztah mezi derivacemi

∂ψ

∂t
= −vF ′(z − vt),

∂ψ

∂z
= F ′(z − vt) ⇒ ∂ψ

∂t
= −v∂ψ

∂z
. (1.11)

V d̊usledku vztahu (1.11) dostáváme rovnost hustoty kinetické a hustoty potenciálńı energie
v libovolném mı́stě a čase

κ =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

=
1

2
ρ

(
−v∂ψ

∂z

)2

=
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

= u,

takže
ε = 2κ = 2u. (1.12)

Tok energie lze pak jednoduše zapsat

Sz = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
= −T ∂ψ

∂z

(
−v∂ψ

∂z

)
= vT

(
∂ψ

∂z

)2

= εv. (1.13)

Posledńı vztah můžeme interpretovat podle obr. 4.1: za čas ∆t bodem z projde energie
z vyšrafované oblasti εv∆t, tedy za jednotku času εv.

Zavedené energetické veličiny κ, u, Sz budeme ilustrovat na harmonické postupné vlně

ψ(z, t) = A cos (ωt− kz + α).
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Obrázek 1.1: Přenos energie v postupné vlně

Intenzity

κ(z, t) =
1

2
ρω2A2 sin2 (ωt− kz + α),

u(z, t) =
1

2
Tk2A2 sin2 (ωt− kz + α),

Sz(z, t) = TkωA2 sin2 (ωt− kz + α)

(1.14)

jsou všechny úměrné kvadrátu A2 sin2 (ωt− kz + α).
V praxi, vzhledem k vysokým frekvenćım, obvykle měř́ıme středńı hodnoty těchto

veličin. V daném mı́stě pak určujeme časovou středńı hodnotu. Časová středńı hodnota
integrabilńı funkce f(t) v intervalu t1 ≤ t ≤ t2 je definována integrálem

< f(t) >=
1

t2 − t1

t2∫
t1

f(t)dt.

Pro periodický děj f(t + T ) = f(t) se středńı hodnota poč́ıtá přes interval o délce jedné
periody T :

< f(t) >T=
1

T

t0+T∫
t0

f(t)dt. (1.15)

Pro harmonické kmity jsou užitečné vzorce (odvod’te!)

< cos (ωt+ α) >T= 0, < cos2 (ωt+ α) >T=
1

2
(1.16)

a analogické vzorce pro sinus. Odtud ihned plyne, že

časové středńı hodnoty intenzit pro harmonické postupné vlny nezáviśı na z, t
a jsou rovny polovině jejich maximálńıch hodnot.

Cvičeńı: Definujte prostorové středńı hodnoty a odvod’te vzorce analogické (1.16)

< cos (kz + β) >λ= 0, < cos2(kz + β >λ=
1

2
.


