Kapitola 1

Kmity soustav hmotnych bodu

1.1 Netlumené malé kmity kolem stabilni rovnovazné
polohy

Soustavy s jednim stupném volnosti; linearita a princip superpozice. Mechanické
soustavy s n stupni volnosti; pojem rovnovdziné konfigurace; mody; normdlni
souradnice.

Soustavy s jednim stupném volnosti Zdkladem vlnovych jevii jsou netlumené
kmity predevsim linearnich soustav. S kmity se setkdvame ve vSech fyzikalnich oborech.
Namadtkou uved me molekuldrn{ spektra, elektrické kmitavé obvody, akustiku, viny na vodé,
seismické viny. Zopakujme si nejprve nékolik ptikladu netlumenych kmitavych soustav s
jednim stupném volnosti.

Priklad 1. Téleso na pruziné. Téleso o hmotnosti m, které se pohybuje pod vlivem
pruziny o tuhosti k bez tfeni po vodorovné podlozce, mé pohybovou rovnici

mi = —kuz, (1.1)

kde z je vychylka télesa z rovnovazné polohy.
Priklad 2. Torzni kmaty. Téleso zavésené na vlakné vykonava netlumené otacivé torzni
kmity podle pohybové rovnice

I $=—ap, (1.2)

kde ¢ je thel otoceni télesa z rovnovazné polohy ¢ = 0, I je moment setrvacnosti télesa
vzhledem k ose otaceni a « je konstanta.

Obrézek 1.1: Téleso na pruziné
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Obrazek 1.2: Torzni kmity

Obréazek 1.3: LC-obvod

Piiklad 3. LC-obvod. Podle 11. Kirchhoffova zdkona plati pro napéti na kondenzatoru
a civce rovnost
Ldi Q

Erimiabet (1.3)
kde ndboj na kondenzatoru @ = CU = [ idt. Zderivovdnim rovnice (1.3) podle ¢asu tedy
dostaneme
2 i
L@ =G (1.4)
Uvedené priklady vykazuji matematickou zakonitost stejného typu, tzv. matematickou
analogii iloh ruzné fyzikalni podstaty. Vsechny pohybové rovnice jsou typu obycejné dife-
rencialni rovnice, linedrni, 2. fadu, s konstantnimi koeficienty:

U+ 260 + w?Y = 0. (1.5)

Nulova hodnota konstanty tlumeni § = 0 vyjadiuje zanedbani odporu prostiedi.
Vyznacénou vlastnosti feseni ¢(t) linedarni rovnice (1.5) je princip superpozice:

Jsou-li Y, 1y dvé Tesend (1.5), je TeSenim i kaZda jejich linedrni kombinace
1 + g, kde ¢y, co gsou libovolné konstanty.

Obecné teseni diferencidlni rovnice

W+ wip =0, (1.6)

tj. TeSeni zavislé na 2 libovolnych realnych konstantéch, se obvykle zapisuje v jedné ze tii
ekvivalentnich forem

P(t) = Acos(wt+ )
= acoswt + bsinwt (1.8
Cleiwt + 026_iwt. (19)

Mezi konstantami se snadno odvod{ vztahy (odvod'te!):

a b
A=Va2+1% cosp = ———, sinp = ——————,
7 7 Va2 + b2

) 1.10
1/(124_[)2 ( )
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Obrazek 1.4: Matematické kyvadlo

b
Q:QQZ:@. (1.11)
Konkrétni hodnoty dvojice libovolnych integracnich konstant se urcuji ze dvou pocatecnich

podminek, obvykle v case t = 0:

v(0) = @ (1.12)
¥(0) = wo. (1.13)

Cviceni. Vypoctéte A, ¢ pomoci xg, vg !
Zopakujte si nazvoslovi:

A = amplituda kmitu

w = tihlové frekvence [s71]

v = w/2r = frekvence[H?z]

T = 1/v = perioda|s]

e = fazova konstanta [bezrozmeérnd.

Vsimnéte si, ze velikost w? = k/m v Pf. 1 muZe byt slovy vyjddiena jako wvratnd sila
vztaZend na jednotkové posunuti a jednotkovou hmotnost.
Priklad 4. Matematické kyvadlo. Pohybova rovnice pro tihel 1

Ml = —Mgsin (1.14)

je nelinedrni, ale pro malé vychylky ¢ << 1 kolem rovnovazné polohy @ = 0 muze byt
rovnice linearizovéana, tj. priblizné nahrazena linearni rovnici

¢+%w:0 (1.15)

Matematicka poznamka. Obycejnd diferencidlni rovnice

(116)

je linedrni s konstantnimi koeficienty. Resen{ diferencidlnich rovnic tohoto typu vychézi
z vlastnosti funkce e,

e =e". (1.17)
1. Ptredpokladany tvar reseni
x(t) = eM (1.18)

dosadime do (1.16),
(A +whHeM =0, (1.19)
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2. Charakteristickd rovnice
M4+ w' =0 (1.20)
ma kofeny
)\172 = j:z'w, w > 0. (121)

3. Ziskali jsme fundamentalni systém linedrné nezavislych feseni rovnice (1.16)

{e™! e}, (1.22)

4. Obecné feseni (zavislé na 2 libovolnych realnych konstantach) obdrzime pomoci prin-
cipu superpozice

z(t) = Cre™ + Coe ™!, Cy = (. (1.23)

Mechanické soustavy s n stupni volnosti. Budeme studovat netlumené kmity,
které vznikaji pti malych vychylkach konservativni soustavy z jeji stabilni rovnovazné kon-
figurace.

Uvazujme tedy konservativni soustavu o n stupnich volnosti, jejiz potencial U je funkei

(kartézskych) soufadnic xy,. .., z,. Pohybové rovnice soustavy zapiseme ve tvaru
N ou
kde m; jsou hmotnostni konstanty piislusné souradnicim x;. Soustava je podle definice
v konfiguraci xg1,...,xq, v rovnovdze, jestlize sily na ni pusobici jsou v této rovnovdziné
konfiguraci rovny nule,
ou
Fi‘rovn. konfig. = _%<x017 s 71:0”) = 0. (1'25)
(]

To znamen4, ze v rovnovazné konfiguraci nabyva U stacionarni (extremdlni) hodnoty. Rov-
novazna konfigurace se nazyva stabilni, jestlize pohyb vlivem malé poruchy neopusti jisté
okoli rovnovazné konfigurace (z nestabilni konfigurace se soustava pii malém vychyleni
vychyluje déle). Rovnovéha je stabilni v téch staciondrnich bodech potencidlu U, které
odpovidaji lokdlnimu ostrému minimu. PTi malych vychylkach z rovnovazné polohy po-
tencialni energie roste a sila vraci systém do rovnovazné polohy. Pohyb vlivem malé poruchy
pak nevyjde z malého okoli rovnovazné konfigurace soustavy. Neni-li extrém ostrym mini-
mem, existuji sméry vychylek, v nichz se potencidlni energie nezvétsuje; v téchto smérech
se soustava muze pii malé poruse neomezené vzdalovat.

Jelikoz chceme pohybové rovnice soustavy linearisovat v bezprostfednim okoli rovno-

vazné konfigurace g1, .. ., Ton, pouzijeme Tayloruv rozvoj funkce U n proménnych kolem
bodu (zg1, ..., To,) do 2. taddu véetneé:
" oU
U(l’l, c. ,.I'n) = U(xm, . ,fﬂon) + Z O (33'01, cee 7x0n)<xi - wOi) + (126)
i=1 O%i

1 n
5 Z 8 7, (To1, -+ Ton) (T — Toi) (75 — T05) + .. -,
1,j=



1.INETLUMENE MALE KMITY 5

Zde clen linearni ve vychylkach x; — zg; je podle (1.25) roven nule a nulty ¢len muzeme
polozit rovnym nule (volba bodu nulového potencidlu). Pfi zanedbéni ¢lenu od 3. fadu
muzeme tedy potencial priblizné zapsat jako kvadratickou formu

U= > Uyt (127

i,j=1
v proménnych & = x; — x; s konstantnimi koeficienty

02U
Uj = m($017"'ax0n) = Uy, (1.28)

které tvoii symetrickou matici (U;;). Podminka minima znamend, ze matice (U;;) je posi-
tivné definitnd (tj. prislusnd kvadratickd forma (1.27) je positivné definitni). Pfipomente
si [?] téz Sylvestrovo kriterium, podle néhoz vsechny rohové subdeterminanty musi byt
positivni !

Pohybové rovnice (1.24), (1.27) po substituci z; = & + x¢; maji tvar

j=1

Tato soustava obycejnych diferencialnich rovnic 2. fadu s konstantnimi koeficienty urcuje
malé kmity soustavy kolem rovnovazné polohy & = ... = &, = 0. Rovnice (1.29) maji feseni
typu e* a v nasem pifpadé — bez tlumen{ — specidlné typu exp(+iwt) nebo cos(wt + ¢).

Pro urceni feseni postupem podle Matematické pozndmky zapisme soustavu (1.29) v
maticovém tvaru. Zavedeme-li konstantni matice

A = (mdy;), B=(Uy) (1.30)
a sloupcovy vektor &, kde 7 = (&, ...,&,), 1ze soustavu (1.29) zapsat ve tvaru
AE+ BE=0 (1.31)

(A, B jsou matice n X n, symetrické a positivné definitni).

1. Hledejme teseni ve tvaru
£(t) = X cos(wt + o), (1.32)

kde amplituda X je konstantni sloupcovy vektor. V takovém teseni, které ve fyzice
nese nazev méd (Cesky téz vid) soustavy, vSechny casti soustavy kmitaji se stejnou
frekvenci w a ve faz.

2. Po dosazeni (1.32) do soustavy (1.31) obdrzime homogenni systém

(—w*A+B)X =0 (1.33)
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Obrazek 1.5: Médy vazanych oscilatoru (kyvadel):

a) Pro ¢1(0) = ¢2(0), ¢1(0) = ¢2(0) = 0 jsou vychylky kyvadel jsou stéle shodné;

b) Pro ¢1(0) = —p2(0), ¢1(0) = 2(0) = 0 se vychylky kyvadel lis{ jen znaménkem;

c)Pfi jinych pocédteénich podminkdch se mddy superponuji; pii jakych pocatecnich
podminkach vznika situace naznacena na grafu?

n linearnich rovnic pro urceni n neznamych amplitud X;. Tato rovnice mé nenulové
feseni, jen kdyz
d@t(B — W2A) = ‘Ul] — w2mi<5ij] = O, (134)

To je tzv. sekuldrni rovnice pro urceni vlastnich frekvenci soustavy. Jako algebraickd
rovnice n—tého stupné pro w? md n kofenu w?,...,w?. Vsechny jsou positivni v

dusledku positivni definitnosti matic A, B.

3. Dosadime-li jednotlivé koteny w? do systému (1.33) a uréime (normalizovand) resen{
X&) ziskdme fundamentdind systém linedrné nezavislych feseni soustavy diferencialnich
rovnic (1.31)

{XW cos(wit + @1), ..., X™ cos(wnt + ©n)}. (1.35)

Vektory amplitud X ®) uréuji tvary modi.
4. Obecné feseni (zavislé na 2n libovolnych redlnych konstantdch) obdrzime pomoci
principu superpozice

() = i A X® cos(wit + @) (1.36)
k=1

Dalsi podrobnosti o feSeni ilohy soucasné diagonalizace dvojice symetrickych matic A,
B naleznete napt. v klasické ucebnici [?]. Najdete tam vysvétleni, ze kvadraty frekvenci
médu w? jsou vlastnimi ¢isly tlohy

BX = w?AX (1.37)

a tvary médi X® jsou vlastnimi vektory této tlohy. Vlastni vektory pifslusné rtznym
vlastnim ¢islum jsou zde ortogonélni vzhledem ke skalarnimu souc¢inu

ij=1 i=1

(viz [?], ptiklady 592 —594). Normu definovanou timto skaldrnim sou¢inem pak lze pouzit
k normalizaci vlastnich vektoru.

Systém normalizovanych vlastnich vektorti X *) piedstavuje vyznaénou ortogonalni bazi
v R". Kartézské souradnice v novych smérech X*) se nazyvaji normalni soufadnice 7.
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Linearni (A-ortogondlni) transformace od soufadnic §; ve standardni bazi k normdlnim
soutadnicim 7 v bazi vlastnich vektoru je

£=Cn, kde Cj=x. (1.39)
Oveéite si (viz t6z [?]), ze transformace C' provadi souc¢asnou diagonalizaci matic A, B:
C'AC = E, C'BC =A, (1.40)

kde A = diag(w?,...,w?). V disledku transformaé¢nich vzorct (1.40) se pohybové rovnice
(1.31) po vyndsobeni C* zleva daji upravit na tvar

C'(AE + B¢) = C*ACH + C'BCny = ij + An = 0, (1.41)

neboli

ik + wing = 0. (1.42)

To znamena, ze

v normdlnich souradnicich se soustava jevi jako systém nezdvislych harmo-
nickiych oscildatori.

Shrnuti. Kmitajici soustava s n stupni volnosti md prdveé n mdodu. Je-li v soustave
vybuzen pouze jeden maod, napr. k-ty s whlovou frekvenci wy, pak vSechny jeji stupné vol-
nosti kmitaji se stejnou frekvenci v, = wy /2w, ve fdzi (rovnovdzngmi polohami prochdzeji
soucasné) a tvar mddu je ddn pomérem amplitud jednotlivich stuprii volnosti. V daném
modu na kazdy stupen volnosti piusobi tdz vratnd sila na jednotkovou vychylku a jednotkovou
hmotnost, rovnd wi. KaZdd soustava o n stupnich volnosti, kterd vykondvd malé netlumené
kmity kolem rovnovdzné polohy, je ekvivalentni soustave n nezdvislych harmonickyjch os-
cilatori.

1.2 Kmity struny

Odvozeni vinové rovnice pro strunu. Stojaté viny jako mody. Okrajové podminky,
vlastni funkce a vlastni frekvence. Pocdatecni podminky a Fourierovy Tady. Obecny
pohyb struny.

Vlnova rovnice pro strunu. Jestlize soustava obsahuje velmi mnoho pohyblivych
¢ast! (1 mol vzduchu obsahuje N4 =~ 6.10% molekul) a jestlize pohyb sousedicich ¢4sti
je témeér stejny, pak muzeme vychylky z rovnovaznych poloh (z,y, z) popsat vektorovym
polem

¢<x7 y’ Z7 t) - (wz(x7 y’ Z7 t)7 ¢y(x7 y’ Z? t)7 ¢Z(x7 y? Z’ t))7

jez je spojitou funkci polohy a ¢asu. Vzhledem k jejimu interpola¢nimu charakteru muzeme
predpoklddat, ze je i dostatecné hladka (diferencovatelnd). Vztah kmitu diskretni soustavy
a jeji spojité aproximace budeme zkoumat v oddilu 1.3.
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Obréazek 1.6: Struna

Obrazek 1.7: K odvozeni vlnové rovnice

Pro jednoduchost se omezime na jednorozmérnou modelovou soustavu, strunu. Pod
strunou rozumime dostatecné tenké pruzné vlakno, které klade zanedbatelny odpor vuci
ohybani. Strunu si zndzornime podle obr. 1.6 napjatou silou T' v rovnovazné poloze podél
osy z mezi body 0 a L. Budeme uvazovat pouze piicné vychylky ¢(z,t) ve sméru osy .
Necht o oznacuje konstantni linedrni hustotu struny. Pak pohybové rovnice pro kratky tisek
struny délky Az mezi body z; a z9 (viz obr. 1.7) se dostane z 1. véty impulsové (zopakujte
si jil) !

dP,
dt

Abychom dospéli k vysledné pricné sile linedrni v 1)(z,t), budeme predpoklddat, ze

vychylky jsou velmi malé, takze plati (srovnej [?], pt. 1.1)
1. |F|=|Fs|=T

:Fw(e)L”le—FFQIZ—|F1|SiIlQ91—|—|F2|SiIl’L92. (143)

2. 99,0 < 1.
Potom F\(¢ = —Ttgd, + Ttgd, = {?;ﬁ(Zz,t) — gf(zl,t)} a pomoci Lagrangeovy véty
f(b) — fla) = f'(§)(b—a),a < & < b, dostaneme pravou stranu pohybové rovnice
o2
F© = Taf(zo,t)Az; 2 < 2o < 2. (1.44)
Leva strana pohybové rovnice je
dP, 0?1 a%p
=Am t) = A 1.45
dt ot2 (ZC'Ma ) atQ (ZCM> ) 2, ( )

pricemz zoar — 21, 20 — 21. Nakonec piseme z misto 21

0?1 0%
Qﬁ(z,t) Ta 5 (2,1). (1.46)
L[ véta impulsovd. Pro soustavu hmotnych bodu m,, a =1,..., N pod vlivem vnitinich

sil (spliujicich zdkon akce a reakce) a vnéjél'ch sil F'©) je ¢asovd zména tthrnné hybnosti
soustavy rovna V}'fslednici Vnéjél'ch sil FO =3, F (©) Vzhledem k tomu, ze P = Z Mmer®

jako P =M R muzeme [. vétu impulsovou zapsat M R=F e)
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Tato vinovd rovnice pro strunu je pohybovou rovnici pro vSechny wnitrni body struny
z € (0, L). Musime ji proto doplnit jesté okrajovgmi podminkami, které vyjadiuji tzv. pevné

konce? -

0(0,6) =0=1(L,t), teR. (1.48)

Stojaté viny jako mady.
1. Pfi feseni vinové rovnice (1.46) pomoci médu predpokladdme tvar resent

P(z,t) = X(2) cos(wt + ¢). (1.49)

Protoze vSechny body kmitaji se stejnou frekvenci a prochazeji soucasné rovnovaznou po-
lohou, jedna se vlastné o stojatou vinu.
2. Po dosazeni (1.49) do (1.46) dostaneme

—w?0X (2) cos(wt + @) = TX"(2) cos(wt + ¢) .

Vzhledem k tomu, ze tato rovnice ma platit pro vSechna t, musi platit

X"(2) + k*X(2) =0, (1.50)
kde
k2 = %wQ. (1.51)

Oby¢ejna diferencidlni rovnice (1.50) v prostorové souradnici z ma presné stejny tvar jako
(1.6) v case. Jeji obecné feseni ma tedy tvar

X(z) = Asinkz + Bcoskz, (1.52)
kde k je kladné (odmocnina z k?). Okrajové podminky pro pevné konce dévaji

X0)=0 = B=0,
X(L)=0 = sinkL=0.

Posledni rovnice je transcendentni a ma nekonec¢né mnoho korenu

km:%, m € 7; (1.53)

2Qkrajové podminka pro tzv. wvolng konec vyjadiuje, Ze upevnéni ptsobi nulovou pricnou silou na
strunu. Podle obr. 1.7 v bodé z, zakon akce a reakce dava

. 0
FQm = Ttg'ﬂg = T£(Z2’t) = 0.

Volny konec struny v bodé z5 = L tedy vyjadiime okrajovou podminkou

%f(m) =0. (1.47)
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Obrazek 1.8: Stojaté viny na struné s pevnymi konci

ponévadz k > 0, vybirdme pouze kladné hodnoty m = 1,2... . Ptislusné vlastni frekvence

obdrzime ze vztahu (1.51)
T Tr
w \/ . my | oL mwi (1.54)
m |T

=57 E:myl, m=12.... (1.55)

Um

Vlastni frekvence struny jsou tedy celo¢iselnymi nasobky zdkladni frekvence v, zédkladniho
ténu; v, pro m > 1 se nazyvaji vyssi harmonické (svrchni tény). Prislusné viastni funkce

XM (2) = sinky,z = sin mw%

jsou znazornény na obr. 1.8. Urcuji tvar odpovidajictho médu. Jejich vinové délky jsou
AN = 2L, )\ = %,)\3 = %,...,)\m = % = %, ... Velicina k, nazyvana vinové cislo, je
tedy s vlnovou délkou spojena vztahem k = 27 /\. (Veli¢ina o = 1/\ se nazyva vinocet.)
Zavislost (1.51) thlové frekvence na vlnovém ¢isle se nazyva disperzni vztah; pro strunu

mame tedy

T
w=y,F (1.56)

V kapitole 2 uvidime, ze podil w/k = A\v = v je roven tzv. fdzové rychlosti.
3. Fundamentalni systém teseni vlnové rovnice je nekonecny,

oo

{sin(k,2) cos(wimt + @m) Foo_y -

4. Princip superpozice dava obecné teseni ve formé nekonecné fady

W(z,t) = i A,y sin(ky,z) cos(wmt + ©m), (1.57)

m=1

obsahujici nekone¢né mnoho konstant A,,, ¢,,, které se maji urcit z pocatecnich podminek.
Pocatecni podminky a Fourierovy fady. Protoze vinova rovnice je linearni, obecny
pohyb spojité struny upevnéné na obou koncich je dan superpozici (1.57) vSech médu

m = 1,2,... s libovolnymi amplitudami A,, a fazovymi konstantami ¢,,. Amplitudy a
fazové konstanty lze urcit z poc¢atecnich podminek pro polohu a rychlost v ¢ase t = 0:
¥(z,0) = f(2), (1.58)
oY
—(2,0) = g(2), (1.59)

ot
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Obrazek 1.9: Periodické prodlouzeni funkce f(z)

kde funkce f(z), g(z) jsou pfedepsany na intervalu (0, L), v souladu s okrajovymi podminkami.
Dosazenim obecného feseni (1.57) do pocatecnich podminek dostaneme

i Ay sin(kp,z) cos o, = f(2), (1.60)
il A (—wp) sin(k,2) sin @, = g(z2). (1.61)

Levé strany rovnic (1.60), (1.61) predstavuji Fourierovy rozvoje danych funkei na pravé
strané a nasim tkolem je najit jejich Fourierovy koeficienty A,, cos @, resp. —A,,wy, sin ©,,.

V matematice se dozvite podminky, za nichz rozvoje funkei konverguji k rozvijenym
funkcim. Ve fyzice musi byt funkce f(z) dostatecné hladkd, aby platilo odvozeni vlnové
rovnice; v matematice je tiida ptipustnych f(z) mnohem 8irsi.

Fourieruv rozvoj na levé strané (1.60) je zfejmeé periodickou funkei z s periodou \; = 2L.
Také pravou stranu f(z), 0 < z < L, muzeme dodefinovat pro vsechna z, abychom obdrzeli
periodickou funkci F'(z) (viz obr. 1.9). Mame tedy tfidu vSech periodickych (hladkych)
funkei F(2) s periodou A\ = 2I, které jsou nulové pro z =0,z = L.

Fourieruv rozvoj lze vsak psat pro jeste Sirsi tiidu funkci, jestlize se vzdame okrajovych
podminek odpovidajicich pevnym koncum. Vsechny ’rozumné’ periodické funkce F'(z) s
periodou Ay, F(z + A1) = F(z), 1ze rozvinout

F(z) = % + > (ancosnkiz + by, sinnk; z), (1.62)
n=1
kde k; = 27/A;. Pridané kosinové ¢leny odpovidaji kmitum s volnymi konci. Hledéni

konstant a,, b, se nazyva Fourierova analyza. Pouziva se k ni relaci ortogonality mezi
vlastnimi funkcemi:

1
:{ 10’ n%m}:Alémna
A1, m=m 2

cosnkyzcosmkyzdz = 5)\15mn ,

zZ14+A1 1 z21+M z21+M
/ sinnkyzsinmkyzdz = 5 / cos(n —m)kizdz — / cos(n +m)kizdz | =
zZ1

z1+A1

21

21+ z1+A1
/ sinnkyz cosmkyzdz = / [sin(n +m)kiz + sin(n — m)k,z| dz =0 .

zZ1 zZ1
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Jednotlivé koeficienty vypocteme tak, ze fadu (1.62) vyndsobime piislusnou vlastni funkef
a vyintegrujeme ptes periodu \; (vlastni funkce odpovidajici ag je 1); dostaneme tak vztahy

9 21+
U = 1 F(z)cosmkyz dz,

1

) iy (1.63)
b, = — F(z)sinmk,z dz.

A J

Analogické vztahy lze samoziejmé psat pro Fourierovy tady periodické funkce ¢asu (w =
21 /T):

F(t) = % + Y (ay cos nwt + by, sinnwt)

n=1
2 t1+T

a, = — F(t) cosnwt dt,
T t1
2 t1+T

by, = = F(t)sinnwt dt.
T t1

1.3 Pri¢né kmity retizku atomu

Znalost feseni pohybu struny metodou stojatych vin (Fourierovou metodou) nam pomuze
k vyfeseni 1lohy na urceni kmitu nejjednodussi periodické struktury — jednorozmérného
fetizku atomt. Vedle nového pohledu na spojitou strunu jako na limitni piipad Fetizku,
ma tato tloha zasadni dulezitost v teorii pevnych latek s krystalickou strukturou.

Zkoumejme tedy pricné kmity soustavy N hmotnych bodu (vSechny o hmotnosti M)
spojenych pruzinkami (vSechny o tuhosti K) podle obr. 1.10. V rovnovazné poloze je
fetizek napjat silou T = Ka. Vychylky hmotnych bodu ve sméru osy x oznac¢ime 9, n =
1,2,..., N. Pii malych vychylkdch muzeme sestavit linearni pohybovou rovnici pro n-ty
hmotny bod postupem analogickym postupu u spojité struny.

Podle obr. 1.11 pusobi na n-ty hmotny bod pouze sily od sousednich atom,

M, = Fy = Fiy 4 Fyy = —|F 1| sin; + |F 5| sind, . (1.64)
Aproximace malych vychylek F, = Ttgdy — T'tgt)1, pak vede na linearni pohybové rovnice

M¢n _ T¢n+1 - ¢n i T¢n - wn—l

a a

(1.65)

pro hmotné body n = 1,2,..., N. Pro krajni body musime pohybové rovnice doplnit
okrajovymi podminkami (pevné konce) 1y(t) =0 = 1 (t).
Pohybové rovnice fesime metodou moédu z oddilu 1.1, tj. hleddme mdédy soustavy

P (t) = X, cos(wt + @) , n=12...,N. (1.66)



1.3. PRICNE KMITY RETIZKU ATOMU 13

Obrazek 1.10: Rovnovazna poloha tetizku N hmotnych bodt

Obrazek 1.11: K odvozeni pohybové rovnice

Vsimnéte si, ze index n odpovida souradnici z v ¥(z, t) pro spojitou strunu. Dosazeni médu
(1.66) do (1.65) vede na soustavu N linedrnich homogennich rovnic pro amplitudy X,

K
—W2Xn = M(Xn+1 - 2Xn + anl) y (167)

kde Xy = Xy11 = 0. Nenulové feseni existuje jen v pripadé, ze X je vlastnim vektorem
matice soustavy. Misto sestaveni a feseni sekuldrni (charakteristické) rovnice ukézeme, ze
stojaté viny X (z) = Asinkz + Bcoskz v bodech z = na, tj.

X, = X(na) = Asinkna + B cos kna (1.68)
fesi (1.67) pro néjaké w. Staci vypocitat

X1 + X1 = Alsin(kna + ka) + sin(kna — ka)] + B [cos(kna + ka) + cos(kna — ka)] =
= 2(Asin kna + B cos kna) cos ka = 2X,, cos ka

a srovnat s (1.67) ve formé

Xpi1 + Xno1 = Xo(2 — —w?) .

K

Vidime, ze (1.68) je nenulovym fesenim (1.67) za podminky

M
2coska =2 — ?wQ : (1.69)
neboli K K L
w? = QM(l — coska) = 4M sin? ?a . (1.70)

Graf tohoto nelinedrniho disperzniho vztahu

5 KS_ ka 0<ka<
w=24/—sin — —
M 2’ - 2 =

je ma obr. 1.12. Slouzi k urceni vlastnich frekvenci w,, fetizku pro hodnoty k,,, které
vyplyvaji z okrajovych podminek:

(1.71)

b

Xo=0 = B=0

Xyi1=0 = Asink(N + 1)a=0. (1.72)
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Obrazek 1.12: Disperzni vztah pro retizek atomu

Obrazek 1.13: Mdédy na tetizku atomu

Dostavame tedy N vInovych ¢isel

mm
o = ——— m=1,...,N 1.73
(N+1a (1.73)
Piislusné médy jsou zakresleny na obr.1.13. 3
Obecné teseni je linearni superpozici nalezenych maédu,
N
Un(t) = Y A sin(kpna) cos(wimnt + om), (1.75)

m=1

s libovolnymi konstantami A,,, ©,.

Na zavér se vratme ke spojité limité vetizku a — 0. Vzhledem k dané délce L =
= (N + 1)a, linearni hustoté o = M/a a sile T'= Ka musi soucasné a — 0, N — oo,
M — 0, K — oo. V této limité muzeme disperzni vztah ptiblizné vyjadrit pomoci Taylorova
rozvoje funkce sinus,

w_z\/>sm f(_l ka) +--->i afg (k:a—%(k:a) ) (1.76)

V limité a — 0 tak zbyva jen prvni clen, ktery dava disperzni vztah pro spojitou strunu
w=1/T/p k . Zanedbéni ¢clenu vyssiho fadu je u fetizku mozné, kdyz

A
ka < 1, tj. kdyz o >a . (1.77)
m

Spojita limita je tedy dobrou aproximaci pouze tehdy, kdyz vlnové délky médu jsou do-
statecné velké vuci vzdalenosti sousednich bodt a. Pak se ovsem vychylky sousednich bodu
budou velmi mélo lisit. Z téchto duvodu ¢asto mluvime o dlouhovlnné limiteé.

3Resen{ pro m = N +1 je identicky nulové, tedy jako pro m = 0, pro vyssi hodnoty m = N+2,... se —
az na znameni vychylek — periodicky opakuji médy m = 1,2,..., N. Napi.prom = N+1+1, 1 =1,..., N,

Inm
N+1°

. : Inm "o
X, =sinkyy11na = sin <N+1 + nw) = (—1)"sin (1.74)

7 jiného pohledu, tato vyssi vinové ¢isla odpovidaji pulvindm kratsim nez je vzdalenost a. V oddile 3.3
uvidime, ze pfi frekvencich w > w4, se misto takovych vin realizuji kvalitativné zcela odlisna feSeni.
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Obrazek 1.14: Graf tlumenych kmita

1.4 Vynucené kmitani tlumenych soustav pod vlivem
harmonické budici sily
V tomto oddile si nejprve zopakujeme zakladni vlastnosti pohybu tlumeného harmonického
oscilatoru ([?], oddil 2.2) Jeho pohybova rovnice
mi = —kx — hi (1.78)

ma na pravé strané soucet elastické sily a sily viskozniho tlument, kterd je imérna rychlosti
a miri proti sméru pohybu.
Diferencidlni rovnice (1.78) ma tvar (1.5)
i+ 207 +wijz =0, (1.79)

kde w? = k/m a parametr § = h/2m > 0 se nazyva dekrement witlumu. Reseni (1.78)
hleddme ve tvaru z(t) = exp At, ktery vede na charakteristickou rovnici

M 420\ +ws =0. (1.80)

Podle hodnoty diskriminantu D = 4(62 — w?), tedy podle velikosti titlumu, dostdvame t¥i
typy TeSeni:

D =4(6* —w?) | Utlum | Pohyb
<0 slaby periodicky tlumeny
=0 kriticky | aperiodicky mezni
>0 silny aperiodicky

Zapisme podrobné tvar feseni rovnice (1.79) pouze pro piipad slabého tlumeni § < wy,
ktery budeme potiebovat v dalsich kapitolach. V tomto piipadé méa charakteristicka rovnice

koteny
Ao =—-0+tiw, kde  w=/wi—0?%, (1.81)

takze obecné feseni je ddno vztahy (odvodte!)
z(t) = e (Clem - éle_i“t) (1.82)

nebo z(t) = Ae™® cos(wt + a) . (1.83)
Pri slabém utlumu tedy oscilator kmita, ale amplituda kmitu exponencialné klesa k nule
(viz obr.1.14).

Mechanicka energie oscilatoru se vlivem viskézniho tlumeni méni nevratné v teplo. Tuto
ztratu energie lze vyrovnavat dodavanim energie vnéjsi periodickou silou F,(t) = Fycos Qt .
Pohybova rovnice pro vynucené kmity ma pak tvar
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Obrazek 1.15: I. Amplituda C(Q), II. Fazové posunuti ®(Q2) a) pro zanedbatelné tlument,
b) pro § = 0,2wy, ¢) pro d = bwy.

Obrazek 1.16: Energie vynucenych kmiti — skuteénd vystiedovana energie a jeji Lorent-
zova aproximace (¢erchované) pro 6 = 0.2wy

mi = —kx — hi + Fycos Qt | (1.84)
neboli
&+ 20% + wjz = Beos Ot (1.85)

kde B = Fy/m.

Obecné teseni zavislé na dvou integracnich konstantéch je podle nauky o diferencialnich
rovnicich superpozici feseni Zpm (t) rovnice s nulovou pravou stranou (1.79), tedy (1.82)
nebo (1.83) a partikuldrniho feseni x,,,+(t) rovnice (1.85),

:U(t) = xhom(t) + xpart(t) . (186)
(Overte!)
Pripomenme, Ze partikuldrni feseni pii specidlnim tvaru pravé strany rovnice (1.85) lze
snadno nalézt: do (1.85) dosad’te predpoklddany tvar fesenf

Tpart(t) = C(2) cos(Q2t + O(£2)) (1.87)
a porovnanim koeficientu u cos Qt a sin (2t vypocitejte

B

Q) = , (1.88)
V(Wi — Q2)2 + 452022
2002

Zavislost amplitudy C' na budici dhlové frekvenci Q dosahuje (pii dosti slabém ttlumu
§ < w/v/2) pii hodnoté Q, = \/wd — 262 rezonancéniho mazima.

Rezonanénf kiivka na obr.1.15.1 je grafem zavislosti C'(€2). Pii Q = 0 (konstantni budici
sfla) ma oscilator statickou vychylku B/w3, pii rezonanéni frekvenci €2, kmitd s maximdln{

amplitudou
B

T fui— 0

Videéli jsme, ze obecné feseni (1.86) se skladd ze dvou ¢ésti (1.83) a (1.87)

Ch (1.90)

z(t) = Ae™ cos(wt + a) + C(Q) cos(Ut + (Q)) . (1.91)
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V prvni ¢asti zavisi na dvou integrac¢nich konstantach A, o, které se urci ze dvou pocatecnich
podminek. Vsimnéte si, ze tato prvni cast se ¢asem exponencialné utlumi, predstavuje
tedy prechodny jev. Druhy ¢len, ktery pretrvava po odeznéni prechodného jevu, se nazyva
ustdleny (staciondrni) déj. Z prubéhu faze ®(£2) (obr.1.15.11) je patrné, ze fdze ustaleného
dgje je zapornd, vynucené kmity soustavy se zpoZduji za kmity budici sily.
Zajimavé je chovani feseni (1.91) pro velmi slabé az zanedbatelné tlumeni
§ < w. V tomto piipadé rezonanc¢ni kiivka (obr.1.15.1.a) m4 velmi tizké a vysoké rezonan¢ni
maximum pii Q, & wy a faze () se skokem méni z 0 na —7. Energie prechodného jevu
exponencialné klesa s ¢asem
Lo, oo 1 2 f2,—20t
Ehom(t) = 5M&hom + §kxh0m ~ SmwpATe (1.92)
s ¢asovou konstantou 7 = 1/(29). Celkova energie oscildtoru pii ustaleném déji se perio-
dicky méni s periodou T' = 27/ budicf sily:
1 1
E<t> = §m$?)art + §kx;z2m7"t =
1 1
= §mQ2C’2 sin?(Qt + @) + §mw(2)02 cos?(Qt + @) .
(1.93)
Tuto energii muzeme vystiedovat pres periodu

_ 1 Q2 2
Er = ,mﬂca

Sm—s (1.94)

V tésné blizkosti rezonance lze prubéh energie aproximovat jednodussi Lorentzovou (Breit-
Wignerovou) krivkou (viz obr. 1.16 a [?], pf. 4.13)

mB?
(Q—wo)?+ (5

1
E~- 1.95
. (1.95)

Zde T' = 20 znagdi sitku rezonanéni kiivky (1.95) v poloviéni vysce Ep,q./2, kde
mB?

Emaz = A19
212

(Overte!) 4
Cviceni 1. Pii ustaleném déji je veskera energie dodavana budici silou preménovéana
viskéznim tlumi¢em na teplo. Vypocitejte stiedni vykon P dodany budici silou béhem
jedné periody T' = 27/Q a ukazte, Ze je roven stfednimu vykonu spotifebovanému tfenim.
P moé? B2
T (wg — Q2)2 + 46202

Cviceni 2. Ukazte, ze pri velmi slabém tlumeni § < wy lze urcit 'dobu zivota’ 7
soustavy ponechané bez vlivu budici sily z sitky I' rezonanéni kiivky pro energii podle
vztahu

4Ve skriptech [?] jste se zabyvali jinou aprozimaci. Ta viak neni tak presna.
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I'r~1.

Cviceni 3. Obvykle se zavadi cinitel jakosti (kvalita) slabé tlumeného oscilatoru jako

bezrozmérné ¢islo wWoE
=7
Ukazte, jak lze vlastnosti oscildtoru wp, @ uré¢it z rezonanc¢ni kiivky (1.93) pro energii.

W

o3



