Kapitola 1

Presné statistiky

1.1 Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni

Uvazujme nejprve systém N klasickych ¢astic. Kazda z nich se mize nachazet na néjaké
energetické hladiné (mikrostavu) s energii €;. Soustava je v tepelné rovnovéaze s okolim o
teploté T. Oznacime jako np) pocet ¢astic s energii ¢; (obsazovaci ¢islo). Celkovy pocet
castic je N, takze plati
N = anm.
1

Index 7 oznacuje stav celého souboru (makrostav). Celkova energie souboru ve stavu v je
E,y = Z nZ(’Y)é‘Z'.
Statistické vlastnosti souboru N ¢astic odvodime z kanonické partiéni sumy, ktera ma tvar

Zg = Zg'ye_BE77
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kde g, je degenerace makrostavu «y. Pro rozlisitelné ¢astice plati
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a kanonickou parti¢ni sumu mizeme zapsat jako N-tou mocninu jednocasticové partiéni sumy
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Pro identické ¢astice jsou ale degenerace makrostavii g, = 1 a kanonickou partiéni sumu ne-
dokazeme secist (s vyjimkou souborti s malym poctem ¢éstic). Problém predstavuje podminka
na pevny pocet castic. Tu mtzeme obejit prechodem ke grandkanonickému souboru. Navic
chyba, kterou timto postupem udélame, je pro velkd N zanedbatelnd - v termodynamické
limité jsou oba soubory ekvivalentni.

Uréime grandkanonickou particni sumu pro soubor klasickych ¢astic. Nejprve prejdeme
ke korigované statistice pro N ¢astic. Predpoklddejme, Ze pocet moznych energetickych stavii
je mnohem vétsi nez pocet ¢astic (plyn je dostatecné Fidky). Pokud bude teplota dostatetné
vysoka, muzeme predpokladat, ze v kazdém stavu je maximalné jedna castice, takze bude
platit np) ' =1. V tom pripadé jsou degenerace makrostavi g, = N!, coz je pocet permutaci
N ¢astic. V predchozim vypoctu jsme tedy partiéni sumu nadhodnotili o N!. Abychom to
napravili, sumu podélime poc¢tem permutaci N céastic. Tim dostaneme kanonickou parti¢ni
sumu ve tvaru

L N
Grandkanonickou parti¢ni sumu pak ziskdme standardnim postupem
+00 N +oo 1 N . .
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Vnittni energie a stredni pocet ¢astic se uréi pomoci vztaht
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Protoze parti¢ni suma Zj;p ma tvar souc¢inu pres energetické hladiny, plati
NZZ(”i>7 U225i<ni>7
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kde (n;) oznacuje stfedni pocet ¢astic na hladiné ¢;. Pro soubor klasickych castic se (n;) Fidi
Maxwell-Boltzmannovym rozdélenim (viz Priklad
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(ni) = ePei—a exp (e;&u)

1.2 Bose-Einsteinovo rozdéleni

Uvaiujm? ?yni soubor identickych bosonti. Obsazovaci ¢isla mizou nabyvat jakychkoli hod-
g

not, tj. n;” =0,1,2,.... Grandkanonicka parti¢ni suma se pak d& prepsat do tvaru
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Stiedni pocet ¢astic na dané energetické hladiné se ¥idi Bose-Einsteinovym rozdélenim (viz

P¥fklad
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() = a1 = oxp (558) — 1

Uvazujme nyni ultrarelativisticky bosonovy plyn v nadobé tvaru krychle s délkou hrany

L. Energie castice jsou
€ = pc = c\/pt +pj + pi,

kde slozky hybnosti nabyvaji hodnot
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pi = lz € ]NO.

Logaritmus parti¢ni sumy muzeme zapsat ve tvaru

InZgp =—g Z In (1 - eo‘_ﬁ‘”) ,
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kde faktor g oznacuje degeneraci energetickych stavi kvili spinu. V limité dostate¢né velkého
objemu nahradime sumu integralem

l1,l2,l3
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a pro logaritmus parti¢ni sumy dostaneme vztah
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Ptejdeme od hybnosti k energii
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Uvedené vztahy muzeme prepsat do tvaru
+00 +o0
U=g / en(e)D(e)de, N=g / n(e)D(e)de,
0 0

kde funkce n(e) je Boseho faktor (stfedni pocet Castic s energii ¢)

1
ne) = g7

a D(e) je hustota poctu stavi s danou energii; pro ultrarelativistky plyn plati

AV,

D(e) = 155 ¢

(1.4)

Ze vztahu (1.1)) vyjadiime grandkanonicky potenciél
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Provedeme integraci per partes; okrajovy ¢len vymizi a dostaneme vyraz
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Porovndnim se vztahem pro vnitini energii (1.2 zjistime ze plati identita

1
PV =-U
37

podobné jako pro klasicky ultrarelativisticky plyn.

1.3 Fermi-Diracovo rozdéleni

Pro fermiony (¢astice s polociselnym spinem) plati Pauliho vylucovaci princip. Obsazovaci
¢isla muzou nabyvat pouze hodnot n; = 0, 1. Parti¢ni suma je pak rovna

1

ZFD = H (Z 6(a_'65i)ni) = H (1 + ea—,@ai) .
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Stiedni pocet ¢éstic s energii (n;) se fidi Fermi-Diracovym rozdélenim (viz Priklad
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Uvazujme nyni nerelativisticky fermionovy plyn v krychli s hranou délky L. Energie castice

jsou
__ P _pitnn
2m 2m ‘
Slozky hybnosti nabyvaji hodnot
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Déle mtizeme postupovat stejné jako v pro bosonovy plyn. Logaritmus particni sumy

InZpp=g Z In (1 + ea_ﬂgl)
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aproximujeme v limité velkého objemu pomoci integralu
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Prejdeme od hybnosti k energii
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Odtud vyjadiime vnitini energii

400
InZ 2 1
U=— 70 nArD :g—WV(Qm)% / 5%7%,
op N /

a stredni pocet Castic
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Tyto vztahy miizeme opét prepsat do tvaru
+00 +oo
U=g / en(e)D(e)de, N=g / n(e)D(e)de,
0 0

kde n(e) je fermiho faktor (stfedni pocet ¢éstic s energii €)

(1.5)

(1.7)



Hustota poctu stavii s energii € je pro nerelativisticky plyn rovna

N |=

D(e) = = (2m)2e2.

B3
Ze vztahu ([1.5]) uréime grandkanonicky potencidl fermionového plynu. Po integraci per partes
dostaneme vyraz
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Porovndnim se vztahem pro vnitini energii ([1.6) najdeme rovnost
2
PV =-Q=kTI'InZpp = §U' (1.9)

Stejny vztah plati i pro klasicky nerelativisticky plyn.

1.4 Priklady

Priklad 1.1. Uvazujte systém dvou c¢éstic, kazda miize mit energii e, = 0, g5 = ¢, €3 = 3e.
Urcete partiéni sumu souboru a jeho vnitini energii, za predpokladu, ze castice jsou

1. rozlisitelné
2. bosony se spinem nula

3. fermiony bez spinu

Navod:
Obsazovaci ¢isla a degenerace jednotlivych makrostavii jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

~ ngv) ngv) n:())v) E, gs/MB) g’(yBE) g’(yFD)
1| 2 0 0 0 1 1 0
21 0 2 0 2¢e 1 1 0
31 0 0 2 6e 1 1 0
41 1 1 0 € 2 1 1
5) 1 0 1 3e 2 1 1
6 0 1 1 6e 2 1 1

Pro zjednoduseni zapisu oznac¢ime x = e, Vnitini energie se pak uréi podle vztahu

olnZz 0lnZ 0z olnZz
— = — = ge—

U= 08 or 08 oz




V pripadé rozlisitelnych castic je particni suma
Zyup =1+ 2% 4+ 2%+ 22 4+ 22° 4+ 22* = (1 + o + 2°)?,

a vnitini energie je tedy
1+ 322

Uyp =206 ——m—.
MB 1+ + a3

Pro bosony dostaneme vztahy

1+ 2z + 322 + 423 + 62°
g .
14+ o422+ 23 + 2t + af

Zpp =142+ 2%+ 2+ 23 + 2, Ugg ==z

Nakonec pro fermiony plati

1+ 322 + 423

_ 3 4 —
ZFD—ZL‘—|—I' —f—ZE, UFD—25 1—{—12—#1‘3‘

Prubéh vnitfnich energii je zndzornén v obr. Pro konec¢nou kladnou teplotu plati
nerovnosti
Upe < Uy < Upp.

V limité 7" — +oo (odpovidd x — 1) jsou vnitini energie stejné a nabyvaji hodnoty %5.
Pro T" — 0 (odpovidd = — 0) klesd vnitini energie souboru rozlisitelnych ¢astic a bosonu k
nule - pti T' = 0 jsou obé ¢astice na nejnizsi energetické hladiné. Tomu v piipadé fermiont
zabranuje Pauliho vylucovaci princip, takze i pti T" = 0 musi byt jedna c¢astice na prvni
excitované hladiné.

Priklad 1.2. Urcete stfedni pocet Castic s energii €; pro soubor klasickych ¢éstic, bosont a
fermion.

Vysledek:
1
Maxwell-Boltzmann : (n;) = —
exp ( o )
1
Bose-Einstein : (n;) = — )
exp (;C—T“) —1
1
Fermi-Dirac : (n;) =

exp (%) +1

Priklad 1.3. Fotonovy plyn, zareni absolutné cerného télesa

Urcete spektralni rozdéleni energie fotonového plynu (elektromagnetické zareni v duting,
které je v tepelné rovnovaze se sténami nddoby) v zdvislosti na jeho teploté. Cemu je rovna
hustota energie? Jaka je celkova vyzarena energie absolutné ¢erného télesa na jednotku plo-
chy. Najdéte hustotu poctu fotonu pro zareni o teplote T
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Obrazek 1.1: Vnitini energie pro soubor 2 rozlisitelnych ¢astic (Cerna kiivka) , bosont
(Cervend) a fermiont (modréd).

Navod: Fotonovy plyn je ultrarelativisticky bosonovy plyn - klidova hmotnost fotonu je
nula a jeho spin je 1. Navic je jeho chemicky potencial roven nule, protoze pocet fotonii se
nezachovava. Hustotu energie mtizeme vyjadrit ze vztahu ; integral prevedeme z energii
do frekvenci

‘(i:‘g/ 0/ en(e)D(g)de = /p(u)dv.

0

Spektralni rozdéleni energii p(v) absolutné ¢erného télesa tak mizeme zapsat ve tvaru

p(v) = Tn(v)e(v) D(v).

Degenerace g je dva kvili dvéma polarizacim. Vztah mezi energii fotonu a frekvenci je
€ = hv,

a pro boseho faktor dostaneme
1
nv) = ———.
) ert — 1

Hustotu po¢tu médi v intervalu (v, v + dv) uréime ze vztahu (|1.4)

47V
D(V) = 71/2.



Spektralni rozdéleni energii v zavislosti na teploté absolutné ¢erného télesa je tedy

B 8t hi?

V)= Thy
p() 036%—1

coz je Planckiv vyzafovaci zdkon. Pribéh funkce pro rizné teploty je zndzornén v obr. [1.2]
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Obréazek 1.2: Spektralni rozdéleni energie zareni absolutné cerného télesa o teploté 3000 K
(¢ernd krivka) , 4000 K (¢ervend) a 5000 K (modra).
Poloha maxima rozdéleni je ddna podminkou

hv,, 1

=3
kT 1—6}11:77@

Odpovidajici frekvence je primo imérna teploté (Wientv posunovaci zékon)

kT
m = 2.82—.
8 h
Pro hustotu energie fotonového plynu dostaneme
oo M = [e.e]
U Sth [ B i = sckt 1 2 8okt
V& / = :h3c3T/eI—1x:15h3c3
err — 1 dv = *Ldx
Celkovy vyzareny vykon na jednotku plochy je
400 5 2m
c , cU 27°k* _, .
R= in 0/ p(u)dl/0/005951n0d90 dp = v 15h302T =oT".
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Tento vztah se nazyva Stefan-Boltzmanntiv zakon. Hustotu poctu fotontt uréime ze vztahu

©3)

+oo 3 +oo 3
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Priklad 1.4. Degenerovany fermionovy plyn
Urcete Fermiho energii, Fermiho teplotu, vnitini energii a tlak v zavislosti na hustoté poctu
¢astic pro degenerovany fermionovy plyn (plyn pfi teploté 7' = 0).

sV,

miho faktor (1.8]) tak prejde ve skokovou funkci

1 17 € < Ho

n(E) = Sy — O — o) =
Ble—p)

c Wl 07 € > o,

kde g je chemicky potencial plynu pti absolutni nule. Ten je roven Fermiho energii €z, uréime

ji ze vztahu pro stfedni pocet ¢astic (1.7). Snadno zjistime

EF

2nV

1 4
N :gﬁ@m)% /sﬁde =g il
0

3h3

W3\ NN
I 9m \ng <V>

Fermiho teplota je definovana jako Fermiho energie délend Boltzmannovou konstantou, tj.

er h2 (3 §<N>§
or="F- () ().
k 2mk \4mg V

Fermiho teplota predstavuje charakteristickou teplotu systému. Pokud je skuteéna teplota
systému mnohem mensi nez Fermiho teplota, chova se jako by byl pti absolutni nule. Pro
nekteré systémy je Fermiho teplota vysokd, napt. pro vodivostni elektrony v kovech je
Or ~ 10* K, pro neutrony v neutronové hvézdé je Op ~ 102K. V téchto piipadech
predstavuje degenerovany plyn dobrou aproximaci. Pro helium-3 je Fermiho teplota O ~ 1K
a aproximaci lze pouzit az pti velmi nizkych teplotach T ~ mK.

Vnitini energie pti absolutni nule je rovna

2V 3 [ 3 A7V :
U= gF(Qm)2 /52d€ = g%(Qm)
0

ol

(2m)?e

Y

odkud dostaneme

ER 5 3
2 — ZNep.

W

Ze vztahu (1.9) pak muzeme vyjadrit tlak fermionového plynu pfi absolutni nule

2 N
P=—cp—.
5V
Nenulova hodnota tlaku je pfimym dusledkem Pauliho vylucovaciho principu. Tento tlak

napr. brani gravita¢cnimu kolapsu neutronové hvézdy.

10



	Přesné statistiky
	Maxwell-Boltzmannovo rozdělení
	Bose-Einsteinovo rozdělení
	Fermi-Diracovo rozdělení
	Příklady


