Kapitola 1

Termodynamické potencialy a identity

1.1 Diferencialni formy

*

Diferencialni forma 1. stupné je zobrazeni w : R" — (R")
Piiklad: Necht f : R"™ — R je hladké funkce. Derivace f v bodé x( je linedrni funkcional

Diferencial funkce je tedy diferencidlni forma 1. stupné. Obecné mizeme zapsat diferencialni
formu ve tvaru
w(z) = wi(z)d;.
i

Diferencialni forma w je exaktni, existuje-li funkce f, takova, ze w je jeji diferencidl. w je
uzavrend, plati-li

Gwi o &uj
(%j - 8951

Diferencialni formy muzeme integrovat po draze. Je-li ¢ : (a,b) — R™ draha, pak plati

[w=[wlew)e @

) a
Je-li w exaktni, pak snadno zjistime, Ze integral nezavisi na trajektorii

b

[w= [ reme = [ (rop) ()t = flpt) - fp(a).

a

Diferencialni forma w je konzervativni, plati-li
¥1 Y2
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pro vsechny drahy ¢, o které maji spolecny pocateéni a koncovy bod. Plati nasledujici
tvrzeni:
w je exaktni < ]{w = (0 <= w je konzervativni.
©
Priklad: Prvni princip termodynamiky muzeme zapsat ve tvaru

dU = 6Q — 5W.

Diferencialy 0Q) a 6W nejsou exaktni. Dodané teplo a vykonanda prace zavisi na tom, jaky
déj soustava kond. Diferencidl dU ale exaktni je, existuje tedy funkce U — vnitini energie.
Zména vnitini energie tedy nezavisi na déji, jen na poc¢atecnim a koncovém stavu soustavy.
Proto se také U tika stavova funkce.

1.2 Termodynamické potencialy

1.2.1 Vnitrni energie

Z prvniho principu termodynamiky pro uzavieny systém muizeme vyjadrit diferencial vnitini
energie ve tvaru

dU =TdS — PdV.

Pokud si soustava mtize vyménovat ¢astice s okolim, musime vztah rozsitit o ¢len popisujici
zménu energie v zavislosti na zméné poctu Castic

dU = TdS — PdV + udN.

Velicina p se nazyva chemicky potencidl. Odpovidda mnozstvi energie dodané systému, pokud
do néj pridame jednu c¢astici adiabaticko-izochorickou cestou. Protoze dU je exaktni dife-
rencial, existuje vnitini energie U jako stavova funkce. Jeji prirozené proménné jsou S, V, N.
7, exaktnosti dU plyne

8U> <8U> (8U>
Y = T’ avs = _P7 anr = M,
(35 VN oV )gn ON ) gy

coz je Cast prvni série Maxwellovych vztahi (viz. kapitola|l.3]). V termodynamické rovnovéze

dale plati
S Vv

U(S,V,N) U(s,v,1), s=p V=
Vnittni energie je tedy homogenni funkce 1. stupné, z ¢ehoz plyne vztah
ou ou ou
U(S,V,N)z() S—l—() V+<> N =TS8 — PV + uN.
95 )y n ov SN ON sv
P1i adiabatickém dé&ji (d@Q = 0,dS = 0) kond soustava praci na tikor svoji vnitini energie,

dWg = —dU.



1.2.2 Volna energie

K volné energii se dostaneme od vnitini energie Legendreovou transformaci (S,V, N) —
(T, V,N). Volna energie je definovéna jako

F:U—<8U> S=U-TS.
IS ) n

Pfirozené proménné volné energie jsou (T,V,N), coZ jsou také prirozené proménné kano-
nického souboru (viz kapitola ?7). Pro diferencial volné energie dostaneme vztah

dFf =dU —TdS — SdT' = —=SdT — PdV + pdN.

Protoze dF' je exaktni, plati vztahy

oF OF oOF
— | == pP—_ |2 N _
5= (o) 7o), = (x),,

P1i izotermickém déji a konstantnim poctu ¢astic kond soustava praci na tkor svoji volné
energie
dWp = —dU +TdS = —d(U — TS) = —dF.

1.2.3 Entalpie

Entalpii dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) — (S, P, N)

H=U- ou V=U+PV.
oV J)n

Ptirozené proménné entalpie jsou tedy (S, P, N). Diferencidl entalpie je roven
dH = dU + PdV +VdP =TdS + VdP + pudN.

7, exaktnosti dH plynou vztahy

OH OH OH
' (as)m’ ' (ap)w " (aN)S,P'

1.2.4 Gibbstv potencial

Ke Gibbsovu potencialu se dostaneme Legendreovou transformaci vnitini energie vzhledem
k (S,V,N) — (T, P,N). Plati tedy

Gev- () s (X V =U—TS+ PV = uN.
95 )y x V) gn
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Ptirozené proménné Gibbsova potencidlu (T, P, N) jsou také prirozené proménné izotermicko-
izobarického souboru (viz kapitola ??). Diferencidl Gibbsova potenciélu je roven

dG = =SdT' 4+ VdP + udN,

z jeho exaktnosti pak plynou vztahy

0G oG oG
S—‘(aT>P,N’ V—(ap)m’ “‘(azv>T,P'

Vyjadrenim diferencidlu dG ve tvaru
dG = pdN + Ndp = —=SdT + VdP + pudN
dostaneme Gibbs-Duhemiiv vztah
SdT'—VdP + Ndp = 0,

ktery je matematickym vyjadienim toho, ze k popisu stavu soustavy nestaci pouze intenzivni
proménné T, P, 1. Vzdy potiebujeme alespon jednu extenzivni proménnou (S, V', nebo N).
7 Gibbs-Duhemova vztahu se da odvodit napt. nasledujici rovnost

ory _N
o T_V'

1.2.5 Grandkanonicky potencial

Grandkanonicky potencidl dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) —
(T, V, )
ou ou

O=U—-|—=— — [ = N=U-TS—-uN =—-PV.
- (15), 5 (), v

Prirozené proménné grandkanonického potencidlu jsou (7', V,u), coz jsou také prirozené
proménné grandkanonického souboru (viz kapitola ??). Diferencidl 2 je roven

dQ = —SdT — PdV — Ndp.

1.3 Maxwellovy vztahy

Shrime si nejprve diferencidly termodynamickych potencial

dU = TdS — PdV + udN,

dF = —SdT — PdV + udN,
dH = TdS+VdP + udN,

dG = —SdT + VdP + pdN,
dQ = —SdT — PdV — Nd.
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Z jejich exaktnosti plyne 1. série Maxwellovych vztaht

o (U _(oH
Bl 05 V,N_ 05 P,N7
po_ () __(oF)
V) gn oV )
g _ _(ory __(oc
N oT V,N_ oT RN’

v )~ ()
OP ) g n OP )

Pokud jsou navic potencialy dostatecné hladké funkce, pak ze zaménnosti druhych parcialnich
derivaci dostaneme 2. sérii Maxwellovych vztaht

oT OP
wo= (av>S,N“<as>v,N’

a5 oOP
"= (av>T,N—<aT>V,N’

oT oV
o= (aP)S,N—<as>RN’

08 oV
o= (ap)m - (aT)p,N'

1.4 Jakobiany, zaména proménnych

Uvazujme hladké zobrazeni f : (x,y) — (u,v). Jeho derivace v bodé (zg,yo) je linedrni
zobrazeni vyjadrené matici

(G, G,
df (zo, yo) = ( (%)y (%Z):p (xo,yO)‘

Jakobian zobrazeni f je determinant matice derivace (pro jednoduchost zapisu nebudeme
explicitné vypisovat bod (g, yo)).

a5 80,666,

Pomoci jakobianu muzeme vyjadrit i samostatnou parcialni derivaci jako

a(u,y>:‘ (5), (%), :(3“> |
a(z,y) 0 1 dr ),




Z vlastnosti determinantu plynou pro jakobidny vztahy:

1. prohozeni proménnych odpovida zméné znaménka,

ox,y) 1
Ou,v)  gass’

Priklad: Druha série Maxwellovych vztahtu je ekvivaletni identité

A(P.V)
(T, S)

=1. (1.1)

Napft. prvni vztah z druhé série muzeme postupné prevést na identitu ([1.1)) (proménnou N
miuzeme vynechat, protoze je konstatni na obou strandch)

WS T as,V) T TaT,8) a0 V) aT,s)

((9T> _ <3P> oir.s) _ owv) ., _ oV.5aokrV) I(PrV)
v /) 95 ),

Podobné mizeme libovolny vztah z druhé série odvodit rozsitenim identity (1.1), napt. druhy
vztah dostaneme takto

a(P,V)o(T,V) oPV) _T.5) _ <8P> _ (as)

(T, S) (T, V) AT, V)  O(T,V) ar v

Pri upravé parcidlnich derivaci je ¢asto potieba prejit k novym proménnym. Uvazujme
funkei f(z,y), jeji diferencidl je

of of
df == | d — | dy. 1.2
d (c%f)y H(ay)m ! 2
Od proménné y prejdeme k nové proménné z. V novych proménnych (z,z) ma diferencial
funkce f tvar
of of
= | =L - . 1.



Abychom mohli predchozi vyrazy porovnat, budeme uvazovat z jako funkci (x,y). Diferenciél
dz pak muzeme zapsat ve tvaru

dz = (62) dz + (62) dy.
ox y oy ),
Dosazenim do (|1.3)) dostaneme

of of 0z of 0z
— | (ZL L e - — . 1.4
o= (.3 e (). () e
Porovnanim koeficienti u diferenciali dx a dy ve vyrazech a (|1.4) dostaneme vztahy
of af af 0z
— — — — 1.5
(3), = (). (5).(5), 49
o8\ _ (o1} (o
oy) . \oz) \oy)
Ke stejnym vztahiim muzeme snadno dospét i pouzitim tprav jakobidnti, napr.

(5) - Qb hnden rafen _(4) (%)

1.5 Priklady

Priklad 1.1. Dokazte ****_-yztah

oU oP
) =7(%) -P
(o), -7 (&),

Navod: Analogie 2. série Maxwellovych vztaht pro diferencial entropie.

Priklad 1.2. Tepelné kapacity jsou definovany jako
oQ oS oQ 05
(o), (), o= (), (),

Dokazte Mayertv vztah
oP oV
or ), \oT ),

Navod: Vyjadiete diferencidl entropie v proménnych 7, P a pfevedte ho do proménnych
T V.



Priklad 1.3. Dokazte platnost vztahu

oCe) _ _p(2V
oP ), or? ),

Priklad 1.4. Dokazte platnost vztahu
(o) ~ e (2r) (1)
oV )y Cy \OV ), \OP)q

Priklad 1.5. Dokazte platnost vztahu

o), -(20), % ()
or), \or), T \ov),

Navod: Vyjadiete diferencidl dP v proménnych T,V a pieved'te ho do proménnych T, S.

Navod: Pouzijte jakobiany.

Priklad 1.6. Dokazte platnost vztahu

(or), 7 5~ (),
orP), T |S 95 )
Navod: Jedna moznost je vyuzit toho, ze pti G = konst. je dG = —SdT + VdP = 0. Odtud

plyne identita
v (o)
S or ),

Vztah lze pak prevést do tvaru (|1.5]). Alternativni postup je rozsifit levou stranu (je to vlastné
pouziti véty o derivaci implicitni funkce)

9G

(as) Casq s (5,
op

o OP,G)I(S,P) (BG)P’

as

a zbytek upravit pomoci Maxwellovych vztahu a jakobiant.
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