1. STATISTICKA ROZDELENI SOUSTAVY VOLNYCH CASTIC

Meéjme soustavu ¢astic. Podle jejich vlastnosti je lze rozdélit do t¥i skupin:
(1) Rozlisitelné éastice s libovolnym spinem (resp. nekvantové éastice). Toto jsou napiiklad
molekuly idealniho plynu.
(2) Nerozligitelné ¢éstice s celodiselnym spinem, které se nefidi Pauliho vylucovacim principem
(bosony). Naptiklad fotony.
(3) Nerozlisitelné ¢dstice s polo¢iselnym spinem, které se naopak Pauliho vylu¢ovacim princi-
pem F{di (fermiony). Napiiklad elektrony.
Podivejme se nyni, jakymi rozdélenimi se jednotlivé ¢astice ridi.

1.1. Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni. Méjme systém ¢astic typu (1), tj néjaky klasicky
plyn. Predpoklddejme nejprve, ze ma diskrétni energetické stavy, oznacené indexem <. Kazdy
stav je charakterizovan energii €;. PocCet Castic, které se nachazeji v daném energetickém stavu,
tzv. obsazovaci ¢islo, ozna¢me n;. Naleznéme nyni particni funkci takového plynu.

Parti¢éni funkce je suma pies viechny stavy CELEHO systému. Jeden stav systému (oznaéme
jej indexem 7), je dén rozloZenim jednotlivych ¢éstic po energetickych stavech i. Toto rozloZeni je
popséno ¢isly n;. Tak tfeba pro stav i =1 je 1 = 0 a je v ném 5 molekul, tj. ny =5. Proi =2 je
€2 =1 a ng =0, neni v ném zadna molekula. Pro ¢ = 3 je e3 = 15 a ng = 154 a tak dale.

Stav takto popsany je potom charakterizovan celkovou energii

FE = ZTLZ‘E%‘

Kazda sada cisel n; popisuje néjaky velky stav -, ozna¢me si proto obsazovaci ¢isla jesté hornim
indexem:

n;' pocet molekul v jednocasticovém energetickém stavu i,
nachazi-li se systém ve velkém stavu ~y

energie jednoho velkého stavu

Gy e degenerace jednoho velkého stavu

Cislo g~ udava, kolik rtiznych konfiguraci molekul np) je uréeno velkym stavem ~. Céstice jsou

rozlisitelné, proto ma smysl mluvit o tom, Ze dvé zaménime. Ovsem uvazime-li dvé Castice, které
jsou na ruznych hladinach €; a zaménime je, stdle mame ten samy velky stav 7. A samoziejmé
nemiize zalezet na poradi molekul, které jsou na TE SAME energetické hladiné. To ndm oviem
umoziiuje jednoduchou kombinatorickou dvahou urcit g,:

N!

(7)1

b= (7)!-719)!413

n

Nyni uz muzeme psat particni funkci:
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V tomto zdpisu ovSem zkuSené oko poctdrovo rozeznd binomicky rozvoj (multinomické rozdé-
len{), nebot celkovy pocet ¢astic systému lze napsat pro lib. v jako
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N = anv)

Nezkugené oko necht spocine na strané 77 v Culik, Noga: Uvod do Statistickej fyziky a termo-
dynamiky, nebo do [?]:
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SEité4 se pres vSechny kombinace celych nezdpornych ¢isel spliiujicich podminku > ngs = N.
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kde ( je jednocasticova parti¢ni funkce. Rozdélovaci funkce je tedy potom
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Coz lze slusnéji zapsat

_Ey
w~ = konst - e *7T,

kde FE, je energie stavii celého systému. Bohuzel z takto odvozené rozdélovaci funkce ziskdme
chybné vysledky. Spocitame-li totiz entropii podle tohoto rozdéleni, dostaneme se ke Gibbsovu
paradoxu — entropie nebude aditivni.

1.2. Korigované Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni. Chyba tkvéla patrné v tom, ze v redl-
ném svété dost dobfe nemuzeme ¢astice rozlisit, a tedy prohozenim dvou ¢éstic nevznikne novy
mikrostav s tou samou energii, nybrz je to stdle ten samy. To by pak znamenalo, Ze g, = 1 pro
libovolné ~. Takovou sumu bychom ale neuméli vy¢cislit. Udélame to tedy jinak.

Predpokladejme, ze mame tidky plyn a dostatecné vysoké teploty. Potom miizeme priblizné
Fict, ze na kazdé energetické hladiné lezi nejvyse jedna ¢astice (resp. takové mikrostavy budou
()
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nejpravdépodobnéjsi). To znamend, ze kazdé obsazovaci ¢islo n
jeho faktorial je vzdy roven jedné. Potom

je rovno bud jedné nebo nule a
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To znamen4, ze v predchozim vypoc¢tu jsme sumu nadhodnotili o N!, a kanonickd parti¢ni fce
tedy bude

N
1 1 i
Zo = M(C)N =N (ZQXP (;})) ;

kde ¢ znaci jednocasticovou partiéni funkci. Také je treba vzit v ivahu, Ze pocet ¢astic v plynu
neni konstantni. PopiSeme jej proto grandkanonickym souborem. (Déldme to hlavné proto, Ze



kanonickou particni sumu nejsme schopni secist. Vzhledem k termodynamické limité viz 7?7 se
nedopustime velké chyby) Zapisme grandkanonickou partiéni funkci:

o = 5% (1) 26000 = 5 o (1))

N;=0

To je ovsem Taylortv rozvoj pro exponencidlu a tedy
Za(MB) = €Xp (ekﬂT Ze_:}> = Hexp (e%)
i i

Sestavme si nyni termodynamiku systému. Za¢néme velkym potencidlem:

H— &g
T

Ve (%), e () Eeo () - e (M)

Index i probih4 pfes vSechny energetické hladiny. Nejspise jste si vSimli, ze zde mé p trochu jiny
vyznam nez v kapitolach s termodynamikou, kdy jsme derivaci €2 podle p ziskali minus stredni
pocet molt. Ve statistické fyzice se pouziva tato definice u tak na to nezapomente. Celkovy stredni
pocet castic N je ale samoziejmé roven souctu vsech ¢astic na vsech energetickych hladinach a
proto vyraz za sumou je vlastné rozdélovaci funkce poctu castic na jednotlivych hladinédch, tj.

obsazovaci ¢isla. Tedy

QMB = 7pV = 7kT1HZG(MB) = 7kTZeXp (

o on—&; N 1
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Posledni vyraz slouzi ke srovnani s presnymi statistikami (Bose-Einstein, Fermi-Dirac). Neza-
pomente, ze jsme predpokladali n; < 1 pro vSechny energetické hladiny. Proto musi byt chemicky
potencidl zaporny. Stfedni energie systému je tedy

Dale si uvédomme, ze soucet vSech n; musi dat celkovy pocet ¢astic. Z toho plyne, zZe

N =Y Sew (M) e () e (<) = e ()

Zde tedy mame vztah mezi celkovym pocCtem Castic, chemickym potencidlem a jednocasticovou
parti¢ni funkei:

- com (1)

Povsimnéte si, ze p skuteéné neni konstantni a je funkei 7' a N.
Podivejme se nyni na klasicky spojity pripad. Vime, ze energie a hybnost klasické castice je

2
urcena jako ¢ = 2. Polozme tedy energeticky stav Céstice ekvivalentni tomu, ze velikost jeji



hybnosti lezi v intervalu (p,p + dp). Z diskrétniho rozdéleni n; ale ted musime udélat spojitou
rozdélovaci funkei! Zajima nas pouze velikost hybnosti, nikoliv poloha ani konkrétni smér hybnosti.
To znamend, Ze musime prointegrovat pres dz dy dz a pres vSechny hybnosti stejnych délek. Ty
tvori sféru o poloméru |p|, uzijeme tedy sférické transformace:

dpy dpy dp. = dmp*dp

kde konstanta 47 vysla z integrace rotacniho a precesniho dhlu (tj. po celé sfére). Integrace pres
prostorové souradnice dava objem. Z toho plyne, ze

2
A7V p? exp (%) exp (—TﬁkT)

n(p)dp = e dp

Faktor % souvisi s kvantovymi principy neurcitosti a nyni jej prosté budeme brat jako fakt.
Zbavme se nyni vyrazu exp (%) Uzijeme normovaci podminku

N = O/H(p)dp

a vycisleme jej:

e (VY e (o N ap—exp (P2
N _eXp(k:T) 13 / b exP( ST ) P _eXp(k:T> s (2mmeT)

Pro vypocet jsme pouzili vzorce z matematického apardtu (Gaussovy integraly). Dosad{me-li
zZpét, mame

2

_ -5 2 D
n(p)dp = 4w N (2mrmkT) " 2p exp( kaT) dp

coz je ekvivalentni s

Vypocitame stiedni energii:

U= /an(s)de = gNkT
0

Coz je vnitini energie idealniho plynu.



1.3. Bose-Einsteinovo rozdéleni. Kvantova presna statistika. Obsazovaci ¢isla np) nemaji zadna
omezeni. Protoze kvantové ¢éstice (zde naptiklad fotony) jsou nerozlisitelné, je g, = 1. Parti¢ni
sumu vyjadiime jako

—g
ZG(BE) = E exp (E ”EWLI{/,T )
v [

Oznacime-li si x; = exp (”];:,fl), pak

() (v)
n n.
ZG(BE): E xll ~x22
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kde Z¢, je grandkanoickd partiéni funkce ¢éstic na i-té energetické hlading, ale zaroven je to

geometricka fada a

1
Zg(BE) = H e
Hr—Ei
Sl exp (47
Podminka konvergence této rady, ale i zaimény sumy a soucinu v predchozim vzorci je, ze x; < 1

pro vSechna ¢ a proto je u < 0. Dale spocteme grandkanonicky potenciél

QOpp = —kTInZgpp) = kT Y _In (1 — exp (“ _Tg’))

a stfedni pocet castic

3QBE> exp (57)
N: i = — = _—
Moo (M) g ol

i 1 —exp (47

coz je opét rovnice pro uréeni u(N,T), po Gpravé

1

Oproti Maxwell-Boltzmanovu korigovanému rozdéleni je zde navic —1 ve jmenovateli.

1.4. Fermi—Diracovo rozdéleni. Fermi-Diracovym rozdélenim se fidi ¢astice, které podléhaji
Pauliho vylucovacimu principu. Charakteristikou tohoto rozdéleni je, ze kazdé obsazovaci ¢islo n;
je bud jedna, nebo nula.

1
zovrny T (o (M) ) < T (10 (2577
7 n=0 1
Qpp = —k:TZln (1 + exp (,Uk—Tﬁz‘)>
1
exp (57) +1

n; =

Na chemicky potencial p nejsou zaddna omezeni. Oproti Maxwell-Boltzmannovu korigovanému
rozdéleni je zde navic +1 ve jmenovateli. Je zfejmé, Ze pro dostatecné vysoké x = exp (Ei}” )
vSechny tii statistiky splyvaji (+1 ¢ —1 ve jmenovateli ztrac{ vyznam). Tim je mySleno, Ze

zafizujeme-li teplotu, pak se rozdéleni chovaji stejné pro stavy s velmi vysokou energii.
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1.5. Degenerovany plyn. U Fermi—Diracova rozdéleni je dilezité, ze ani pri absolutni nule
nejsou vSechny Castice na nejnizsi energetické hladiné. Nemohou tam sedét dvé identické ¢as-
tice (musi se lisit alespon spinem), ostatni obsazuji nejblizsi mozné. Jak je z grafu vidét, pri
nizkych teplotdch jsou vSechny stavy s energii mensi nez po zaplnéné a naopak ve stavech s vyssi
energii se ¢astice témér nevyskytuji. po(T = 0) se v tomto pripadé nazyva Fermiho energii er a
plyn jehoz kinetickd energie ¢ < €; se nazyva degenerovany plyn. Degenerovanym plynem jsou
napriklad valenc¢ni elektrony ve vodic¢i. Déle je tato skute¢nost puvodcem tlaku, ktery napriklad
zabratiuje zhrouceni neutronovych hvézd (ve kterych uz neprobihaji termonuklearni reakce a proti
gravitaci tedy nepusobi tlak zafeni). Fermi-Diracovo rozdéleni se také pouziva jako jeden z modeli
atomového jadra.

Pokud chceme uréit pocet ¢astic daném objemu fadzového prostoru, tak ho miuzeme odhadnout na
zékladé Heisenbergova principu neurcitosti. Z Pauliho vylucovaci principu plyne, ze se dvé identické
¢astice nemohou vyskytovat ve stejném elementu fazového prostoru. Fazovy objem (AVy = A3p-
A37), ktery zaujimé jedna ¢astice se odhadne z Heisenbergova principu neuréitosti ' pomoci tzv.
kvaziklasické priblizeni jako

Ap, Az ~h Ap,Ay~h Ap,Az~h

diky tomuto ndm vyjde konstanta AV; & h3. Navic je potfeba do poctu ¢dstic zapocist oba
spinové stavy. Vezméme celkovy pocet ¢astic a odhadnéme je pomoci integralu pres fazovy prostor:

Pmax

d3p d3q
N:2/ o

0

kde N je pocet ¢astic, Pimae maximalni hybnost, kterd odpovidd maximalnimu fazovému objemu
zabraného mikrostavy, a h je Planckova konstanta (vSimnéte si, Ze toto je jediné misto ve skriptech,
kde se normovéni pomoci h skuteéné projevi).

Aby se nam nepletl tlak s hybnosti, zna¢me vSechny hybnosti jako p. Nyni integral vyjadieme:

Ling zdavodnéni je v [?] str. 47



Posledni krok je sféricka transformace. Odsud pak snadno spocitame, ze

87V 4
= meamv

X 3h3N\
pmam - (W) .

Odsud pak vyjadiime dalsi veli¢iny. Fermiho energie:

2
EF =€ = mew = L RPN\ ®
Pmes = 9m — 2m \ 81V

Fermiho teplota:

2
7. .- FT=0; $) 1 [3NR3\?®
e k - 2mk \ 87V
Zde si muzete dosazenim snadno ovérit, ze elektronovy plyn v kovech je opravdu degenerovany.
Fermiho teplota pro kovy je pfiblizné 10% K.

Energie pii absolutni nule:

ﬁ'ﬂla-’t
8V P 8V 3 3 3
U()(TZO):ZTLz{:‘z:/&‘dFE:? / 2pimp2dp:5?(2m)g€}2;\:5N€F
¢ 0

Tlak pri absolutni nule:

_ 200 _2N_ (8T (N
Po= sy T 57 T 5 \sr v

1.6. Demonstrace statistik pro systém tri ¢astic. Méjme tri energetické hladiny s hodnotami
energie 0, F, 4F a do nich rozmistujme tii castice. Celkovy pocet myslitelnych mikrostavi je
3% = 27. Podivejme se, co s takovymto trividlnim systémem udélaji viechny &tyfi statistiky:

(1) Maxwell-Boltzmannova nekorigovand (napf. rozlisitelné ¢dstice)
(2) Maxwell-Boltzmannova korigované (napf. idedlni plyn)

(3) Bose-Einsteinova (spin 0)

(4) Fermi-Diracova (neuvazujeme spin)

Utvorme si tabulku, do které budeme zapisovat pro kazdy mikrostav v obsazovaci ¢isla, stupen
degenerace g, a celkovou energii.
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(1) Parti¢ni funkce je

€
7= oo (i) =
= 12% + 12° + 12'2 + 32" + 32* + 32° 4 327 + 32% + 32° + 62°
oznacime-li x = exp (—%) Tento vzorec je ale roven

Z=(1+z+a)’

kde 14 x + z* je jednocésticova partiéni funkce. Entropii pak spoéitdme jako

OF OkTInZ s E o+da
S=-g7 = g kWl +a+at) + T =
E z+4z*
3k(an+kT 7 )
(2) 4
1 E x+4x
- h? = kT -
Z 3!( +z+2")° = S 3k(an+kT 7 ) kln6

(3)
Z=a"+ 2% 422 4ot 4ot a8 2?4 ad 4% 42
s ¢imz se samozrejmé nedd rozumné pracovat.
(4) Mame-li pouze jeden povoleny stav, neni v systému zddnd neurcitost a entropie musi byt
nulova:

Z=z> = S§=0.

Tento priklad je samoziejmé nesmyslny — soustavu o tfech ¢asticich nepotiebujeme zpracovavat
statisticky, nicméné dobfe ukazuje, co vlastné jednotlivé statistiky se systémem délaji.

Pozndmka 1. Vyklad v této kapitole (a stejné tak i priklad) zanedbédval moZnost degenerace né-
kterych stavii nebo jejich zavislost na spinu. Jak fermiony, tak bosony mohou nabyvat hodnoty
spinu z mnoziny {—I,—l+1,...,1 — 1,1}, kde ! je maximdln{ spin. Fermiony na stejné hladiné se
musi lisit spinem, bosony ho mohou mit libovolny. Na zakladé téchto pravidel je nutné napocitat
koeficienty degenerace g., pricemz se jedna o nerozlisitelné castice, pocitaji se tedy kombinace s
opakovanim. (Na porad{ ¢dstic nezdlez.)
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