1 Kapitola 4: Zakladni principy mechaniky

Priklad 4.2

Pies hieben stfechy (vrcholovy itihel2a) je natazeno nehmotné vlikno délky
Izatizené na koncich hmotnostmi m, m,. Kdy nastane rovnovaha ?
Resend: oznaéme souradnice obou téles: my : [x1, z1] resp. my : [x2, 25] a zvolme pocatek
ve vrcholu strechy pticemz kladny smér osy z miti proti tithovému zrychleni

nejprve si zapiSeme vazby, které tato télesa podstupuji

p1 =x1 — zitgag =0
P2 = Tg + 2tgay =0
3=/l 42+t +22-1=0

a skutecné sily, které na télesa pusobi

Fi = (0,0,—myg)

F2 - (07 07 _m2.g)

problém statické rovnovahy budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikdtoru (viz
teorie), kterd nds v tomto piipadé pfivede na soustavu rovnic:

M+ Ag—— = 0
TiT21

—mig — Mtgag + \3—A— =0

x%+z%

Ao Ay s = 0

—mgg+ )\th o + )\3\/;22? =0
27723

1 — ztga; =0
x2+22tg Qg = 0
Vai+ 24+ a3+ 25 -1=0

z této soustavy si vyjadiime

T = z1tgoy
Tg = —Zotgay
odkud plyne (z predpokladu pohybu pouze po stiese, tj. ze souradnice z jsou zadporné),
Ze 7 prvni a tieti rovnice dostaneme

M o= —A\g—209___ — )\, Eginay = A\gsinao
! 22(1+tg%a1) 3Tl 1 3 1
t . .
Ay = \g——=2992 /\3|§_§\ sin ag = — A3 sin oy

3 \/ 22 (14+tg2az)

a druhé a ¢étvrtd na tvar

—m1g — AMtg a; — Az3cosa; =0
—Mog + Aotg ag — Az cosag = 0
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kde jesté provedeme dosazeni za A\; a Ay

—my1g — Azsinay tgag — Azcosay; = 0
—Mag — Az Sin g tgas — Az cosag = 0

¢imz po vyjadieni A3 z kazdé rovnice dostaneme podminku statické rovnovahy (pro
libovolné soufadnice obou hmotnych bodu svazanych pouze vazebnimi podminkami)

A3 = —My1g CoS
A3 = —Mg COS iy

mq COS (o

mo COS (¥

Piiklad 4.2 O

Priklad 4.3

Dva hmotné body m;, moklouzou bez tieni po parabole z = —%a jsou spojeny
nehmotnym vldknem délky r, které prochazi ohniskem paraboly [0, 0, —£]. Ktera
poloha hmotnych bodt je rovnovazna ?

Reseni: poznamenejme, ze tihové pole ma smér jako obvykle, totiz ptisobi proti sméru osy
Z.

tuto tlohu opét budeme tesit metodou Lagrangeovych multiplikdtoru (hledani extrému
na varietach)

sily pusobici na hmotné body jsou

Fy = (0,0, —myg)

—

F2 - (07 07 _m2g)

napisme vazby, podle kterych se pohyb muze uskutecnit

pr=4/ri+ (1 +5)2+ /25 + (22 +5)2—r=0
po=2z+5 =0
p3=2+32=0

pro jednoduchost dalsich vypoctu aplikaci vazeb s a p3na vazbu prvni dostaneme

pr=—z1—2+p—1r=20
$2

90252’1+%=0

p3=2m+52=0

jiz zminovanou metodou Lagrangeovych multiplikatoru dostaneme rovnice



Dol =
)\3%:

—mlg+)\1+)\2:O
—m2g+)\1+)\3:O

a k této soustaveé patii jesté jiz zminované vazby
—21—2+p—r=20
£E2
21 + 2—1 =0

3
2 - =
2+2p

ze kterych dostaneme ptipustnd feseni

Z1 <1 T2 <2 A1 Ao A3

0 0 ++/2p(r —|pp —r Mo glm;y —10
mg)

+/2p(r —p)p—r 0 0 0 glmgy  — | my
my)

poznamka: povSimnéme si, ze kromé velikosti vazbovych sil (udané Lagrangeovymi
multiplikdtory) nezavisi rovnovazna poloha na hmotnostech.

Piiklad 4.3 O

Priklad 4.4

Nehmotné vlakno délky 1 je polozeno pies vrcholek paraboly z = —%. Jeho
konce jsou zatizeny hmotnostmi m;, ms. Ve které poloze vlakna nastane rov-
novaha ?

Resent: poznadmka: k Feseni tohoto pifkladu, ostatné jako k mnoha dalsim lze pouzit
ruzné piistupy, znalosti a podobné - avsak i tentokrat pouzijeme do jisté miry (s ohledem
na fesitelnost rovnic) univerzalni Lagrangeuv formalismus

zacnéme tedy tak, ze popiSeme vazby, kterymi se télesa pii svém pohybu #idi

ZDQ
901521+2—Z:,=0
pr=2+52=0

gpngf\/l—kz’?da:—l: 0

povSimnéme si na vysvétlenou vazby (3 - tato vazba vyjadiuje spojeni obou hmotnych
bodu nehmotnym vlaknem délky [, ktera se docela snadno odvodi pres Pythagorovu vétu
aplikovanou na infinitesimalni pifristky (dl)® = (dz)?+ (dz)? - zbytek uz si laskavy ctenar
jisté domysli sam

tuto vazbu si samoziejmeé zjednodusime a to nédsledovneé : ze vztahu



z2=——,2 =—=
2p p
po dosazeni do vazby (3 dostaneme

T2
9035/ 1—|—If—§d:v—l:0

z1
nyni se pustime do hledani bodu statické rovnovahy - budeme postupovat obdobné jako
v predchozim prikladé, a to metodou Lagrangeovych multiplikdtoru, ¢imz dostaneme tyto

ctyTi rovnice
1o x% _
Al—p )\3\/1+—p2 =

—mig + )\1 =0
12 .
A%+ Mgy 1+ 35 =
—mag —+ )\2 =0
matematickd pozndmbka: f;f f'(x)dx = f(xg) — f(x1) a proto jsme pii odvozovani
- , . . S| z 2 z? 9 x z2
ptredchozich rovnic mohli pouzit prn (fxf v/ 14 Fdx) =—\/1+ p—% et 5o (fxf £J1+ I?da:) =
J1+2
z téchto ¢tyf rovnic si vyjadiime

AL =myg
A2 = Mmag

a po dosazeni do zbylych dvou rovnic mame

mlg%—)\g 1—|—

i‘:‘

Tl
I

] @]

mlm )

ng%—i—)\g 1—|—

odkud nakonec eliminaci A3 vyplyne rovnice
mMixy MaZ2

+
fEQ ZEQ
Vitd e

to je ovSem jen jedna rovnice pro dvé neznamé - tu druhou nam zajisti dosud nepouzita
vazba

=0

2
9035/ 1—|—;§—§d:v—l:0

1

spoctéme integral
) 3 T 62 p
[ g {- - smhs} = [ peosti(€)d = 226 + simh 26
1 p 61
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x
& = arcsinh—
p
druhd rovnice tedy bude
x x
2arcsinh== + sinh (2arcsinh—

2) £ — 26L7’csinhﬂ — sinh <2arcsz’nhﬂ> 5} =1
p p p p

kterou lze jeSté nepatrné zjednodusit na

g arcsmh——l——“1+——arcsmh——— 1+— =1
p

a tedy rovnovazné hodnoty soutadnic xy, x5 jsou feSenim téchto dvou zardmovanych
rovnic.

Piiklad 4.4 O

Priklad 4.5

Hmotny bod m je vazan na elipsu ve svislé roviné s poloosami a (vodorovnad),
b (svisld), a < b. Kromé tize g pusobi na bod pruzina o tuhosti k uchycena ve
stiredu elipsy, jejiz rovnovazna délka ay < a. Urcete rovnovazné polohy bodu.
Reseni: soufadny systém zvolime, jako obvykle, tak, stfed souradného systému umistime
prirozené do stiedu elipsy a kladny smér osy y bude opét smérovat proti sméru pusobeni
tthového pole

vazbu v takovéto soustavé potom zachycuje rovnice

2?2y
SOE _2_|__2—1: O = b2x2—|—a2y2—a2b2:0
a b
k nalezeni rovnovaznych poloh pouzijeme opét Lagrangeuv formalismus, tj. metodu
hledéni extrému funkce na varieté - stacionarni bod potencialu U

vyjadieme si potencidlni energii jako

1
U =mgy + Sk(Va* +y* — )’

hledejme tedy staciondrni body této funkce dvou proménnych na varieté ¢ (pomoci
Lagrangeovych multiplikdtoru - viz matematickd analyza)

Z_U _ Ag_‘P (/P g —ap) — 2PN = 0
X X

Z_Z—Ag_j — mg + k——e (/22 + 1 — ap) — 2a%yA = 0



celkem se tedy dostdvame soustavu rovnic

cl1-oa— %0 ) —p
2+ y?

ba? + d’y* —a’b* =0
tuto soustavu fesi nésledujici dva stacionarni body:
x=0, y==b
a body, které jsou fesenim této soustavy rovnic

CL2

x2:a2—§y2, kde x # 0
g1 % _mg 2"
\/CLQ—Z—ij—Hﬂ k 0* —a?

poznamka: z posledni rovnice je vidét, ze pii 7+ — Oje dalsim pribliZznym staciondrnim
bodem z = +b, y = 0

Piiklad 4.5 O

Priklad 4.6

Na primce jsou dany tri ekvidistantni elektricky nabité hmotné body s naboji
e1, ea, eg. Urcete naboje tak, aby soustava byla v udané konfiguraci v rovnovaze
a ukazte, ze tato rovnovaha neni stabilni.

Reseni: statickd rovnovaha pro ekvidistantni ndboje znamend, ze podle principu virtudlni
préce (virtudlniho posunuti) musi platit

protoze nasim tukolem bude zjistit, je-li tato konfigurace v takové rovnovaze stabilni ¢i
nikoliv, vy¢isleme nejdiive potencial této soustavy

€1€2 €1€3 €2€3
+ +

U(xlaxZ;xS) -
To — X1 T3 — I T3 — T2

potom sily pusobici v této soustavé se vyjadii



U
0@-

F, =

a podminka statické rovnovahy je pak

a protoze dx; muzou byt obecné linearné nezavisla je tato podminka splnéna prave kdyz
ou
8xi

coz nas dovede v ekvidistantnich bodech o — 1 = 23 — 29 = a ;23 — 1 = 2a na

soustavu rovnic

0

a? 4a?
€162 €263
3~ =0

a a
€1€3 = €263
2z T2 =0
4a a
odtud dostaneme podminku pro rovnovahu
€] — €3 =¢€
_ 1, _ 1
€9 = —161 = —16

abychom mohli nyni rozhodnout, zda-li je tato rovnovaha stabilni, je nutné zjistit, jestli
v bodech stability potencial U nabyva minimum.

pro piehlednost nyn{ zvolme nové souradnice y; = 2; — 22, i € 3, tj. spojime novou
soustavu souradnou pevné s prostfednim néabojem

potencial ma nyni tvar

Uy, ys) = —€ (+— +4 — —) = —eZM
4 1 Ys—th Y3 4 y1ya(ys — 1)

a budeme zkoumat extrém této funkce dvou redlnych proménnych v bodé [y; = —a,y3 =
al

1 4
1 -t
U'yi,ys) = —€ 1 (y34 v
4 w3 (y3—1)?

a budeme zkoumat definitnost druhé derivace potencidlu (podrobnosti vySetfovani
realnych funkei vice proménnych se dozvite v matematické analyze)



1 4 4
oK )

- 3

(y3—y1)3 Ty (y3—y1)3
le? [ -1
U'(—-a,a) = =— ( ? )
2 a3 5
tato matice je indefinitni a tudiz potencidl nema v této konfiguraci minimum a rov-
novaha je proto nestabilni

DN [0 | =

Piiklad 4.6 O

Priklad 4.9

Na hmotny bod vazany na kulové plose ¢ = z3+r3+22—r? = 0 pusobi konstantni
gravitacni sila F' = (0,0, —mg). Urcete rovnovazné polohy (z9)a slozky reakéni
sily R? v (29).
Resent:

opét pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatoru a tak dostaneme podminky sta-
tické rovnovahy jako

2 2 2 2

0+2X\z; =0
0+ 2 \xy =0
—mg + 2 x3 =0
odkud dostaneme feseni
7 =(0,0,%r)
a reakéni sila v téchto bodech je
R = (0,0,mg)

Piiklad 4.9 O




Priklad 4.10

Hmotny bod, na ktery pusobi konstantni gravitacni sila F = (0,0,—myg) je vazan
na dveé valcové plochy ¢ = 23 + 22 —a?> =0 a ¢y = 27 + 23 — b* = 0, kde a® > b* > 0.
Urcete rovnovazné polohy (z?) a slozky reakéni sily R v (27). Které rovnovazné
polohy jsou stabilni ?
Reseni: protoze budeme na konci rozhodovat o stabilité, pouzijeme v tomto piikladeé
metodu hledani extrému funkce vice proménné na varietach z matematické analyzy - zkou-
mané funkce bude potencidl U a budou nés zajimat (a) stacionarni body této funkce
vzhledem k varietam(b) v kterych bodech mé tato funkce minimum vzhledem k varietdm
(v takovych bodech je potom rovnovaha stabilni).

(a) staciondrni body

sestavme funkci

AZU—A1%01—>\2902

po dosazeni

A = mgxs — M (27 + 23 — a®) — \o(2] + 25 — b%)
a hledejme jeji stacionarni body (tj. % =0)
OA
_— = —2)\1.7?1 — 2)\2371 =0
5’x1

oA
81’2

A
—8 =mg— 2 \x3=0
3x3

a nezapomenme jesté na vazbové podminky

= —2)\2(E2 =0

po @128 e -at=0
T =2t -0 =0

takovouto soustavu rovnic potom fesi (pro prehlednost liché indexy Feseni odpovidaji
bodum majicim kladnou slozku odpovidajici souradnici z3 a sudé opaéné - tj. body s lichymi
indexy jsou "nahote”a body se sudymi ”dole”, budeme-li se orientovat podle pusobeni
tihového pole)

indexy T i) 3 )\1 )\2 é
feSeni
0 +b a ] 0 (0,0,mg
0 +b -a -2 0 (0,0, mg
+b 0 Vaz —b? ST RN (0,0, mg
+b 0 Va? =0 | - W (0,0,mg




kde jsme pouzili R= (221 A1 4 221 M\2, 2920, 2\ 13)
(b) otézka minima ve staciondrnich bodech
prvni derivaci funkce A lze obecné zapsat (viz predchozi rovnice)

—2)\11’1 — 2)\21}1
A, = —2)\2$Q
mg — 2\ 3

druhé derivace bude

—2M —2)\y 0 0
N = 0 —2X 0
0 0 =2\

zkoumejme nyni definitnost v jednotlivych stacionarnich bodech a to tak, ze zizime
druhou derivaci na tecny prostor (podrobnosti viz matematicka analyza)
( 201 0 2x3

- !
protoze ¢’ = o0, 21y 0

), dostaneme v konkrétnich ptipadech

10



ol Ny prislusna kvadratickd forma

10 0
(OOE%QGO ) mg |0 0 0| ¢J(h) -
0 0 -1 10 0 h
mg(h,0,00( 0 0 0 0| =
00 -1/ \0

_mgyp2

“Zh
lokdlni maximum =-nestabilni rov-
novazna poloha

100
(81%28)% 000 || Qn _
00 1 100\ [h
™9 (h,0,0)[ 0 0 0 0 —
00 1 0
mg 2

lgkédnl’ minimum =>stabilni rov-
novazna poloha

0
0Q(f) =
+1

A (0.h,0)

+2b 0 2 V (Z2m? b?
+20 0 @F-v°

S~
o~ o

o O O
O = O
o O
o O
1l
T

mg h2
Va?—b? .. o
lokalni minimum =sstabilni rov-

novazna poloha

( +2b 0 _
+2b 0 0 0 0 0
732 (0,7,0) [ 0 =1 0 ho| =+
0 0 1 0
—_mg _p2
VaZ—b2

lokdlni maximum =-nestabilni rov-
novazna poloha

poznamka k feSeni: postup uzity v tomto piikladé neni jediny mozny, je vsak nazorny
z hlediska aplikace poznatku matematické analyzy

Piiklad 4.10 O

Priklad 4.11

Pomoci d’Alembertova principu odvod'te pohybovou rovnici matematického
kyvadla.
Reseni:

11



zavedeme uhel ¢ jako obecnou soufadnici a pomoci néj vyjadiime vsechny velic¢iny
vystupujici v d’Alembertové principu

d’Alembertuv princip v kartézskych souradnicich je (kde osa y sméfuje ve sméru tthového
zrychleni)

(—m&)ox + (mg —mij)oy =0

a pouzijeme vzhledem k povaze matematického kyvadla transformace

T =rsiny
Y = T1Ccosy
kde
¥ = —r@?sing + rgcos g
§j = —rp?cosp — rgsin g
a

0x =1cosp oy
dy = —rsinp dp

transformujme d’Alembertuv princip na
(mrng sin g — mr@ cos )rcos dp — (mg + mrg® cos o + mr@sin p)rsing dp =0

mr?(—p — 9 sin @) 0p =0
r

a ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné d¢, dostavame pohybovou rovnici ma-
tematického kyvadla

¢+gsin90:()
’

Piiklad 4.11 O

Priklad 4.13

Dveé télesa hmotnosti m, m, jsou spojena nehmotnym vlaknem délky 1 klouzajicim
bez tieni po pevném valci o poloméru R. Urcéete pohyb soustavy pod vlivem
tize s pouzitim d’Alembertova principu. Vypoctéte silu napinajici vlakno.
Resent: nechf kladny smér osy z sméfuje ve sméru pisobeni tthového zrychleni

zapisme vazbu mezi télesy jako

21+ 29 = l— 7R
odkud plyne

12



=%

zapisSme d’Alemberuv princip

(mig —T —myz)0z1 + (mag — T — maZs)dze = 0

z kterého, ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné 4z;, obdrzime soustavu rovnic
(po pouziti vazby)

mlg—T—mlfz'l:O

mag — T +moz; =0
snadno z této soustavy rovnic vyjadiime

Ty T
my + Mo

.. mp —Mma
20 =
my + Mo

odkud integraci dostavame

I1mi—m )
2 (t) = 2 ——2 gt + 20t + 20

N §m1+m2

1 myp —Mma o .
29(t) = —————gt" — 2t — 2] + 1 — 7R
2(t) 2y + ng 1 1T

4.14 Tézni klec. Lano nesouci klec o hmotnosti M je vedeno pies kolo poloméru R a
je tazeno silou F=F(t). Pomoc{ d’Alembertova principu odvodte pohybovou rovnici klece.
Moment setrvacnosti kola hmotnosti m vyjddiete pomoci gyracniho poloméru Ry, I =
mR2.

g

d’Alembertuv princip pro tuto situaci zni

(F—Mg— M3)§z+ (—I3)dp =0

s pouzitim vztahu

. Z
TR
0z = Ry

dostavame

13



R 6z

2R

(F — Mg — M3)5z + (—m

a tedy

2
(F—Mg—Mé—mR—gé)dz =0
odkud pohybova rovnice

2

<M+m—g>é:F—Mg

Piiklad 4.13 O

Priklad 4.15

Pomoci d’Alembertova principu odvod’te pohybovou rovnici rotaé¢niho télesa
( hmotnost m, polomér R, gyra¢ni polomér Rg), které se vali bez klouzani po

roviné naklonéné pod thlem a.
Reseni: d’Alembertuv princip v této situaci je

(mgsina —ms§)ds + (—1p)op =0

transformujeme pomoci vztahu

0s
S = =2
YT R
_3
L
I:ng

na

5
25,95 _

o mE)s _ 95 _
(mgsina —ms)ds + ( ngR)R

a po upravé dostaneme

R2
m {gsina—é <1+ﬁ2’>} d0s =0

odkud obdrzime pohybovou rovnici

Priklad 4.15 O
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Priklad 4.18

Presvédcete se pfimym vypoctem, ze zména vazanosti Z(&;) pfi zméné zrych-
leni o 6i; je rovna Z(i;+06i;) — Z(i;) = >, (mgd; — Fi)0i;+ 2 >, mi(0%;)? a tedy podle
Gaussova principu ), F; — m;%;)6%; = 0, (0z; = é; = 0)Z nabyva pii skutecném
pohybu svého minima.

Resend: velicina vézanost (nutkéni) predstavuje

Z(i;) = %Zm (x —~ %)2

(2

zkoumejme tedy

. . . 1 . N2 .2 . . F? F?

i

Z(@4-02)— Z (i) = % >y (200 + (08:)2]) —2F0i; = Y (myd; — F) 55@-% > mi(di;)

7

coz bylo dokéazati

Piiklad 4.18 O

Priklad 4.20

Vypoctéte hodnotu akce S = fOTL dtpro(a) skuteé¢ny pohyb pfi volném padu
hmotného bodu hmotnosti m, z,(t) = $¢t*(b) variovany pohyb z,(t) = ct, kde ¢ je
urceno podminkou pevnych konctu z,(T) = 2,(T)(c) variovany pohybz.(t) = at?,
kde a je ur¢eno podminkou pevnych koncu z.(7T) = z,(T).Ukazte, ze hodnota S
je v piipadé (a) mensi nez v pripadech (b), (c).

Reseni: Lagrangeova funkce popisujici volny péad je

1
L= §m732 +mgz

nejprve uréime z podminek pevnych koncu konstantu c

1
2(T) =l = z,(T) = EgT2
1
= —gT
c 29
a konstantu a

3 1 o

2.(T) = aT” = 2,(T) = §gT



a =

N | —
Nl<

dosazujme tedy za z(t) postupné z (a),(b) a (c) a spoc¢itejme hodnotu akce
g 1 2,0, 1 99 I
Sa:/ Ldt:/ —mg*t? + —mg*t’dt = —mg*T?
; . 2 2 3
r 1 o2 1 9 3
Sb:/ Ldt:/ —mg*T?* + ~mg*Tt dt = —mg*T>
0 0o 8 2 8

T T 2 2
9mg 1mg 7
S, = Ldt = Sty L B3 dt = —mg?T?
/0 /0 sz tar 20"
je tedy ztejmé, ze skutecnému pohybu skuteéné odpovida nejmensi akce
coz bylo dokazati a spocitati

Piiklad 4.20 O

Priklad 4.21

Bylo zjisténo, ze hmotny bod pii volném padu s nulovou pocatecni rychlosti
2z
Zo,
znama a Ze vime jen to, Ze z(t) zavisi na t podle vztahu z(t) = at + bt>. Ukazte,
ze kdyz konstanty a, b zvolite tak, aby doba padu z vysky z, byla ¢y, pak akce
S = foto L dtbude mit extrém jen pfi a =0, b= 1g.

urazi drahu 2, za dobu t; = Piedpokladejme, Ze pro z # zydoba padu neni

Reseni: Lagrangeova funkce popisujici volny pad je

1
L= §m22 +mgz

kde ovSem
2(t) = at + bt?
spocitejme akci
0] 1
S(a,b) = /o 5m(a2+2abt+b2t2)+mgat+mgbt2 dt = i [3a”to + 6abt] + 4b°t; + 3agt] + 2bgt;]

zvolme nyni konstanty a, b tak, aby

2(tg) = 2o = ato + bty
kde
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odkud zfejmé

celkem jsme dostali rovnici

1
—gt? = aty + bt?

2
odkud si vyjadrime
Y
a= 5 g 0
nyni si muzeme pomoci tohoto vztahu vyjadrit akei uz jen jako funkci jedné proménné
b
1 2 3 1 1
S(b) = gm [3 (2 =) 13 +6 (2 — b) btd + 463 + 3 (2 — b) gt3 + zbgtg] — mt? {592 ~sob+ ébz}

abychom nasli extrém této funkce, musime znat staciondarni bod jeji derivace
! _ 1 3 _
'(bo) = gt [—g + 20] = 0
g
bo — 5
a dopocitame jesté

1
ag = 5(9 — Qbo)to = 0

coz bylo dokéazati

Piiklad 4.21 O

Priklad 4.22

Vypoctéte akei S = 1 fol i? — 22 dt pro jednoparametricky systém trajektorii
x=ux(t) = Ssii?lt—ff;a vyneste zavislost S = S(¢) do grafu.

Reseni: nejprve si tedy spoc¢téme prvni derivaci (respektive kvadrat derivace) trajektorie

. cost + ¢
()= ———
w() sinl + ¢
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5 Cos’t+2ecost + &2
il = :
(sinl+¢)?

,  sin’t+ 2etsint + 2
€T _=
: (sinl+¢)?

spoctéme tedy akci

1 1
= m / cos’t + 2ecost + 2 — sin?t — 2etsint — 2t3dt
sin £)? Jo
jemneé jesté zjednodusime
1 1
S = Y / cos 2t + 2e cost + % — 2etsint — £2t3dt
2(sinl +¢€)? J,

a ze znalosti integralu, zvlastépak

1 1
/ tsintdtz—cosl—i—/ costdt =sinl — cos 1
0 0

dostaneme

1 1 1
S = m Esin2+2ésinl+62 —2esinl + 2ecos1 — 552>

3sin1cos1 + 6ecos 1 + 22

o= 6(sinl + ¢)?

graf akce v zavislosti na e

Piiklad 4.22 O

Priklad 4.24

Zapiste Lagrangeovu funkci a pohybové rovnice &astice v poli U(z), jestlize
zavedeme ”mistni cas” T =1 — \z.
Reseni: Lagrangeova funkce se pti prechodu k novym obecnym soufadnicim a ” ¢asu” transformuje
takto

dt
L (2,% 7)=L (z,%2 t) —

) dr? )y dt? dr

Lagrangeova funkce v tomto piipadé je

Lz, ) = %m(d%)2 U2

) dt

a pomoci vztahu
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ji transformujme
dz _ dz dat _ |1 dz dt dr)? de _ 1 dz\2 _ 1
L, g7om) = L2, Got) G = [am(—t—ia) —U(w)} (L+A5) = 3m () T
(14 X%) U(z)a tedy zkrédcené mizeme psdt
L (wd7) = s~ (14 M) U )
T,T,T)==m - 2)U(x
T 2 1+ Xt
Piiklad 4.24 O

Priklad 4.25
Jak se transformuje Lagrangeova funkce L = —4/1 — (%)2p1‘i prechodu k souradnicim

q a ”¢asu”7 podle vztahu x = gcosh A + 7sinh A\, ¢t = gsinh A + 7 cosh A (Lorentzova

transformace) 7
Reseni: pomoci vztahu
dx = cosh Adq + sinh \dt
dt = sinh A\dq + cosh A\dT

pretransformujme Lagrangeovu funkci

cosh Adq + sinh /\dT) 2 B

dt . dq dr —
/ —_— —
I'=L— = (smh A dr cosh AdT) \/1 (sinh Adq + cosh Adt

dr

__ [(sinh Adg + cosh Adr)? (sinh Adg + cosh Ad7)* — (cosh Adg + sinh Ad7)?
(dr)? (sinh Adg + cosh Adr)”

sh2X (dq)® + 2shAch\ dq dr + ch?) (dr)” — ch?) (dg)® — 2shich) dq dr — sh2 X (dr)?

B _\/ (dr)?

a tedy konecny vysledek

\/ T
Priklad 4.25 O
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