1 OPERATOR HUSTOTY

1 Operator hustoty

Popisujeme-li vyvoj uzavieného kvantového systému, vystac¢ime si vétsinou s pojmem ¢istého
stavu. Jednd se o vektor v Hilbertové prostoru 2, ktery je danému kvantovému systému
pridruzen. Na daném Hilbertové prostoru je definovan skaldrni soucin, my si tento budeme
znacit v souhlase s Diracovou notaci jako (-|-). Spolu s vektory Hilbertova prostoru uvazujeme
i zobrazeni, kterd na téchto vektorech ptisobi. Nebot se omezujeme pouze na koneénérozmérné
Hilbertovy prostory, jsou vSechny operatory definované na daném Hilbertové prostoru h ome-
zené, a tedy B() predstavuje mnozinu vSech operatoru. Omezené operatory samotné tvoii
dalsi Hilbertiv prostor, zavedeme-li na ném Hilbert-Schmidtuv skaldrni soucin nasledujicim
zpusobem. Méjme dva operéatory A, B € B(), pak jejich skalarni soucin je definovan vztahem

(A,B) =Tr(A'B), (1)

kde A" je operdtor hermitovsky sdruzeny k operdtoru A a Tr(-) znaé¢i stopu operatoru, viz
sekci 7?7, V prostoru operdtori muzeme dale vydélit mnozinu vSech pozorovatelnijch {A €
B()| AT = A} na prostoru A tvoFenou hermitovskymi operatory. Jak bylo pfedeslano, dosud
se pracovalo predevsim s ¢istymi stavy, vektory. Operatory predstavujici vyvoj systému ¢i
méfeni vzaly vektor a vratili jiny vektor. Kdyz jsme méli jistou pozorovatelnou A, dostali
jsme jejim zméfenim na daném ¢istém stavu i) ¢islo, které bylo vlastnim ¢éislem operatoru
A a které jsme interpretovali jako vysledek méfeni. Pokud pfitom nebyl vektor [¢) vlastnim
vektorem pro A, obdrzeli jsme ruzna ¢isla s ruznou pravdépodobnosti vyskytu.

Dlezité bylo si uvédomit, ze vSe, co o daném stavu kvantového systému jsme schopni zjistit,
jsou prumeérné hodnoty nejriznéjsich veli¢in. Vysledek jediného méfeni na daném stavu nemél
valné hodnoty. RozliSujme nyni na chvili disledné dva pojmy, stav systému v a jemu ptislusny
vektor [¢). Stavem systému mdme na mysli soubor vsech jeho vlastnosti. Pro popis stavu
kvantového systému tak je nezbytné uvést stfedni hodnoty (A), vSech pozorovatelnych A na
daném stavu pusobicich. V ptipadé stavu uzavienych systému byla situace jednodussi v tom,
ze misto vypisovani vSech téchto stFfednich hodnot jsme méli prostiedek, jak je snadno spocitat.
Timto prostFedkem byl vektor |¢), z néhoz jsme odpovidajici sttedni hodnotu pozorovatelné
A obdrzeli vypoctenim vyrazu (1|A|y), ktery jsme prohlésili za stfedni hodnotu (A),,. Pokud
se dal stav systému takto popsat pomoci vektoru, nazvali jsme ho ¢istym stavem.

Pouzijme analogicky postup v §irsim kontextu. Opustme zaZitou predstavu ¢istych stavi a
definujme si stav jako zobrazeni, které kazdé pozorovatelné prifazuje realné cislo, na které
naklademe par podminek. Mame tedy piesné to, co chceme. Dané zobrazeni vezme pozorova-
telnou A a vrati odpovidajici stfedni hodnotu (A). Korektni definice zni ndsledovné.

Definice 1.1. Stavem systému nazveme linedrni funkciondl S : B(¢) - R spliaujici do-
datecné podminky:
1. Normalizace: S(I) = 1. (To jest, na identitu vrati jednicku.)

2. Pozitivita: S(ATA) >0, VA € B(#). (To jest, na kazdy pozitivni operdtor vrati nezé-
porné ¢&islo.)
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Rieszova véta tika, ze pro kazdy linedrni funkciondl S najdeme operdtor p € B() tak,
ze S(A) = (p,A) = Tr(plA) pro kazdy A € B(s#). O tomto operatoru si ukdzeme, ze je
hermitovsky a mé jednotkovou stopu. Pro ditkaz p = p' ukdzeme, ze (p, A) = (p, A) pro kazdy
operator A € B(2#). Rovnost vSak staci ukdzat pro A hermitovkské, jelikoz skaldrni soucin
je bilinedrni a kazdy operator A € B(J) je mozné napsat jako soucet dvou hermitovskych
operdtorit A= Ay +idy = (A+A")/2+i(i(-A+ A")/2). Nynf vyuzijeme toho, ze S(-) je redlné
¢islo, a tedy S(-) = S(-)*. Pak dostdvéame (p, A) = Tr(pfA) = S(A) = S(A)* = Tr(pfA)* =
Tr(pT A*) = Tr((pT A*)T) = Tr(ATp) = Tr(pAT) = Tr(pA) = (p', A). Z normalizaéni podminky
navic vyplyvé 1= S(I) = Tr(pT) = Tr(p). Druhé definiéni vlastnost ndm pfitom zajistuje 0 <
S(C) = Tr(pC) pro vsechny pozitivni operatory C. Pokud zvolime C' = [¢)(1)|, tak Tr(pC) =
Tr(pl)(¢]) = (¥|ply) = 0 pro vsechny [i) € 5. Operator p je tedy dokonce pozitivni.

Definice 1.2. Operator z iivah vyse se nazyva operator hustoty, popt. matice hustoty.
Nebot pozitivita jiZz vynucuje hermitovost, tak lze operdtor hustoty charakterizovat jako po-
zitivnd operdtor s jednotkovou stopou, tj. p >0 a Tr(p) = 1.

Z defini¢nich vlastnosti plyne, ze obecny operator hustoty lze vyjadrit ve tvaru p = ¥; Ai|1; ) (il
kde A; >0, ;A = 1 a {¢;}; je ortonormalni baze tvorend jeho vlastnimi vektory. Vidime,
ze a¢ jsme si stav definovali jako jisty linedrni funkcional, veskerou préci se stavem daného
systému Ize redukovat na pocitani s jemu odpovidajici matici hustoty. V nasledujicim budeme
pojmy operdtor hustoty a stav volné zaménovat.

Mnozinu v8ech stavii na daném Hilbertové prostoru ¢ ozna¢ime S(.#). Jedna se o konvexn{
mnozinu, nebot konvexn{ kombinace operatori hustoty je opét operator hustoty. Extremalnimi
body této mnoziny jsou pritom disté stavy, tj. stavy, jejichz operator hustoty je projektor
p = [Y)(¢| pro néjaké |[¢) € . Mame-li zaddn operdtor hustoty, jak snadno zjistit, zda
popisuje Cisty stav? Nutnou a postacujici podminku uvadi néasledujici tvrzeni.

Véta 1.1. Operdtor hustoty p € S(J€) popisuje Gistyj stav prdave tehdy, kdyz Tr(p?) = 1.

Duikaz. Pro dikaz implikace zleva si sta¢i uvédomit, ze kdyz je operator hustoty p ¢isty stav,
tak existuje vektor |¢) € S takovy, ze p = [1)(¢| je projektor. Plati tedy p? = p a z nor-
malizace operatoru hustoty ihned Tr(p?) = Tr(p) = 1. Pro dikaz opaéné implikace uvazujme
obecny tvar operatoru hustoty, p = ¥; A1) (¢i, kde {|1;)}i je ortonormalni béze a {\;};
tvoii pravdépodobnostni rozdéleni. Jednoduchymi vypocty zjistime, ze p* = ¥; N[ ) (],
jehoz stopa je Tr(p?) = ¥; A2. Nebot je A\; > 0 a ¥; \; = 1, z podminky Tr(p?) = 1 uz rov-
nou plyne, ze pravé jedno vlastni ¢islo \;, je jednicka a ostatni jsou nuly. Kdyby tomu tak
nebylo, tak by vSechna nenulové vlastni ¢isla spliiovala A\; < 1, coz implikuje )\12 < A;. Mame
tedy 1 =3, >3 )\?, coz je spor s predpoklady dokazované implikace. Celkem tak méme
p= )‘i0|wio><¢io| = |wio><wio| apje tak éiSty stav. 0

V piipadé dvourozmérného Hilbertova prostoru lze operdtory hustoty vyjadfit pomoci Pauliho
matic. Pauliho matice jsou tii 2 x 2 matice tvaru

) ) )
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Operatory hustoty jsou pak tvaru p = %(]I +TI0x + ooy +T307), kde 7 = (11,72, 73) € R? je
vektor, jehoz velikost je |7| < 1, jinak by p nebyl pozitivni operdtor. Pro |7| = 1 popisuje p
Cisty stav.

1.1 Evoluce operatoru hustoty v uzavieném systému

Vyse jsme uvedli, ze se budeme zabyvat otevienymi systémy. Udélejme na chvili krok zpét
a kouknéme se, jak se operator hustoty p chova v piipadé uzavieného systému. Uvazujme
p(t) = X Nilvi(8))(1i(t)| coby funkei ¢asu, kde jednotlivé bazické vektory [¢;(t)) podléhaji
Schrédingerové rovnici
d i (%))
d

= = H[bi(t)), (3)

Zderivujeme-li operédtor hustoty p(t) podle ¢asu a dosadime-li za vzniklé vyrazy ze Schrodin-
gerovy rovnice, dospivame k rovnici tvaru

dp(t)

dt —i [H,p(t)] EL(p(t)), (4)

kde jsme si definovali zobrazeni L : B(¢) - B(.), jez se nazyva Liouvilleiv operator.
Jednd se o antihermitovsky linedrni superoperator zachovéavajici stopu (viz pozdéji). Prave
uvedenou rovnici budeme moci porovnat s evolu¢ni rovnici obecného operatoru hustoty, az
budeme studovat vyvoj otevienych systémi.

Casovy vyvoj operdtoru hustoty lze explicitné v piipadé uzavieného systému vyjadit ve tvaru

p(t) =U(t) p(0) UT(2), (5)

kde U(t) je jednoparametricky systém jistych unitarnich operdtoru. Stale plati, ze ¢asovym
vyvojem piejde Cisty stav opét na ¢isty stav. U otevienych systému uz vyvoj stavu nepujde
popsat pomoci unitdrniho operdtoru timto zpusobem.

1.2 Popis slozeného systému

Velmi dulezitym konceptem v kvantové teorii je pojem slozeného systému. Kazdému kvan-
tovému systému je pridruzen Hilbertuv stavovy prostor . V axiomatickém piistupu kvan-
tové teorie se postuluje, ze Hilbertuv prostor systému slozeného ze systému A a B je roven
tenzorovému soucinu ¢ = 4 ® 5 Hilbertova prostoru 74 systému A a Hilbertova pro-
storu 5 systému B. Mnozina vSech omezenych operatori na prostoru slozeného systému je
ptitom rovna B(J€) = B(7#4® 73 ) = B(7€4)®B(7#%). Vime tedy, jak ze dvou systému udélat
systém jeden, jakym postupem ale postupovat v opatném sméru? Méjme operator hustoty p
popisujici spolecny stav podsystému A a B. Jak vypada stav podsystému A samotného?

Kdybychom jako p4 oznacili stav samotného podsystému A, platila by pro libovolnou pozo-
rovatelnou M4 pusobici pouze na podsystému A samoziejma rovnost (Ma),, = Tr(pa Ma).
Nebot pozorovatelnd M4 nijak neovliviiuje podsystém B, méla by platit i rovnost vztaZena
k celému systému (Ma),, = Tr(pM), kde p je stav celého systému a M je pozorovatelnd M
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chapana jako operator na celém systému. Dohromady tedy Tr(pM) = Tr(paMy). Pokud je cel-
kovy stav faktorizovaného tvaru p = pa®pp, je zfejmé M = M 4 ®I. Rovnost stFfednich hodnot je
pak splnéna, nebot Tr(pM) = Tr((pa® pp)(Ma®1)) = Tr(paMa) Tr(pp) = Tr(paMy). Exis-
tuje i jiny tvar vyjma M = M4 ®1? Pro vSechny p4 a pg musi byt splnéno Tr((pa®pp) M) =
Tr((pa®pp) (M®1)), to znamend Tr((pa®pp) (M ~Ma®1)) = 0. Zadny jiny tvar operdtoru
M jiz tedy neexistuje. Pro faktorizovany stav systému p = p4a®ppg, kde M4 je pozorovatelnd na
podsystému A, je odpovidajici pozorovatelnd M pusobici na celém systému tvaru M = M4 Q1.
Nebot je mnozina faktorizovanych stavii totdlni v prostoru operdtoru, plati ziskany vysledek
pro vSechny stavy p.

Must tedy platit Tr(pa Ma) = Tr(p(M4®1)). Rozepiseme-li si stopu explicitné v ortonorméalni
bazi {[iD)];P)}ij, dostavime Tr(p(Ma ® 1)) = LD |(p(Ma ® 1)) =
Zi(i(A)|(Zj<j(B)|p|j(B)))MA|i(A)). Kdyz si oznac¢ime py = Zj(j(3)|p|j(3)), je posledni vyraz
roven ¥, (i paM4JitY) = Tr(paMy4), kde nyni jde stopa jiz jen pies podsystém A.

Definice 1.3. Vzorec Zj(j(B)|p|j(B)), kterym jsme v predchozim odstavci zavedli operédtor
pA, nazyvame CasteCnd stopa operatoru p pres podsystém B (angl. partial trace over sub-
system B) a zna¢ime Trp(p). Neboli

pa =Y PNpliP)) = Trp(p). (6)

J

Dobra, mame zavedeny operator pa, ktery spliuje pozadovanou rovnost stfednich hodnot,
jaky vztah ma ale tento operator ke skuteé¢nému systému A? Ukdzeme, Ze je tento operator
urcen jednozna¢né. K danému podsystému tedy existuje pravé jeden operator schopny kon-
zistentné popisovat stiedni hodnoty libovolnych pozorovatelnych na tomto podsystému. Pro
spor nechf existuje néjaky jiny operator pa, pro néjz Tr(Mapa) = Tr(Mp). Tento operator
1ze rozlozit do baze prostoru B(#4) tvofené hermitovskymi operdtory {B;};. Dostdvame tak
rozvoj do Fourierovych koeficientii zptisobem

pa= ZBz'(Bi,ﬁA) = ZBi Tr(Bipa) = ZBi Tr((B;®l)p) = ZBi Tr(Bipa) = pa, (7)

coz je spor. Operator pa je tedy uréen jednoznaéné a muzeme ho interpretovat jako stav
podsystému A. Poznamenejme jesté dulezitou véc, ze informace obsazend ve stavech jednot-
livych podsystému nens schopna v obecném piipadé reprodukovat stav celého systému. Pokud
mezi obéma podsystémy existuji korelace, provedenim ¢astecné stopy tyto korelace z popisu
systému vypadnou.

1.3 Schmidtuv rozklad

Pii préaci se stavy i pii diukazech nejraznéjsich tvrzeni je velmi uziteéné nésledujici tvrzeni,
diky kterému lze kazdy Cisty stav vyjadfit v jistém pékném tvaru. Tomuto vyjadreni se Fika
Schmidtuav rozklad (angl. Schmidt decomposition).
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Véta 1.2. Schmidtuv rozklad. Necht 1)) € 4 ® #% je ¢istyj stav. Pak existuje ortonormdlni
baze {|e§.A))}j prostoru Ay a ortonormdlni bdaze {|fj(B))}j prostoru Ap takové, Ze

d
A B
¥)= Lol ) el ®)
J=
kde d = min{dim J#4, dim #3 }. Koeficienty & = (a1, ..., aq) lze navic vidy volit jako nezdpornd

¢isla splrugici rovnost | @l = |||v)]|-

Dukaz. Uvazujme stav podsystému A, pa = Trp(|){v]). Tento lze jisté rozlozit do orto-
normélni baze vlastnich vektoru, ps = ¥; a?|e§A))(e§A)|. Vlastni ¢isla operatoru p4 lze psat
ve tvaru kvadratu, nebot jsou diky pozitivité operdtoru nezdporni. Dale urcité muZeme
vyjadiit vektor |[¢) ve tvaru |[¢) = ¥, |el(.A)) ® |90§B)), kde |g0§B)) jsou néjaké vhodné vek-

tory z prostoru #p. Pak plati pa = Trp(U)u]) = Trp(Silel )l @ o)) =

ij |e§A))(e§.A)|Tr(|g0(B))(<p§B)|). Vyuzijeme-li vztahu Tr(|a)(b|) = (bla), redukuje se posledni

7
vyraz na y;; \eEA))(e§A)|(g0§.B)|cp§B)). Tento vysledek muzeme porovnat s prvnim vyjadienim

operatoru p4 uvedenym vySe, abychom shrnuli (cpg.B)kDEB)) = a?4;j. Vektory {|g0§B))}i jsou
tedy navzdjem kolmé a po vhodném preskdlovani z nich muzeme vytvorit ortonormadlni
bézi |fi(B)) = $|cp(B)). Vektor |¢) lze tak psét ve tvaru |[¢) = ¥, ai|e§A)) ® |fi(B)), coz bylo

1

dokazati. n

Definice 1.4. Koeficientum «j,...,a4 v rozkladu (8) se iikd Schmidtovy koeficienty.
Pocet nenulovych Schmidtovych koeficientti ve Schmidtové rozkladu se nazyva Schmidtovo
¢islo ¢i Schmidtova hodnost (angl. Schmidt number ¢i Schmidt rank). Schmidtovu hodnost
stavu p budeme oznacovat symbolem rank p.

Nejvetsim rozdilem mezi obecnym rozkladem operdtoru a jeho Schmidtovym rozkladem je v
tom, Ze ve druhém jmenovaném sc¢itame jen pies jeden index, ke kazdému bazickému vektoru
prostoru #7 piislusi pravé jeden bazicky vektor prostoru .#%. Ze Schmidtova rozkladu lze
vsak vyéist daleko vice. Napiiklad vezmeme-li si vektor |¢) ve vyjadieni (8), jeho redukované
stavy jsou tvaru pa = Y; a?|e£A))<e§A)| app = 2 a?|fi(B))(fi(B)|. Operatory hustoty obou
podsystému maji tedy stejné spektrum! V souvislosti se Schmidtovym rozkladem je uzite¢né
uvést nasledujici proceduru.

Pozndmka 1.1. Uvazujme néjaky systém A s operdtorem hustoty pa = ¥; @?|e;)(ei| € H#a,
ktery neni obecné ¢isty. Potom ke studovanému systému A lze uméle pridat pomocny systém B
o Hilbertové prostoru 3 tak, ze existuje ¢isty stav |¢p) € 4 ® #5 spliujici pa = Tre(|Y)(]).
Jinymi slovy, ke kazdému operdtoru hustoty pa z prostoru %, lze najit ¢isty stav |¢) v
prostoru J#) ® #p tak, ze pa lze interpretovat jako stav podsystému A, kdy se pritom cely
systém A + B nachdzi v ¢istém stavu [¢)). Prostoru #3 se v anglictiné iikd ancilla a jeho
dimenzi 1ze polozit rovnou Schmidtové ¢islu operatoru pg, tj. dim 5 = rank p 4. Vyuzivajice
postupu pii dukazu predchozi véty lze zjevné polozit |[¢) = 3, aules)|fi), kde {|fi)}i je néjaka
ortonormalni baze prostoru 3.
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Pravé popsané matematické hii¢ce vhodné pridavajici pomocny systém k puvodni tloze se
i{kd purifikace ¢i vy¢istovani (angl. purification). Pro znalé pfipomindme, Ze pravé uvedend
purifikace (stavi) nemd nic spoleéného s purifikaci provdzani.

Poznamka 1.2. , Monogamie stavi“: Cisté stavy nemohou bijt korelovdny s jingm systémem.
Méjme slozeny systém A + B ve stavu p € S(4 ® #3), pricemz stav podsystému A ne-
cht je ¢isty, Tre(p) = pa = [¥){(¢| pro jisté |[p) € 4. Pak stav tohoto podsystému nevy-
kazuje zadné korelace se stavem systému B. Duvod je nasledujici. Vzhledem k predchozi
pozndmce muzeme vzdy zavést pomocny systém C a najit vektor |w) € Sy ® Hp @ Ho
tak, ze Tro(lw){w|) = p. Tento vektor je tedy purifikaci stavu p, soucasné je ale i purifi-
kaci stavu [¢). To lze jen tak, ze |w) = [¢) ® |ppc) pro jisté |ppc) € #p ® H#¢. Celkem tedy
p=Tre(Jw){wl|) = W) {Y|@Tre(lepo){enrc|). Vidime tedy explicitng, ze stav slozeného systému
A+ B je ve faktorizovaném tvaru, jenz nepfipousti zadné korelace mezi obéma podsystémy.

1.4 Kilasifikace stavii podle korelaci

Uvazujme dva Hilbertovy prostory .74 a 7 a mnozinu stavu definovanych na jejich tenzo-
rovém soucinu, S(74 ® 74). Tuto mnozinu lze rozdélit na podmnoziny tvorené vzdy stavy,
jejichz tvar je podobny co do jejich pripravy a kvantovych vlastnosti. Zakladni déleni na
Cisté a smiSené stavy jsme jiz nastinili v pfedchozich sekcich, néasledujici seznam uvadi dalsi
podpripady.

e SmiSené stavy — Odpovidajici operator hustoty neni projektor.

— Faktorizované stavy — Stav p je faktorizovany, pokud lze zapsat ve tvaru tenzo-
rového souéinu p = p1 ® po, kde p; € S(4). Tyto stavy ziejmé tvoii podmnozinu
separabilnich stav.

— Separabilni stavy — Stav p je separabilni, pokud lze zapsat ve tvaru sumy fakto-
rizovanych stavu p = Y, ozipli) ® pgi), kde pli) € S(s4), p;) € S(5) a {«a;}; tvoii
pravdépodobnostni rozdéleni, tj. a; >0 a ¥; a; = 1. Takovymto stavum se také fika
statistické smési ¢i klasicky korelované stavy. Korelace v méfenich na takovychto
stavech lze totiz popsat ¢isté klasicky, zadné kvantové efekty neni tieba uvazovat.
V tom se tato rodina stavi zasadné 1isi od té nésledujici tvorené provazanymi
stavy. Obecny tvar separabilniho stavu se zdd byt dost obecny. Naprosto libovolny
operator lze rozlozit do tvaru A = ¥, a; E; ® F;, kde {E;}; je ortonormalni béze v
B(.74) a podobné {F;}; je ortonormalni baze v B(.7). Nejdulezitéjsi rozdil tohoto
obecného piipadu od piipadu separabilnich stavi je v tom, Ze nyni operatory E; a
F; samotné museji byt operatory hustoty.

— Provazané stavy — Vsechny stavy, které nejsou separabilni, se nazyvaji provazané.
Tyto stavy vykazuji ¢isté kvantové korelace, které lze vyuzit pti kvantovém pocitani.
Kvantové korelace se silné vyuzivaji napiiklad v piipadé kvantové teleportace.

e Cisté stavy — Odpovidajici operator hustoty je projektor.
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— Neprovazané stavy — Cisty stav |1)) je neprovazany, pokud lze zapsat ve tvaru
1) = |11) ® [1p2). Vidime, ze se jednd o analogii faktorizovanych stavi ve smiSeném
piipadé. Na druhou stranu, vektor, ktery bychom vyjadfili analogicky piipadu se-
parabilnich smiSenych stavi, jiz nebude ¢Cisty. Zbyvaji nam tak jiz pouze provizané
stavy.

— Provazané stavy — Cisty stav [t)) je provdzany, pokud nenf neprovdzany. Obecné
je tedy tvaru [v) = ¥, a4le;) ® |fi), viz (8). Stav |¢) je pfitom provdzany prave
tehdy, kdyz m4 alespon dva nenulové koeficienty «;, tj. rank|y)) > 2. Z mnoziny
provazanych stavi se vydéluji maximalné provazané stavy |[Q2). Jednd se o
stavy, pro néz jsou stavy podsystému mazimdiné smiSené. Jinymi slovy, Cisty
stav |2) je maximalné provézany pravé tehdy, kdyz p1 = Tra(|Q)(Q]) = dil}h a
p2 = Tri(|QNQ)) = é]lg. Ze Schmidtova rozkladu plyne di = do = d, maximélné
provézany stav je tedy tvaru |Q) =Y, ﬁ|ei) ® |fi)-
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