1 Souvislost Lieovych grup a algeber

Pozndmka 1. Souvisla varieta M je jednodusSe souvisld <« vSechny uzavfené kiivky lze hladce
zdeformovat do bodu, tj. na konstantni zobrazeni S' — xo € M.

Definice 1. Budte M, M souvislé variety. M je nakryti M pravé, kdyz 3 7t : M — M splitujici
o ¥xeM, WU =U° 7lY(U) = Upeg Un, Uy =U; = M, Uy nUp = &, Yo # p,
* 7|y, : Ux — U je difeomorfismus.

Pozndmka 2. Pojem nakryti je podrobnéji rozebran ve Feckovi, kapitola 13.3.

Priklad 1. M = S', M = S!, TI(e/?) = 2¢

Priklad 2. M =S, M =R, Tl(¢) = e?

Definice 2. Nakryti M variety M je univerzalni pravé, kdyz M je jednoduse souvisla.

Pozndmka 3. VSechna univerzalni nakryti souvislé variety jsou izomorfni.

1.1 Konstrukce univerzilniho nakryti

Pozndmka 4. Pro k¥ivky 77 : (0,1 > M, 7:<0,1) - M, y1(1) = 7(0) definujeme:

N N 1

7107 :40,1) > M:y107(t) = 11(2t) O<st<y
N 1

= 7(2t) E<t<1

Y 10, 1) > M:y L) =y(1—1) 0<t<1

xo € M fixni, pak M = {[7]|7: (0, 1) = M, 7(0) = xo}, 7 ~ 7 = (7(1) =7(1) Ayo 7" je
mozno deformovat do y(t) = xp ). Vezmeme jednoduse souvislé okoli x € M, Uy = Uy =
Yy e U, Iy : (0,1) = M : 7yy(0) = x, 1ay(1) =y, 1ay(t) € Uy, Vt € {0,1). VSechny takové
Yx,y sSpojujici x a y uvniti jednoduse souvislého okoli jsou ekvivalentni. Definujeme U € M okoli
[7] jako U = {[y o 7xylly € Uy} . Plati tedy 7 0 72y (0) = x9, Yo vxy(1) =y. = Definujeme-li
I1([y]) = v(1) € M, pak takto definované U je homeomorfni U,.

IT definujeme jako hladké zobrazeni, pomoci (11|;;) - preneseme hladkou strukturu a ukdZzeme
Ze timto lze definovat hladkou strukturu na M. O M lIze pak dokézat, Ze je jednoduse souvislé.

Je-li G souvisld Lieova grupa, pak na G mtiZzeme definovat strukturu Lieovy grupy nasledovné:
xo=e VgeG, 7.:(0,1) > G, 14(1) =g,

o [v] - [val = [7vg-Lg(m)], Vg, h e G kde Lg(7)(t) = g - yu(t), ¥t
*e= [')’e]r ')’e(t) =e, Vt
7)™ = L (05)]

IT([ve] - [vu]) = g h, §. ITje homomorfizmus grup

= g =~, protoze okoli po¢atki jsou difeomorfni.

Véta 1. (Ado) Pro libovolnou kone¢nérozmérnou Lieovu algebru g existuje jeji vérna kone¢nérozmérnd
reprezentace p : g — gl(V), dimV < +w, g ~ p(g) << gl(V). Bez dikazu.

Disledek 1. Ke kazdé Lieové algebfe existuje pfislusna souvisla Lieova grupa G < GL(V).
Diéle ke G muZzeme najit jednoduse souvislou G (nikoliv jiZz uvnitf GL(V)).



Véta 2. Ke kazdé kone¢nérozmérné Lieové algebfe g existuje pravé jedna souvisla a jednoduse
souvisla Lieova grupa G takové, Ze gjejeji Lieova algebra. VSechny ostatni souvislé Lieovy grupy
s touto algebrou g jsou nakryvany G a mohou byt proto zapsany jako G/D, kde D je diskrétni
normdlni podgrupa. Bez diikazu.

Pozndmka 5. D normélni < ¢gDg~! = D, Vg e G = propevné zvolenédye Da¢ : G —
D c G:¢(g) = gdog™! € D,je ¢(G) souvisla diky tomu, Ze G je souvisld a ¢ hladké. A protoze
D je diskrétni podmnozina G = ¢(g) =do, Vge G = gdy=dog, V§e G = Dc
Z(G) ={heGlhg=gh, Vge G} = D je Abelovska.

Pozndmka 6. p reprezentace gna V, dimV < +00 = p je reprezentace jednoduse souvislé
grupy G. Zéroveri ale pokud p(D) # {1}, pak nelze skonstruovat p : G/D — GL(V), tj.:

e p(D) = {1} a mame tedy reprezentaci G/D,
* nebo p(D) # {1} a reprezentaci nemame (vicezna¢nd reprezentace).

Pozndmka 7. Pomoci pfedchozich vét mame vyfeSen problém vSech souvislych G se stejnou g.
Teoreticky mtizeme vZdy nalézt univerzalni nakryti G a ndsledné ho faktorizovat podle moznych
D a tim ziskam vSechny G.

Priklad 3. Pro su(2) existuji pravé 2 souvislé Lieovy grupy SU(2) a SO(3) = SU(2)/(_q3}-
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