
1 Souvislost Lieových grup a algeber

Poznámka 1. Souvislá varieta M je jednoduše souvislá ô všechny uzavřené křivky lze hladce
zdeformovat do bodu, tj. na konstantnı́ zobrazenı́ S1 Ñ x0 P M.

Definice 1. Buďte M, M souvislé variety. M je nakrytı́ M právě, když D π : M Ñ M splňujı́cı́

• @x P M, DU = U˝, π(´1)(U) =
Ť

αPI Uα, Uα = U˝
α Ă M, Uα X Uβ = H, @α ‰ β,

• π|Uα
: Uα Ñ U je difeomorfismus.

Poznámka 2. Pojem nakrytı́ je podrobněji rozebrán ve Feckovi, kapitola 13.3.

Přı́klad 1. M = S1, M = S1, Π(eiφ) = e2iφ

Přı́klad 2. M = S1, M = R, Π(φ) = eiφ

Definice 2. Nakrytı́ M variety M je univerzálnı́ právě, když M je jednoduše souvislá.

Poznámka 3. Všechna univerzálnı́ nakrytı́ souvislé variety jsou izomorfnı́.

1.1 Konstrukce univerzálnı́ho nakrytı́

Poznámka 4. Pro křivky γ1 : x0, 1y Ñ M, rγ : x0, 1y Ñ M, γ1(1) = rγ(0) definujeme:

γ1 ˝ rγ : x0, 1y Ñ M : γ1 ˝ rγ(t) = γ1(2t) 0 ď t ď
1
2

= rγ(2t)
1
2

ď t ď 1

γ´1(t) : x0, 1y Ñ M : γ´1(t) = γ(1 ´ t) 0 ď t ď 1

x0 P M fixnı́, pak M = t[γ]|γ : x0, 1y Ñ M, γ(0) = x0u , γ „ rγ ô
(
γ(1) = rγ(1) ^ γ ˝ rγ´1 je

možno deformovat do γ(t) = x0 ). Vezmeme jednoduše souvislé okolı́ x P M, Ux = U˝
x ñ

@y P U, Dγxy : x0, 1y Ñ M : γxy(0) = x, γxy(1) = y, γxy(t) P Ux, @t P x0, 1y. Všechny takové
γx,y spojujı́cı́ x a y uvnitř jednoduše souvislého okolı́ jsou ekvivalentnı́. Definujeme U P M okolı́
[γ] jako U =

␣

[γ ˝ γxy]
ˇ

ˇy P Ux
(

. Platı́ tedy γ ˝ γxy(0) = x0, γ ˝ γxy(1) = y. ñ Definujeme-li
Π([γ]) = γ(1) P M, pak takto definované U je homeomorfnı́ Ux.

Π definujeme jako hladké zobrazenı́, pomocı́
(

Π|U
)´1 přeneseme hladkou strukturu a ukážeme

že tı́mto lze definovat hladkou strukturu na M. O M lze pak dokázat, že je jednoduše souvislé.
Je-li G souvislá Lieova grupa, pak na G můžeme definovat strukturu Lieovy grupy následovně:

x0 ” e, @g P G, γg : x0, 1y Ñ G, γg(1) = g,

•
[
γg

]
¨ [γh] ”

[
γg ¨ Lg(γh)

]
, @g, h P G, kde Lg(γh)(t) = g ¨ γh(t), @t

• e = [γe] , γe(t) = e, @t

•
[
γg

]´1
=

[
Lg´1

(
γ´1

g

)]
• Π

([
γg

]
¨ [γh]

)
= g ¨ h, tj. Π je homomorfizmus grup

ñ g » g, protože okolı́ počátků jsou difeomorfnı́.

Věta 1. (Ado) Pro libovolnou konečněrozměrnou Lieovu algebru g existuje jejı́ věrná konečněrozměrná
reprezentace ρ : g Ñ gl(V), dim V ă +8, g » ρ(g) ĂĂ gl(V). Bez důkazu.

Důsledek 1. Ke každé Lieově algebře existuje přı́slušná souvislá Lieova grupa G ĂĂ GL(V).
Dále ke G můžeme najı́t jednoduše souvislou G (nikoliv již uvnitř GL(V)).
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Věta 2. Ke každé konečněrozměrné Lieově algebře g existuje právě jedna souvislá a jednoduše
souvislá Lieova grupa G taková, že g je jejı́ Lieova algebra. Všechny ostatnı́ souvislé Lieovy grupy
s touto algebrou g jsou nakrývány G a mohou být proto zapsány jako G/D, kde D je diskrétnı́
normálnı́ podgrupa. Bez důkazu.

Poznámka 5. D normálnı́ ô gDg´1 = D, @g P G ñ pro pevně zvolené d0 P D a ϕ : G Ñ

D Ă G : ϕ(g) = gd0g´1 P D, je ϕ(G) souvislá dı́ky tomu, že G je souvislá a ϕ hladké. A protože
D je diskrétnı́ podmnožina G ñ ϕ(g) = d0, @g P G ñ gd0 = d0g, @g P G ñ D Ă

Z(G) = th P G|hg = gh, @g P Gu ñ D je Abelovská.

Poznámka 6. ρ reprezentace g na V, dim V ă +8 ñ ρ je reprezentace jednoduše souvislé
grupy G. Zároveň ale pokud ρ(D) ‰ t1u, pak nelze skonstruovat ρ : G/D Ñ GL(V), tj.:

• ρ(D) = t1u a máme tedy reprezentaci G/D,

• nebo ρ(D) ‰ t1u a reprezentaci nemáme (vı́ceznačná reprezentace).

Poznámka 7. Pomocı́ předchozı́ch vět máme vyřešen problém všech souvislých G se stejnou g.
Teoreticky můžeme vždy nalézt univerzálnı́ nakrytı́ G a následně ho faktorizovat podle možných
D a tı́m zı́skám všechny G.

Přı́klad 3. Pro su(2) existujı́ právě 2 souvislé Lieovy grupy SU(2) a SO(3) = SU(2)/t´1,1u.
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