1 Vztah mezi Lieovou grupou a jeji algebrou

Definice 1. (Homomorfismus Lieovych grup G a H)
e Homomorfismus G a H je libovolné hladké ¢ : G — H, ¢(g-c h) = ¢(g) -u ¢(h), Vg, h e G.
e Izomorfismus G a H je bijektivni homomorfismus s hladkou inverzi.

Definice 2. Jednoparametrickd podgrupa v G je homomorfismus ¢ : (R, +) — G.

Disledek 1. Plati ¢(s +t) = ¢(s)@(t) = ¢(t)p(s), tedy nutné ¢(0) = e.

Priklad 1. G Maticova grupa:

8(t) = g(t) - 8(0) = Ly (8(0))

konst.
= 8(0) - g(t) = Rgp)s (£(0))
Poznidmka 1. Obecné:
: d .
g(s+1) = g(Hg(s) = Lypgls) = g(tl = &, (Lsos)) = Lg<t>*eg<co>
T, () Te

g
Oznatime-li pro X € g, X|, = ¢(0), pak §(t) = Ly (X|,) = X|g(t)-

Dusledek 2. Jednoparametrické podgrupy jsou integralni kfivky levoinvariantnich vektorovych
poli, tj. elementti Lieovy algebry, vychézejici z e.

1.1 Exponencidlni zobrazeni

Na zédkladé integralnich k¥ivek mtizeme definovat zobrazeni g — G, které danému vektoru X|, €
¢ pfifadi néjaky bod na pfisludné integralni kiivce levoinvariantniho vektorového pole X, ke
kterému je X|, teénym vektorem.

Definice 3. exp : g — G definujeme exp(tX) = ¢(t), exp(X) = ¢(1), kde ¢ je jednoparametricka
podgrupa generovand X € g (integrdlni kiivka X € g).

Pozndmka 2. exp =: e tedy splituje ¢(t + s) = e T9)X = ¢(t)p(s) = e!XesX,

Priklad 2. Exponenciela af(1) — Af(1).

Hleddme integralni kiivky vektorového pole z p¥ikladu ??. Pro libovolné levoinvariantni
pole jsou rovnice integralnich kiivek x(f) = ax(t) a y(t) = Px(t) s pocateénimi podminkami
(x(0),y(0)) = (1,0), feSenimje (x(t),y(t)) = (e“t, g(e”‘t — 1)) Exponencielu ziskdme dosazenim
t=1,t. eX = e™uFhd — (e, g(e”‘ —1)) (pro a = 0 vyjde vysledek stejné jako provedenim
lim,x_>0).

L e ] 2 2 k =
V maticovém vyjadfeni je pole (g /g), plati (g g) = (”6 “0/5), e (g g) = ("6 " 5),

n n n )
takze ziskdme exp (gg) :Z:ﬁ%% (g/g) = (Z}Tﬁ%%/g ;:O‘i%) = (e(;" g(ei_l))

Priklad 3. Exponenciela maticovych grup G.
Hledéme integralni kiivku 7(t) levoinvariantniho vektorového pole, urenou X € g. Jak toto
pole vypada vime z ptikladu ?? (znaceni pfevezmeme z tohoto piikladu, tj. X;(e) = a;.). Maéame

tak pro slozky pole X;(')/(t)) = 'y,i(t)X;‘ (e). Rovnice pro integrdlni kiivky tohoto pole je

O =hOXEe), MO =8, = dB=10Xe), 1) =1. @

Z maticového zépisu vidime, Ze feSenim je maticové exponenciela y(t) = e'X(¢), vysledkem je
eX = (1) = X,



Véta 1. Pro libovolnou étvercovou matici A plati: € gl(n,C), potom dete? = eT4.

Diikaz. Predpokladame, Zze 3B, tak, Ze D = BAB™! diagondlni (diagonalizovatelné matice jsou
husté v mnoZzine vSech matic a obé strany rovnice jsou spojité = plati obecné).

TrD = TrBAB~! = TrAB~ 1B =TrA

Plati eBAB™" = BeAB~1 z definice pomoci fady, proto det eP = det Bdet B~! det e? = det e4, a
protoze D = diag(Aq,...,Ay) = eP =diag(eM, ..., eM), tedy

n
det eP = n M = ek M = exp(TrD).
k=1

O

Véta 2. Bud G Lieova grupa, pakexp : g — G : X — eX je lokalni difeomorfismus okoli 0 € g na
okoli ¢ € G. (Toto zobrazeni neni obecné surjektivni ani injektivni na celé G).

Diikaz. g jako vektorovy prostor lze chapat jako varietu, Tog =g = exp je hladké zobrazeni
variet. exp, | o : Tog =g — g = TG, exp(tX) je integrali kfivka prochazejici e, s te¢nym vektorem
X = exp,|, = identita = podle véty o inverzni funkci je exp lokdlni difeomorfismus.

Detailné: exp : X — eX

P I oy L) 1) et gy

exp, (X|o)f = lim lim

= exp,(X]p) = exp,(X)|, = X],. A

Pozndmka 3. Pro matice plati: exp,, (X) = %(etX)LO = 4 (1+tX+0(t?)) ‘t*O = X.

Pozndmka 4. Je ztejmé, Ze exp nemiiZe byt surjektivni pro grupy s vice komponentami souvislosti
(nelze spojit kiivkou body z rtiznych komponent). exp neni obecné surjektivni ani pro souvislé
G, pouze v pfipadé, Ze je G kompakini.

1.2 Vysetfovani souvislosti variet

Definice 4. Budte V c M dif. variety (V podvarieta M). V je deformaéni retrakt M préavé tehdy,
kdyz3r:{0,1) x M — M spojité, takové ze

o Vme M, r(0,m) =m,

e YoeV,Vte(0,1):r(t,v) =0,

o VYme M, r(l,m)eV.
Definice 5. Souvisla varieta M je jednoduse souvisla praveé tehdy, kdyz plati:

e Vv :(0,1) — M, spojité, 7(0) = (1)

e 3¢ :(0,1) x (0,1) — M, spojité takové, ze Vt € {0,1), $(0,t) = y(t), ¢(1,t) = v(0)
Véta 3. V je deformaéni retrakt M, pak

e M souvisld < V souvislj,

e M jednoduse souvisld < V jednoduse souvisla.

Diikaz. Souvislost zfejma. Jednoduchd souvislost plyne z toho, Ze pro k¥ivky plati vy (t) =
r(Lym(t)). -



Pozndmka 5. Souhrnné pojednani o souvislosti nami pouZzivanych grup je v The American Mathe-
matical Monthly Vol. 74, No. 8 (Oct., 1967), pp. 964-966.!
Pfiklad 4. SL(2,R) = (1Y), xw — zy = 1 neni jednoduse souvisla.

Lze ji zdeformovat na SO(2): Nejprve definujeme V; tak, aby
¥ (’f 3{) eV, P4+ =1 z0-z27=1.
Z

1
Polozime r1 (t, (1Y) = (zii;j “Y)y) , kde a(0) = 1 a pro a(1) platf a(1) (x> +22) = 1.

an®
L aVy=Imr (1,.) © SL(2,R) uz splituje pozadavky. Dale zdefor-

(x2+22)
mujeme V; tak, aby sloupce byly ortonormdlni vektory:

2(n(E2)) = (2 ) rtwr (o 2)

V, =Imry(1,.) = {(’Z“ Zyu) e SI(2,R)

Zvolime proto a(t) =

x>+ 22 = 1, xy+zw:0}

2
Wtz =0 N Zw Xw — zy :—%—zyzl =w +y* =-%
= = - —— 25 2
x% + 22 :—Zyzf +22=1 = w?+y? :Z—z

= w+yr=1 = V,=50(2) = {(f5n9)|6 c(0,27)} souvisla a topologicky eqvi-
valentni S!. SL(2,R) je tedy souvisl4, ale neni jednoduse souvisla.

Podivame se je$té na exp : s[(2,R) — SL(2,R).

2 2
5[(2,]11):{14:(’2‘ _yx) x,y,ze]R}:AZ:<x y) =<x tyz 0 >=detA-11

z —x 0 zy + x2
cosdetA -1+ \/dleﬁsin\/detAu‘l detA >0 = TreA =2cos+/det A e (~2,2)
e =< cosh,/|detA|-1+ \/ldleﬁsinhxﬂdetA\-A detA <0 = TreA = 2coshy/|det A| =2
1+A detA=0 =  Tred =

— TreA>-2 VAesl(2,R) = napk (’02 _0%) e SL(2,R)\ exp (s((2,IR)).

Dusledek 3. G nemusi byt celé pokryté exponenciélou, pokud je jen souvislé. Pro G jednoduse
souvislé to uz plati. Bez dtikazu.

Poznimka 6. Lze ukdzat, ze SL(n,R) neni jednoduse souvisld Vn € IN.

Véta 4. Bud G souvisla Lieova grupa, g§ € G. Pak existuje n € IN, Xj,..., X, € g takové, Ze
g =eXieX2 . eXn,

Diikaz. Mé&me e € Uy = Uj < G. Pfedpokladame ()71 Uy — Uy (jinak bereme Uy = Uy n ut,
kde llg1 = {¢g7lg € Up}). Konstruujeme U; = Ugeu, , §Uo, zfejmé U; < U; +1 a protoZe
Lg(ll(ﬁ = (Lg(Up))°, je taky U; = U7. Oznatme U = |, Ui, pak U = U° a pro V = G\U platf
V. Chceme ukdzat, ze Vg € V, gl = Le(Up) = (Lg(Up))” < V. Sporem: Lg(Up) n U #
= dJuge Uy gupoeld = ge€ Uuo_l < U, protoze Uiuo_1 c Uy < Ujy1 < U,

V:
10/}
spor. = V=V° = U=Uecl = U#*xg = U=G O

I http://wuw. jstor.org/stable/2315278




1.3 Tok levoinvariantniho vektorového pole

Véta 5. Tok generovany levoinvariatnim X (tj. X € g = T, G) je jednoparametrickd grupa pravych
translaci, tj.

Ph(g) =ge'* = Dy =Rux.

Diikaz. Pro X € gje X[, € T.G a e'X je integralni k¥ivka prochézejici e. UkdZeme, Ze integralni

kiivka tohoto pole prochazejici g je ge!*:
d £X d £X
—| get =Low —| €% =L X|,=X|,,
dt ] *dt],_ g §
g 7(t) = X(v (1))
70)=¢ = () =e*
W0 =g = () =geX =Ly (X) = Rux(g)
= (Dl;( = Retx ]

Dusledek 4. X € g, Y € X(G), YoRy = Rf oY, potom [X, Y] = 0. (To znamend, Ze levoinvari-
antni a pravoinvariantni pole komutujf.)

Diikaz.

X, YIf = X(0f) = Y(XF) = Jim 1 ((Yf) o Rax = Y~ Y(f o Rux) +¥) =

.1
= lim —((Rix o Y)f = (Yo RYx)f) =0
Véta 6. M dif. varieta, X, Y € X' (M), ®X, ®) jejich toky, p € M. Potom

(X 1If)(p) = lim IO 2SI

kde o (t) = (DY, 0 @X, 0 ®) 0 ®F )(p), tedy ¢’ (0) = p.

Diikaz. Pro jednoduchost zavedeme nésledujici znacent:

3=0'(2) 2= ¢4 (1)

4=67'(3) _
0=p 1= ¢%(0)

2
£(1) = £(0) = £XF(0) + 5 X(X£)(0) + O()
2
£(2) = £(1) = (Y1) + SY(YF)(1) + O(F)
2
£3) ~ F(2) = ~1Xf(2) + S X(Xf)(2) + O(F)

2
£(4) = F(3) = —tYF(3) + SY(YF)(3) + O(F)
2



XF(0) = Xf(2) = Xf(0) = Xf(1) + Xf(1) = Xf(2) = X (Xf)(0) — Y (Xf)(1) + O(*) =
= —tX(Xf)(0) — tY(Xf)(0) + O(#?)

YF(1) = Yf(3) = YF(1) = Yf(2) + Yf(2) = YF(3) = —tY(Yf)(1) + X(Yf)(2) + O(t?) =
= —1Y(Y)(0) + tX(Yf)(0) + O(?)

F(4) ~ £(0) = ~PX(XF)(0) ~ PY(XF)(0) - PY(YF)(0) + PX(YF)(0)+
2 2 2 2
+5X(XF)(0) + 5 Y(YF)(0) + 5 X(XP)0) + 5 Y(YF)(0) + O(F) =
= A(X(Yf) - Y(X£)) (0) + O(F)
= lim S (Fe(0) — £(p) = [XOO) = Y (X)) (p)
Disledek 5. X,Yeg = [X,Y]f(p) = lim_g- (f(Re-tvRe-ixRarRyx(p)) = f(p))

Dusledek 6. Pro maticové grupy tak plati [X,Y]|, = XY —YX, VX,Y e g.

Diikaz. e =1, Ry Ro—ixRov Ryx (1) = elXetYe=tXe=tY

X, Y]f(e) = lim l(f (e™ee™Xe™) — £(1)) = lim %(f (eViXeVMemViemY) _ f(1))

t—0* £2 t—0+t

% =0 % . ((M\/?X) +;X2) <<11+\/tY> + ;w) x

x ((ﬂx/ix) +£X2> ((1\/EY) +£Y2> %

= [XY[f()= XY-YX) f(1) = [XY]j=X}Yh—Yh XL
maticové nédsobeni

(exﬁxe\/EYe—«/iXe—\ﬁY> _

(1+£(XY = YX) +O(/F)) = XY - ¥X

t=0

O
Pozndamka 7. G Lieova grupa, g Lieova algebra, ) podalgebra g. Potom existuje vnofend podvari-
eta H c G, takova, Ze H je podgrupa G a jeji Lieova algebra je pfirozené izomorfni h.
Poznimka 8. Obecné se nejedna o vlozeni. UvaZujme naprlklad T? = Sl{g] x S'[9], (¢1, 01)(92,62) =
(@1 + ¢2,61 +6,), e = (0,0). Vektorové pole X = ad, + bdg € 2, = span{X} p=a0=b =
H = {at, bt|t € R}. Protoze [X, X]| = 0je h jednorozmérna podalgebra Pro § € Qje kiivka na toru
uzavfend a jednd se o vloZeni, pro ; ¢ Q ale v topologii T2 je H = T2, {j. nejedna se o vloZeni.

1.4 Vlastnosti homomrfismi (cviéeni)

Lemma 1. Nechi G,G jsou Lieovy grupy, ¢ : G — G hladky homomorfismus, tj. Vg, h €
G, ¢(gh) = ¢(g)p(h), pak plati:

(P*OLg*—L¢ O(P*, (P*XE §|¢(g),VXeg



Diikaz. Z definice plati Vg, h e G, VX € g:

Low X[y = Xgp

4)(Lgh) = L¢( )h = 4)0 Lg = L¢ 47 = (P* o Lg* = L(P O(P*
= P X|gh = ¢PuLgx (X[,) = L gy X|,. Déle necht p(g) = &, ¢(h) = h, pak:

Lg* (‘P*X)\z = L</>(g)* (4’*X)|¢ = L<p (g)% © P (Xlp) = ¢ 0 Lex (X[},) =
= s (Xlgh) = @X)gem = @X)|5
= Lp X = @ X)|g = X € Blyq, VX en O

Lemma 2. ¢ (e'X) = el¥*X

Diikaz. Obé strany rovnice jsou diky ¢(gh) = ¢(g)¢(h) 1-parametrické podgrupy = staci
ukézat, Ze te¢né vektory v e jsou stejné.

d

a4 tps X
e
dt|,_g

t=0

d

= X L= =

R (|, e = @k = g
Diky grupovosti tedy plati:

doe) - ] el -

d
S = (X e

¢ (etX) ) (esX) = L (e (P X) |5 = (¢*X)|¢(etx)

5=0

= obé strany lemmatu jsou feSeni stejné ODR se stejnou pocatecni podminkou ¢ (etx ) | =0 =

Lemma 3. [p+X, p+Y] = ¢u ([X,Y])

Diikaz. Mé&me f € C*(G):

(9:Y) flpg) =Y (Fod)lg = f(4>(ge”))=% f(9(9)9 (7)) = i

(fo (etx)))(p(g)

[0+ X, Y] flop) = js o % o [f (gb(p)cp (esx) ¢ (ety>) —f (<P(P)4’ (ety) ¢ (esx))] =
231 T ) sl -
581 e o) e )

= (X, Y] (fod)l, = (X Y] (fod)l, = ($x[X,Y]) floep)
= [P X, 9] = ¢ ([X,Y]). .
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