
1 Vztah mezi Lieovou grupou a jejı́ algebrou

Definice 1. (Homomorfismus Lieových grup G a H)

• Homomorfismus G a H je libovolné hladké φ : G Ñ H, φ(g ¨G h) = φ(g) ¨H φ(h), @g, h P G.

• Izomorfismus G a H je bijektivnı́ homomorfismus s hladkou inverzı́.

Definice 2. Jednoparametrická podgrupa v G je homomorfismus ϕ : (R,+)Ñ G.

Důsledek 1. Platı́ ϕ(s + t) = ϕ(s)ϕ(t) = ϕ(t)ϕ(s), tedy nutně ϕ(0) = e.

Přı́klad 1. G Maticová grupa:

ġ(t) = g(t) ¨ ġ(0)
loomoon

konst.

= Lg(t)˚ (ġ(0))

= ġ(0) ¨ g(t) = Rg(t)˚ (ġ(0))

Poznámka 1. Obecně:

g(s + t) = g(t)g(s) ” Lg(t)g(s) ñ ġ(t)
loomoon

Tg(t)G

=
d
ds

∣∣∣∣
0

(
Lg(t)g(s)

)
= Lg(t)˚ P ġ(0)

loomoon

TeG

Označı́me-li pro X P g, X|e = ġ(0), pak ġ(t) = Lg(t)˚(X|e) = X|g(t).
Důsledek 2. Jednoparametrické podgrupy jsou integrálnı́ křivky levoinvariantnı́ch vektorových
polı́, tj. elementů Lieovy algebry, vycházejı́cı́ z e.

1.1 Exponenciálnı́ zobrazenı́

Na základě integrálnı́ch křivek můžeme definovat zobrazenı́ gÑ G, které danému vektoru X|e P
g přiřadı́ nějaký bod na přı́slušné integrálnı́ křivce levoinvariantnı́ho vektorového pole X, ke
kterému je X|e tečným vektorem.

Definice 3. exp : gÑ G definujeme exp(tX) = ϕ(t), exp(X) = ϕ(1), kde ϕ je jednoparametrická
podgrupa generovaná X P g (integrálnı́ křivka X P g).

Poznámka 2. exp =: e tedy splňuje ϕ(t + s) = e(t+s)X = ϕ(t)ϕ(s) = etXesX .
Přı́klad 2. Exponenciela af(1)Ñ A f (1).

Hledáme integrálnı́ křivky vektorového pole z přı́kladu ??. Pro libovolné levoinvariantnı́
pole jsou rovnice integrálnı́ch křivek ẋ(t) = αx(t) a ẏ(t) = βx(t) s počátečnı́mi podmı́nkami
(x(0), y(0)) = (1, 0), řešenı́m je (x(t), y(t)) =

(
eαt, β

α (e
αt ´ 1)

)
. Exponencielu zı́skáme dosazenı́m

t = 1, tj. eX = eαxBx+βxBy = (eα, β
α (e

α ´ 1)) (pro α = 0 vyjde výsledek stejně jako provedenı́m
limαÑ0).

V maticovém vyjádřenı́ je pole
(

α β
0 0

)
, platı́

(
α β
0 0

)2
=
(

α2 αβ
0 0

)
, . . . ,

(
α β
0 0

)k
=
(

αk αk´1β
0 0

)
,

takže zı́skáme exp
(

α β
0 0

)
=

ř+8
n=0

1
n!

(
α β
0 0

)n
=
(
ř+8

n=0
αn
n! , β

α

ř+8
n=1

αn
n!

0, 1

)
=
(

eα , β
α (e

α´1)
0, 1

)
.

Přı́klad 3. Exponenciela maticových grup G.
Hledáme integrálnı́ křivku γ(t) levoinvariantnı́ho vektorového pole, určenou X P g. Jak toto

pole vypadá vı́me z přı́kladu ?? (značenı́ převezmeme z tohoto přı́kladu, tj. Xi
j(e) = αi

j). Máme

tak pro složky pole Xi
j(γ(t)) = γi

k(t)Xk
j (e). Rovnice pro integrálnı́ křivky tohoto pole je

γ̇i
j(t) = γi

k(t)Xk
j (e), γi

j(0) = δi
j , ô γ̇(t) = γ(t)X(e), γ(0) = 1 . (1)

Z maticového zápisu vidı́me, že řešenı́m je maticová exponenciela γ(t) = etX(e), výsledkem je
eX = γ(1) = eX(e).
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Věta 1. Pro libovolnou čtvercovou matici A platı́: P gl(n, C), potom det eA = eTrA.

Důkaz. Předpokládame, že DB, tak, že D = BAB´1 diagonálnı́ (diagonalizovatelné matice jsou
husté v množine všech matic a obě strany rovnice jsou spojité ñ platı́ obecně).

TrD = TrBAB´1 = TrAB´1B = TrA

Platı́ eBAB´1
= BeAB´1 z definice pomocı́ řady, proto det eD = det B det B´1 det eA = det eA, a

protože D = diag(λ1, . . . , λn) ñ eD = diag(eλ1 , . . . , eλn), tedy

det eD =
n
ź

k=1

eλk = e
ř

k λk = exp(TrD).

Věta 2. Buď G Lieova grupa, pak exp : gÑ G : X Ñ eX je lokálnı́ difeomorfismus okolı́ 0 P g na
okolı́ e P G. (Toto zobrazenı́ nenı́ obecně surjektivnı́ ani injektivnı́ na celé G).

Důkaz. g jako vektorový prostor lze chápat jako varietu, T0g – g ñ exp je hladké zobrazenı́
variet. exp˚

ˇ

ˇ

0 : T0g ” gÑ g ” TeG, exp(tX) je integrálı́ křivka procházejı́cı́ e, s tečným vektorem
X ñ exp˚|0 = identita ñ podle věty o inverznı́ funkci je exp lokálnı́ difeomorfismus.
Detailně: exp : X Ñ eX

exp˚(X|0) f = lim
tÑ0

f (etX+0)´ f (e0)

t
= lim

tÑ0

f (etX)´ f (e)
t

def.
= X f |e

ñ exp˚(X|0) = exp˚(X)
ˇ

ˇ

e = X|e.

Poznámka 3. Pro matice platı́: exp˚(X) = d
dt (e

tX)
ˇ

ˇ

ˇ

t=0
= d

dt
(
1 + tX + O(t2)

)ˇ
ˇ

ˇ

t=0
= X.

Poznámka 4. Je zřejmé, že exp nemůže být surjektivnı́ pro grupy s vı́ce komponentami souvislosti
(nelze spojit křivkou body z různých komponent). exp nenı́ obecně surjektivnı́ ani pro souvislé
G, pouze v přı́padě, že je G kompaktnı́.

1.2 Vyšetřovánı́ souvislosti variet

Definice 4. Buďte V Ă M dif. variety (V podvarieta M). V je deformačnı́ retrakt M právě tehdy,
když D r : x0, 1y ˆM Ñ M spojité, takové že

• @m P M, r(0, m) = m,

• @v P V, @t P x0, 1y: r(t, v) = v,

• @m P M, r(1, m) P V.

Definice 5. Souvislá varieta M je jednoduše souvislá právě tehdy, když platı́:

• @γ : x0, 1y Ñ M, spojité, γ(0) = γ(1)

• Dφ : x0, 1y ˆ x0, 1y Ñ M, spojité takové, že @t P x0, 1y, φ(0, t) = γ(t), φ(1, t) = γ(0)

Věta 3. V je deformačnı́ retrakt M, pak

• M souvisláô V souvislá,

• M jednoduše souvisláô V jednoduše souvislá.

Důkaz. Souvislost zřejmá. Jednoduchá souvislost plyne z toho, že pro křivky platı́ γV(t) =
r(1, γM(t)).

2



Poznámka 5. Souhrnné pojednánı́ o souvislosti námi použı́vaných grup je v The American Mathe-
matical Monthly Vol. 74, No. 8 (Oct., 1967), pp. 964-966.1

Přı́klad 4. SL(2, R) = ( x y
z w ) , xw´ zy = 1 nenı́ jednoduše souvislá.

Lze ji zdeformovat na SO(2): Nejprve definujeme V1 tak, aby

@

(
x̃ ỹ
z̃ w̃

)
P V1, x̃2 + z̃2 = 1, x̃w̃´ z̃ỹ = 1.

Položı́me r1 (t, ( x y
z w )) =

(
α(t)x 1

α(t) y

α(t)z 1
α(t) w

)
, kde α(0) = 1 a pro α(1) platı́ α2(1)

(
x2 + z2) = 1.

Zvolime proto α(t) = 1
(x2+z2)

t/2 a V1 = Im r1 (1, .) Ă SL(2, R) už splňuje požadavky. Dále zdefor-

mujeme V1 tak, aby sloupce byly ortonormálnı́ vektory:

r2

(
t,
(

x y
z w

))
=

(
x y
z w

)
´ t (xy + zw)

(
0 x
0 z

)
V2 = Im r2(1, .) =

"(
x y
z w

)
P Sl(2, R)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 + z2 = 1, xy + zw = 0
*

xy + zw = 0 ñ x = ´
zw
y

ñ
xw´ zy = ´ zw2

y ´ zy = 1 ñ w2 + y2 = ´ y
z

x2 + z2 = z2w2

y2 + z2 = 1 ñ w2 + y2 = y2

z2

ñ w2 + y2 = 1 ñ V2 = SO(2) =
 ( cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

)ˇ
ˇθ P x0, 2πy

(

souvislá a topologicky eqvi-
valentnı́ S1. SL(2, R) je tedy souvislá, ale nenı́ jednoduše souvislá.

Podı́váme se ještě na exp : sl(2, R)Ñ SL(2, R).

sl(2, R) =

"

A =

(
x y
z ´x

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

x, y, z P R

*

ñ A2 =

(
x y
z ´x

)2
=

(
x2 + yz 0

0 zy + x2

)
= ´det A ¨ 1

eA =

$

’

&

’

%

cos det A ¨ 1 + 1?
det A

sin
?

det A ¨ A det A ą 0 ñ Tr eA = 2 cos
?

det A P x´2, 2y

cosh
a

|det A| ¨ 1 + 1?
|det A|

sinh
a

|det A| ¨ A det A ă 0 ñ Tr eA = 2 cosh
a

|det A| ě 2

1 + A det A = 0 ñ Tr eA = 2

ñ Tr eA ě ´2, @A P sl(2, R) ñ např.
(
´2 0
0 ´ 1

2

)
P SL(2, R)z exp

(
sl(2, R)

)
.

Důsledek 3. G nemusı́ být celé pokryté exponenciélou, pokud je jen souvislé. Pro G jednoduše
souvislé to už platı́. Bez důkazu.

Poznámka 6. Lze ukázat, že SL(n, R) nenı́ jednoduše souvislá @n P N.

Věta 4. Buď G souvislá Lieova grupa, g P G. Pak existuje n P N, X1, . . . , Xn P g takové, že
g = eX1eX2 . . . eXn .

Důkaz. Mějme e P U0 = U˝0 Ă G. Předpokládame (.)´1 : U0 Ñ U0 (jinak bereme Ũ0 = U0XU´1
0 ,

kde U´1
0 = tg´1|g P U0u). Konstruujeme Ui =

Ť

gPUi´1
gU0, zřejmě Ui Ă Ui + 1 a protože

Lg(U0) =
(

Lg(U0)
)˝, je taky Ui = U˝i . Označme U =

Ť

iPN0
Ui, pak U = U˝ a pro V = GzU platı́

V = V. Chceme ukázat, že @g P V, gU0 = Lg(U0) =
(

Lg(U0)
)˝
Ă V. Sporem: Lg(U0)XU ‰

H ñ Du0 P U0, gu0 P U ñ g P Uu´1
0 Ă U, protože Uiu´1

0 Ă Uiu0 Ă Ui+1 Ă U,
spor. ñ V = V˝ ñ U = U, e P U ñ U ‰ H ñ U = G

1 http://www.jstor.org/stable/2315278
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1.3 Tok levoinvariantnı́ho vektorového pole

Věta 5. Tok generovaný levoinvariatnı́m X (tj. X P g – TeG) je jednoparametrická grupa pravých
translacı́, tj.

Φt
X(g) = getX ô Φt

X = RetX .

Důkaz. Pro X P g je X|e P TeG a etX je integrálnı́ křivka procházejı́cı́ e. Ukážeme, že integrálnı́
křivka tohoto pole procházejı́cı́ g je getX :

d
dt

∣∣∣∣
t=0

getX = Lg˚
d
dt

∣∣∣∣
t=0

etX = Lg˚ X|e = X|g ,

tj. γ̇(t) = X(γ(t)).

γ(0) = e ñ γ(t) = etX

γ(0) = g ñ γ(t) = getX = Lg

(
etX
)
= RetX (g)

ñ Φt
X = RetX

Důsledek 4. X P g, Y P X (G), Y ˝ R˚g = R˚g ˝Y, potom [X, Y] = 0. (To znamená, že levoinvari-
antnı́ a pravoinvariantnı́ pole komutujı́.)

Důkaz.

[X, Y] f = X(Y f )´Y(X f ) = lim
tÑ0+

1
t
(
(Y f ) ˝ RetX ´Y f ´Y( f ˝ RetX ) + Y f

)
=

= lim
tÑ0+

1
t
(
(R˚etX ˝Y) f ´ (Y ˝ R˚etX ) f

)
= 0

Věta 6. M dif. varieta, X, Y P X (M), ΦX
t , ΦY

t jejich toky, p P M. Potom

([X, Y] f )(p) = lim
tÑ0

f (σ(t))´ f (p)
t2 ,

kde σ(t) = (ΦY
´t ˝ΦX

´t ˝ΦY
t ˝ΦX

t )(p), tedy σ(0) = p.

Důkaz. Pro jednoduchost zavedeme následujı́cı́ značenı́:

0 ≡ p 1 ≡ φtX(0)

2 ≡ φtY (1)3 ≡ φ−t
X (2)

4 ≡ φ−t
Y (3)

f (4)´ f (0) =
(

f (4)´ f (3)
)
+
(

f (3)´ f (2)
)
+
(

f (2)´ f (1)
)
+
(

f (1)´ f (0)
)

f (1)´ f (0) = tX f (0) +
t2

2
X(X f )(0) + O(t3)

f (2)´ f (1) = tY f (1) +
t2

2
Y(Y f )(1) + O(t3)

f (3)´ f (2) = ´tX f (2) +
t2

2
X(X f )(2) + O(t3)

f (4)´ f (3) = ´tY f (3) +
t2

2
Y(Y f )(3) + O(t3)
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X f (0)´ X f (2) = X f (0)´ X f (1) + X f (1)´ X f (2) = ´tX(X f )(0)´ tY(X f )(1) + O(t2) =

= ´tX(X f )(0)´ tY(X f )(0) + O(t2)

Y f (1)´Y f (3) = Y f (1)´Y f (2) + Y f (2)´Y f (3) = ´tY(Y f )(1) + tX(Y f )(2) + O(t2) =

= ´tY(Y f )(0) + tX(Y f )(0) + O(t2)

f (4)´ f (0) = ´t2X(X f )(0)´ t2Y(X f )(0)´ t2Y(Y f )(0) + t2X(Y f )(0)+

+
t2

2
X(X f )(0) +

t2

2
Y(Y f )(0) +

t2

2
X(X f )(0) +

t2

2
Y(Y f )(0) + O(t3) =

= t2(X(Y f )´Y(X f )
)
(0) + O(t3)

ñ lim
tÑ0+

1
t2

(
f (σ(t))´ f (p)

)
= [X(Y f )´Y(X f )] (p)

Důsledek 5. X, Y P g ñ [X, Y] f (p) = limtÑ0+
1
t2

(
f
(

Re´tY Re´tX RetY RetX (p)
)
´ f (p)

)
Důsledek 6. Pro maticové grupy tak platı́ [X, Y]|e = XY´YX, @X, Y P g.

Důkaz. e = 1, Re´tY Re´tX RetY RetX (1) = etXetYe´tXe´tY

[X, Y] f (e) = lim
tÑ0+

1
t2

(
f
(

etXetYe´tXe´tY
)
´ f (1)

)
= lim

tÑ0+

1
t

(
f
(

e
?

tXe
?

tYe´
?

tXe´
?

tY
)
´ f (1)

)

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
e
?

tXe
?

tYe´
?

tXe´
?

tY
)
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

((
1 +

?
tX
)
+

t
2

X2
)((

1 +
?

tY
)
+

t
2

Y2
)
ˆ

ˆ

((
1´

?
tX
)
+

t
2

X2
)((

1´
?

tY
)
+

t
2

Y2
)
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
1 + t (XY´YX) + O(

?
t
3
)
)
= XY´YX

ñ [X, Y] f (1) = (XY´YX)
looooomooooon

maticové násobenı́

f (1) ñ [X, Y]|1 = X|1 Y|1 ´ Y|1 X|1

Poznámka 7. G Lieova grupa, g Lieova algebra, h podalgebra g. Potom existuje vnořená podvari-
eta H Ă G, taková, že H je podgrupa G a jejı́ Lieova algebra je přirozeně izomorfnı́ h.

Poznámka 8. Obecně se nejedná o vloženı́. Uvažujme napřı́klad T2 = S1[ϕ]ˆS1[ϑ], (ϕ1, θ1)(ϕ2, θ2) =
(ϕ1 + ϕ2, θ1 + θ2), e = (0, 0). Vektorové pole X = aBϕ + bBϑ P t

2, h = spantXu, ϕ̇ = a, θ̇ = b ñ

H = tat, bt|t P Ru. Protože [X, X] = 0 je h jednorozměrná podalgebra. Pro a
b P Q je křivka na toru

uzavřená a jedná se o vloženı́, pro a
b R Q ale v topologii T2 je H = T2, tj. nejedná se o vloženı́.

1.4 Vlastnosti homomrfismů (cvičenı́)

Lemma 1. Nechť G, rG jsou Lieovy grupy, φ : G Ñ rG hladký homomorfismus, tj. @g, h P

G, φ(gh) = φ(g)φ(h), pak platı́:

φ˚ ˝ Lg˚ = Lφ(g)˚ ˝ φ˚, φ˚X P rg|φ(g) , @X P g.
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Důkaz. Z definice platı́ @g, h P G, @X P g:

Lg˚ X|h = X|gh
φ(Lgh) = Lφ(g)h ô φ ˝ Lg = Lφ(g) ˝ φ

*

ñ φ˚ ˝ Lg˚ = Lφ(g)˚ ˝ φ˚

ñ φ˚ X|gh = φ˚Lg˚ (X|h) = Lφ(g)˚φ˚ X|h. Dále nechť φ(g) = rg, φ(h) = rh, pak:

L
rg˚ (φ˚X)|

rh = Lφ(g)˚ (φ˚X)|φ(h) = Lφ(g)˚ ˝ φ˚ (X|h) = φ˚ ˝ Lg˚ (X|h) =

= φ˚
(

X|gh

)
= (φ˚X)|φ(gh) = (φ˚X)|

rgrh

ñ L
rg˚ (φ˚X)|

rh = (φ˚X)|
rgrh ñ φ˚X P rg|φ(g) , @X P g.

Lemma 2. φ
(
etX) = etφ˚X

Důkaz. Obě strany rovnice jsou dı́ky φ(gh) = φ(g)φ(h) 1-parametrické podgrupy ñ stačı́
ukázat, že tečné vektory v e jsou stejné.

d
dt

∣∣∣∣
t=0

φ
(

etX
)
= φ˚

d
dt

∣∣∣∣
t=0

etX = (φ˚X)|
re =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

etφ˚X

Dı́ky grupovosti tedy platı́:

d
dt

φ
(

etX
)
=

d
ds

∣∣∣∣
s=0

φ
(

e(t+s)X
)
=

d
ds

∣∣∣∣
s=0

φ
(

etX
)

φ
(

esX
)
= Lφ(etX)˚ (φ˚X)|

re = (φ˚X)|φ(etX)

d
dt

etφ˚X = (φ˚X)|etφ˚X

ñ obě strany lemmatu jsou řešenı́ stejné ODR se stejnou počátečnı́ podmı́nkou φ
(
etX)∣∣

t=0 =

re = etφ˚X
∣∣
t=0.

Lemma 3. [φ˚X, φ˚Y] = φ˚
(
[X, Y]

)
Důkaz. Mějme f P C8( rG):

(φ˚Y) f |φ(g) = Y ( f ˝ φ)|g =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

φ
(

getY
))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

φ(g)φ
(

etX
))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ˝ Rφ(etX)

)∣∣∣
φ(g)

[φ˚X, φ˚Y] f |φ(p) =
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

[
f
(

φ(p)φ
(

esX
)

φ
(

etY
))
´ f

(
φ(p)φ

(
etY
)

φ
(

esX
))]

=

=
d
ds

d
dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
f
(

φ
(

pesXetY
))
´ f

(
φ
(

petYesX
))]

=

=
d
ds

d
dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
( f ˝ φ)

(
pesXetY

)
´ ( f ˝ φ)

(
petYesX

)]
=

= [X, Y] ( f ˝ φ)|p = [X, Y] ( f ˝ φ)|p =
(
φ˚[X, Y]

)
f |φ(p)

ñ [φ˚X, φ˚Y] = φ˚
(
[X, Y]

)
.
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