
1 Spinorové reprezentace

Definice 1. Uvažujme 2n-rozměrnou asociativnı́ algebru

cl(n) = span t1, γa1 . . . γak |1 ď k ď n, a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă aku

s násobenı́m vyhovujı́cı́m vztahu
!

γa, γb
)

” γaγb + γbγa = 2δab1. Tuto algebru nazýváme
Cliffordova algebra s n generátory.

Σab =
1
2

γaγb =
1
4

[
γa, γb

]
, a ‰ b, Σab = ´Σba

[
Σab, Σcd

]
=

1
4

(
γaγbγcγd ´ γcγdγaγb

)
=

=
1
4

(
2δbcγaγd ´ 2δacγbγd + 2δbdγcγa ´ 2δadγcγb

)
=

= δbcΣad ´ δacΣbd ´ δbdΣac + δadΣbc

so(n) : Sab = Eab ´ Eba, kde Eab je matice s jednotkou na pozici (a, b) a nulami všude jinde. Sab

má stejné komutačnı́ relace:[
Sab, Scd

]
= δbcSad ´ δacSbd ´ δbdSac + δadSbc

• n = 2l:

σj =
γ2j´1 + iγ2j

2
σ˚

j =
γ2j´1 ´ iγ2j

2

tσj, σku = 0 = tσ˚
j , σ˚

k u tσj, σ˚
k u =

#

0 . . . j ‰ k
(γ2j´1)

2

2 +
(γ2j)

2

2 = 1 . . . j = k

= δjk1

ñ Pro n = 2l máme algebru fermionových kreaćnı́ch a anihilačnı́ch operátorů ñ je-
jich reprezentace se dá přirozeně zkonstruovat na

V = span
!

σ˚
a1

. . . σ˚
ak

|0y

ˇ

ˇ

ˇ
0 ď k ď l, 0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă ak ď l

)

,

σa |0y = 0, dim V = 2l ñ reprezentace so(2l) na V, prvky so(2l) jsou kvadratické
výrazy v σj, σ˚

k ñ z hlediska so(2l) se reprezentace rozpadá na dvě, se sudým, resp.
lichým počtem σ˚ působı́cı́ch na |0y.

Fij = σ˚
i σ˚

j F+
ij = σiσj Gij = σ˚

i σj

H(λ1, . . . , λl) =
l

ÿ

j=1

λj

(
σ˚

j σj ´
1
2

)

H(λ1, . . . , λl)σ
˚
a1

. . . σ˚
ak

|0y =
l

ÿ

j=1

λj

(
nj ´

1
2

)
σ˚

a1
. . . σ˚

ak
|0y

ñ na V je vektor σ˚
1 . . . σ˚

l |0y vektor s nejvyššı́ vahou a ta je rovna 1
2 (ϕ1, . . . , ϕl). Pro pod-

prostor s opačnou paritou kreačnı́ch operátorů máme váhy
řl

j=1

(
nj ´ 1

2

)
ϕj, kde

řl
j=1 nj =

l ´ 1, l ´ 3, . . . , Mezi nimi je při našem uspořádánı́ nejvyššı́ 1
2 (ϕ1 + ¨ ¨ ¨+ϕl´1 ´ ϕl), přı́slušná

váhovému vektoru σ˚
1 . . . σ˚

l´1 |0y.
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• n = 2l + 1: stejně až na γ2l+1:
!

γ2l+1, σj

)

= 0 =
!

γ2l+1, σ˚
j

)

γ2l+1 |0y = |0y

γ2l+1
(

σ˚
a1

. . . σ˚
ak

|0y

)
= (´1)k

(
σ˚

a1
. . . σ˚

ak
|0y

)
Předpisy pro Fij, F+

ij , Gij, H(. . . ) se nezměnı́.

V nejde rozdělit na 2 invariantnı́ podporstory, so(2l + 1) je na V ireducibilnı́ s nejvyššı́
vahou 1

2 (ϕ1 + ¨ ¨ ¨ + ϕl).
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