1 Kofenové diagramy, Cartanova matice

Tyto diagramy nam pomohou zndzornit strukturu algebry a ur¢it tak, které algebry jsou izomorfni.
Definice 1. b := spang {Ha}sea, ht = spanp {&}aen

Pozndmka 1. {-,-) : b* x ¥ — R : (a, B) = K(Hy, Hg) je skalarni sougin.

Diikaz. Protoze ag, = B(To) € Z, aye = a(Ty) = 2, plati
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= K(Ha, Hy) € R, 4. K|h je redlna symetricka bilinedrni forma. Pro He h, H = ), caHy, cx €
R mame:

K(H,H) =) a(H)&(H) = > &(H)*>0
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Takze pokud K(H,H) =0 = VaeA a(H)=0 = H = 0. Ktedy definuje skaldrni
soudin na b. 0

Poznimka2. Heh = iH¢ hnebotK(iH,iH) = -K(H,H) = bhc=gy = dimgh=
dimc go

Definice 2. Kofenovy diagram je zakresleni A v Euklidové prostoru R/, kde I = dim¢ go.

Definice 3. Zrcadleni podle nadroviny kolmé k « je S, : h* — b* : S (A) = A — 22?(’,2504 =
A= ATy

Pozndmka 3. Sy (Su(A)) = Sy (A = MTo)a) = A —A(Ty)a — A(Ty) (e —22) =A = S2=1
Poznimka 4. Podle 4. bodu lemmatu ?? je pro Va, B € A, Sy(B) € A. Proto lze uvazovat Sy : A —
A, Yo € A.

Definice 4. Weylova grupa }V kofenového systému A je grupa linedrnich zobrazeni generovana
Sy, Vo € A.
Pozndmka 5. Weylova grupa je kone¢na protoZe je obsazena v grupé permutaci Sya.
Volbou libovolného Hy € h mame Va € A, a(Hp) # 0 € R. MiiZeme tak rozdélit kofeny na
kladné a zaporné. Hy povazujeme ddle za pevné zvolené.
Definice 5. A* := {x € Ala(Hp) = 0}, na A definujeme uspofadani a 2 < «(Hy) Z B(Hp).
Volba zavisi na Hj, ale pfi zakresleni tato klasifikace znamena pouze pootoceni nakresu a
nemad tak na vysledek podstatny vliv.
Pozndmka 6. Vo e AT : —x e A~,aVa,fe At :a+BeA=a+peAT.

Definice 6. P¥i zvoleném rozdéleni A = AT U A~ definujeme prosté kofeny AP = {a € AT|VB, v €
AT, B4y # al.



Lemma 1. Vlastnosti kofenového diagramu.
L Vae AT, o =3 g pp cpp, kde cp € No.
2. Va,Be AP, # B:{a,B)<0.
3. AP tvoti bazi h*.

Ditkaz. 1. a € AY\AP = 3B,ye A", B+y=a = a > B,7. Postup lze opakovat
pro B, 7 atd., dokud nedostaneme prosté kofeny = po kone¢né mnoha krocich mame
soucet prostych kofenti. Mohou se opakovat z riiznych vétvi vypoctu, dostdvame tedy
celociselné nezdporné koeficienty.

2. Nechta, e AP, (a,f)>0 = a(Tp),B(Tx) >0 = a—pB,B—«ac Apfitemzjeden
z nich je kladny, druhy zéporny. BUNOa —Be AT = a=(a—B)+p = a¢A?,
spor.

3. Vezmeme X € h* spliiujici

X = Z xiai:ijzxj—anzxkzo, kdeJnK=¢, pj =0, ny = 0.
w;EAP j€J kek

= protoZe {(wj,ax) <0, Vj € ], Vk € K, plati:
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- pj:nkzo,Vje],vkeK = {a;} € AP jsou LN.
O

Poznimka 7. To znamend, Ze AP tvoii tedy i bazi gj a zakreslujeme do #AP-dimenziondlniho pros-
toru. Uhel mezi prostymi koteny je tupy. AT ziskavame celotiselnymi kombinacemi prostych
kofeni.

Strategie pii kresleni kofenového diagramu je tedy zacit prostymi kofeny a aplikaci operaci
zrcadleni a celociselnych souctd kofenti ziskdvat dalsi kofeny, pficemz kladné ziskdme pouze
nezdpornou kombinaci kladnych. Navic se mtZe hodit tvrzeni ?? lemmatu ??.

.. .. 2{ a0
Definice 7. Cartanova matice je a;; = 55_’5’;,
jo

Pozndmka 8. Vlastnosti Cartanovy matice a:

aj, o € AP,

® aj; :2,611']' <Oproi#j,
Al
* ajaj; = W = 4 cos? %i(lxl', D(j) = ajaji € {0,1,2,3} =
—_—

<1diky LN

= cosxlum)e {0 bR} = xlen)e (F T F)
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