
1 Kořenové diagramy, Cartanova matice

Tyto diagramy nám pomohou znázornit strukturu algebry a určit tak, které algebry jsou izomorfnı́.

Definice 1. h := spanRtHαuαP∆, h# := spanRtαuαP∆

Poznámka 1. x¨, ¨y : h# ˆ h# Ñ R : xα, βy = K(Hα, Hβ) je skalárnı́ součin.

Důkaz. Protože aβα = β(Tα) P Z, aαα = α(Tα) = 2, platı́

K(Hα, Hβ) = Tr
(

adHα ˝ adHβ

)
=

ÿ

α̃P∆

α̃(Hα)α̃(Hβ) =

(
1
4

ÿ

α̃P∆

aα̃α aα̃β
loomoon

PZ

)
K(Hα, Hα)K(Hβ, Hβ)

α(Hα) = K(Hα, Hα) =
(α(Hα))

2

4

ÿ

α̃P∆

a2
α̃α ñ α(Hα) =

4
ř

α̃P∆ a2
α̃α

ą 0

ñ K(Hα, Hα) P R, tj. K|h je reálná symetrická bilineárnı́ forma. Pro H P h, H =
ř

α cα Hα, cα P

R máme:

K(H, H) =
ÿ

α̃P∆

α̃(H)α̃(H) =
ÿ

α̃P∆

α̃(H)2 ą 0

α̃(H) = cα α̃(Hα)
loomoon

PR

P R

Takže pokud K(H, H) = 0 ñ @α̃ P ∆, α̃(H) = 0 ñ H = 0. K tedy definuje skalárnı́
součin na h.

Poznámka 2. H P h ñ iH R h neboť K(iH, iH) = ´K(H, H) ñ hC = g0 ñ dimR h =
dimC g0

Definice 2. Kořenový diagram je zakreslenı́ ∆ v Euklidově prostoru Rl , kde l = dimC g0.

Definice 3. Zrcadlenı́ podle nadroviny kolmé k α je Sα : h# Ñ h# : Sα(λ) = λ ´ 2 xα,λy

xα,αy
α =

λ ´ λ(Tα)α.

Poznámka 3. Sα (Sα(λ)) = Sα (λ ´ λ(Tα)α) = λ ´ λ(Tα)α ´ λ(Tα)(α ´ 2α) = λ ñ S2
α = 1

Poznámka 4. Podle 4. bodu lemmatu ?? je pro @α, β P ∆, Sα(β) P ∆. Proto lze uvažovat Sα : ∆ Ñ

∆, @α P ∆.

Definice 4. Weylova grupa W kořenového systému ∆ je grupa lineárnı́ch zobrazenı́ generovaná
Sα, @α P ∆.

Poznámka 5. Weylova grupa je konečná protože je obsažena v grupě permutacı́ S#∆.

Volbou libovolného H0 P h máme @α P ∆, α(H0) ‰ 0 P R. Můžeme tak rozdělit kořeny na
kladné a záporné. H0 považujeme dále za pevně zvolené.

Definice 5. ∆˘ := tα P ∆|α(H0) ż 0u, na ∆ definujeme uspořádanı́ α £ β ô α(H0) £ β(H0).

Volba závisı́ na H0, ale při zakreslenı́ tato klasifikace znamená pouze pootočenı́ nákresu a
nemá tak na výsledek podstatný vliv.

Poznámka 6. @α P ∆+ : ´α P ∆´, a @α, β P ∆+ : α + β P ∆ ñ α + β P ∆+.

Definice 6. Při zvoleném rozdělenı́ ∆ = ∆+ Y ∆´ definujeme prosté kořeny ∆p = tα P ∆+|@β, γ P

∆+, β + γ ‰ αu.
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Lemma 1. Vlastnosti kořenového diagramu.

1. @α P ∆+, α =
ř

βP∆p cββ, kde cβ P N0.

2. @α, β P ∆p, α ‰ β : xα, βy ď 0.

3. ∆p tvořı́ bázi h#.

Důkaz. 1. α P ∆+z∆p ñ Dβ, γ P ∆+, β + γ = α ñ α ą β, γ. Postup lze opakovat
pro β, γ atd., dokud nedostaneme prosté kořeny ñ po konečně mnoha krocı́ch máme
součet prostých kořenů. Mohou se opakovat z různých větvı́ výpočtu, dostávame tedy
celočı́selné nezáporné koeficienty.

2. Nechť α, β P ∆p, xα, βy ą 0 ñ α(Tβ), β(Tα) ą 0 ñ α ´ β, β ´ α P ∆ přičemž jeden
z nich je kladný, druhý záporný. BÚNO α ´ β P ∆+ ñ α = (α ´ β) + β ñ α R ∆p,
spor.

3. Vezmeme X P h˚ splňujı́cı́

x =
ÿ

αiP∆p

xiαi =
ÿ

jPJ

pjαj ´
ÿ

kPK

nkαk = 0, kde J X K = H, pj ě 0, nk ě 0.

ñ protože xαj, αky ď 0, @j P J, @k P K, platı́:

rx =
ÿ

jPJ

pj
loomoon

ě 0

αj
loomoon

ą 0

=
ÿ

kPK

nkαk ě 0 ^ xrx, rxy =
ÿ

jPJ
kPK

pjnk xαj, αky
loomoon

ď 0

ď 0

ñ pj = nk = 0, @j P J, @k P K ñ tαiu P ∆p jsou LN.

Poznámka 7. To znamená, že ∆p tvořı́ tedy i bázi g˚
0 a zakreslujeme do #∆p-dimenzionálnı́ho pros-

toru. Úhel mezi prostými kořeny je tupý. ∆+ zı́skáváme celočı́selnými kombinacemi prostých
kořenů.

Strategie při kreslenı́ kořenového diagramu je tedy začı́t prostými kořeny a aplikacı́ operacı́
zrcadlenı́ a celočı́selných součtů kořenů zı́skávat dalšı́ kořeny, přičemž kladné zı́skáme pouze
nezápornou kombinacı́ kladných. Navı́c se může hodit tvrzenı́ ?? lemmatu ??.

Definice 7. Cartanova matice je aij =
2xαi ,αjy

xαj ,αjy
, αi, αj P ∆p.

Poznámka 8. Vlastnosti Cartanovy matice a:

• aii = 2, aij ď 0 pro i ‰ j,

• aijaji =
4|xαi ,αjy|2

xαi ,αiyxαj ,αjy
= 4 cos2 ?(αi, αj)

looooooomooooooon

ă 1 dı́ky LN

ñ aijaji P t0, 1, 2, 3u ñ

ñ cos ?(αi, αj) P

!

0, ´ 1
2 , ´ 1?

2
, ´

?
3

2

)

ñ ?(αi, αj) P
␣

π
2 , 2π

3 , 3π
4 , 5π

6

(

.
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