
Kapitola 1

Časový vývoj

Cvičeńı 1 Lineárńı harmonický oscilátor s hmotnost́ı M = h̄/ω je v čase t = 0 ve stavu
popsaném vlnovou funkćı

ψ(x, 0) = C(1 +
√
2x)e−

x2

2 .

Určete, jaké hodnoty energie m̊užeme naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı. V jakém stavu
je oscilátor v čase t > 0? Jak se měńı středńı hodnota polohy oscilátoru s časem?

Návod: Stav je superpozićı vlastńıch vektor̊u hamiltoniánu

ψ(0) =
1√
2
(ψ0 + ψ1).

Můžeme tedy naměřit energie E0 =
h̄ω
2

a E1 =
3
2
h̄ω s pravděpodobnostmi P0 = P1 =

1
2
.

Časový vývoj vlastńıch vektor̊u známe, stav oscilátoru v čase t je potom

ψ(t) =
1√
2
(e−iω

2
tψ0 + e−i 3ω

2
tψ1).

Pro určeńı závislosti středńı hodnoty polohy na čase je vhodné přepsat operátor polohy
pomoćı kreačńıho a anihilačńıho operátoru. Výsledek je

⟨Q̂⟩(t) = 1√
2
cos(ωt).

Cvičeńı 2 Necht’ částice s hmotnost́ı M v jednorozměrné nekonečně hluboké potenciálo-
vé jámě š́ıřky 2a je v čase t = 0 popsána vlnovou funkćı,

ψ(x, 0) = 0, pro |x| > a, ψ(x, 0) = sin
(
π

2a
(x− a)

)
+ sin

(
π

a
(x− a)

)
, pro |x| < a.

Jaká je pravděpodobnost, že částice se v čase t ≥ 0 bude nacházet v intervalu (−a, 0)? V
jakém čase je tato pravděpodobnost minimálńı, resp. maximálńı?
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Návod: ψ(x, 0) je superpozice stacionárńıch stav̊u, viz. př́ıklad ??

ψ(x, 0) =
1√
2
(ψ1(x) + ψ2(x)).

Snadno naleznete časový vývoj ψ(x, t), pak stač́ı prointegrovat |ψ(x, t)|2 přes (−a, 0) a
normovat. Výsledek je

P(−a,0)(t) =
1

2
− 4

3π
cos

(
3

8M

π2h̄t

a2

)
,

tmin = 0, Pmin =
3− 8π

6π
, tmax =

8Ma2

πh̄
, Pmax =

3 + 8π

6π
.

Cvičeńı 3 Lineárńı oscilátor s vlastńı frekvenćı ω = h̄/M je v čase t = 0 v koherentńım
stavu s amplitudou α ∈ R. V jakém stavu je v libovolném čase t > 0? Jak vypadá
př́ıslušná vlnová funkce v x-reprezentaci. Čemu je úměrná hustota pravděpodobnosti na-
lezeńı oscilátoru v bodě x? Jak se měńı středńı hodnota a středńı kvadratická odchylka
polohy oscilátoru s časem?

Návod: Z výsledku př́ıkladu (??) plyne

|α⟩ = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩.

Odtud snadno dostaneme výsledek

|α(t)⟩ = e−
i
2
ωt|αe−iωt⟩.

Stav tedy z̊ustává koherentńı, s časem se pouze měńı fáze jeho amplitudy α(t) = αe−iωt.
Vlnová funkce v x-reprezentaci má tedy tvar

ψα(x, t) = ψα(t)(x) =
1
4
√
π
e

α2(e−2iωt−1)
2 e−

(x−
√
2αe−iωt)2

2 .

Pro hustotu pravděpodobnosti v bodě x pak dostaneme (po zahozeńı všech člen̊u nezávislých
na x)

|ψα(x, t)|2 ≈ e−(x−
√
2α cosωt)2 .

Je to Gaussovo normálńı rozděleńı, jeho š́ı̌rka se s časem neměńı ((∆x) = σ = 1√
2
).

Středńı hodnota polohy oscilátoru v čase t je rovna

⟨Q̂⟩α(t) = x0(t) =
√
2α cos (ωt).

Cvičeńı 4 Určete časový vývoj středńı hodnoty a středńı kvadratické odchylky hybnosti
lineárńıho oscilátoru s vlastńı frekvenćı ω = h̄/M . Oscilátor je v čase t = 0 v koherentńım
stavu s amplitudou α ∈ R.
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Návod: Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme že |α(t)⟩ = |αe−iωt⟩ (globálńı fáze je irelevantńı).
Operátor P̂ stač́ı rozepsat pomoćı posunovaćıch operátor̊u, pak už snadno nalezneme
výsledek

⟨P̂ ⟩α(t) = −
√
2h̄α sin (ωt).

Středńı hodnoty polohy a hybnosti tedy sleduj́ı klasickou trajektorii, jak lze ostatně
očekávat z Ehrenfestových teorémů. Podobným zp̊usobem pro středńı kvadratickou od-
chylku hybnosti dostaneme

(∆p) =
h̄√
2
.

Koherentńı stavy lineárńı harmonického oscilátoru tedy minimalizuj́ı Heisenbergovy re-
lace neurčitosti. Na rozd́ıl od volné částice to plat́ı v libovolném čase.

Cvičeńı 5 Jak se s časem měńı středńı hodnota polohy částice (v libovolném stavu ψ) v
elektromagnetickém poli?

Návod:
d

dt
⟨Q̂j⟩ =

i

h̄
⟨[Ĥ, Q̂j]⟩ = . . . =

1

M
⟨P̂j − eÂj⟩ ≡ ⟨V̂j⟩.

Výsledek odpov́ıdá dle principu korespondence (nikoliv překvapivě) výsledku v klasické
mechanice.
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