
Kapitola 1

Harmonický oscilátor

Cvičeńı 1 Ukažte, že Hermitovy polynomy lze definovat též zp̊usobem

Hn(z) = (−1)nez
2 dn

dzn
e−z2

Návod: Stač́ı ukázat, že pravá strana splňuje rovnici

u′′ = 2zu′ − 2nu.

Po dosazeńı zadaného tvaru Hn(z) do u′′ = 2zu′ − 2nu využijte vhodně Leibnizova
pravidla na (n + 1)-ńı derivaci součinu 2z.e−z2 (= − d

dz
e−z2) a upravte. Shodnost definic

pak plyne z věty o jednoznačnosti řešeńı diferenciálńıch rovnic (ještě porovnejte koeficient
u nejvyšš́ı mocniny z, aby bylo zaručeno splněńı stejné počátečńı podmı́nky).

Cvičeńı 2 Ukažte, že plat́ı vztah

∞∑
n=0

Hn(x)

n!
ξn = exp

[
x2 − (x− ξ)2

]
.

Návod: Ověřte, že (−1)nex
2 dn

dxn e
−x2

= ∂n

∂ξn
exp[x2 − (x− ξ)2]|ξ=0, ∀n.

Cvičeńı 3 Použit́ım vytvořuj́ıćı funkce ze cvičeńı 2 ukažte, že∫
R

Hn(x)Hm(x)e
−x2

dx = 2nn!π1/2δnm.

Ukažte, že odtud plyne ortonormalita vlastńıch funkćı harmonického oscilátoru.

Návod: ∫
R

Hn(x)Hm(x)e
−x2

dx =
∂n

∂ξn
∂m

∂ρm

∫
R

ex
2−(x−ξ)2ex

2−(x−ρ)2e−x2

dx|ξ,ρ=0

=
∂n

∂ξn
∂m

∂ρm
√
πe2ξρ|ξ,ρ=0 = 2nn!π1/2δnm.
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Cvičeńı 4 Mějme lineárńı harmonický oscilátor s vlastńı frekvenćı ω = h̄/M . Napǐste
explicitńı tvar vlastńıch funkćı hamiltoniánu ψn(x) odpov́ıdaj́ıćı energii h̄ω(n + 1

2
) pro

n = 0, 1, 2. Určete př́ıslušné hustoty pravděpodobnosti nalezeńı oscilátoru bodě x. Nakres-
lete grafy těchto rozděleńı a srovnejte je s hustototu pravděpodobnosti výskytu klasického
oscilátoru v daném mı́stě. Jak vypadá hustota pravděpodobnosti, pokud je oscilátor ve
stavu popsaném superpozićı ψ(x) = c(ψ0(x) +

i√
2
ψ1(x)).

Výsledek:

n = 0 : ψ0(x) =
1
4√π
e−

x2

2 ,

n = 1 : ψ1(x) =
1
4√π

√
2xe−

x2

2 ,

n = 2 : ψ(x) = 1
4√π

1√
2
(2x2 − 1)e−

x2

2 .

Př́ıslušné rozděleńı polohy oscilátoru je dáno kvadrátem absolutńı hodnoty vlnové funkce.
V grafech je počet maxim roven stupni př́ıslušného Hermiteova polynomu +1. Pro zada-
nou superpozici dostaneme hustotu pravděpodobnosti

|ψ(x)|2 = 2

3
√
π
(1 + x2)e−x2

.

2


