1 PfibliZné metody v kvantové mechanice

1.1 WKB aproximace

Této metody' se v matematické fyzice uZiva pii hledani p¥iblizného tvaru spektra a
vlastnich funkci hamiltonidnu jednorozmérného systému v x-reprezentaci. Predpoklé-
dame tedy
) . n 42
A =L (R,dx), H=-——-——+V(x)x.
(R, dx) 2M dx? +V(x)

Spektrum hamiltonidnu H je uréeno hodnotami E splitujicimi
A W
Ap(x) = — 2 9(0) + V(R)P(x) = Ep(x). (1.1)
Uvazujme nyni konkrétni hodnotu E nejprve jako klasickou hodnotu energie sys-
tému. ReSeni rozdélime na tfi Casti:
I. klasickd oblast, ve které E > V(x),tedy T = E — V(x) > 0,
II. klasicky nedostupné oblast, kde V(x) > E,

III. ptechodova oblast, kde hodnota energie je s potencidlem srovnatelnd.

Ocekévani je takové, Ze v oblasti I se bude ¢astice chovat semiklasicky, jako superpozice
postupnych vin odpovidajicich klasické (lokdlni) hodnoté hybnosti. V oblasti II by mél
byt vyskyt potlacen a pripady III by mély obé situace hladce napojovat. Potencidlovych
jam I, oddélenych potencidlovymi valy, miZeme uvazovat i vice, prozatim ztstaneme
u jedné. Toto rozdéleni pro jednu potencidlovou jamu ilustruje obrazek 1.

Klasicka oblast

Pti hledani vlastni funkce hamiltonidnu uzitim WKB aproximace za¢neme na oblasti I,
kde feSeni pfedpokldddme tvaru viny

P(x) = A(x)e'?),

O amplitudé A(x) € R budeme pfedpoklddat, Ze je na uvazZovaném intervalu nenulova
a kladn4, aby faze ¢(x) € R mohla byt v§ude dobfe definovéna. Dosazenim do (1.1)
dostdvame pro nase veli¢iny rovnici

hZ

—o (A" +2id'¢' — Ag?+iAg") = (E—-V)A,

'WKB metoda je pojmenovana po jejich autorech (G. Wentzel, H. Kramers, L. Brillouin), jiZ ji spole¢né
v roce 1926 vyvinuli pro pfiblizné feSeni diferencidlnich rovnic. Kvantova teorie ji jen aplikuje.



Obrazek 1: Rozdéleni soufadné osy x na intervaly klasické, klasicky nedostupné a pre-
chodové oblasti podle hodnot potencidlové funkce V(x) a volby energetické hladiny E.

v niZ si v§imneme, Ze veskera zavislost na ¢ vystupuje ve tvaru vazeb pro jeho derivace.
Oznacime proto

§x) =k(x) : g(x) = [k,

pak
h2
“am

Diky omezeni na redlné hodnoty A(x) a ¢(x) mtZeme rovnici (1.2) rozdélit na real-
nou a imagindrni ¢ast. VyfeSime nejprve imaginarni:

(A” +2iA'k — AR + iAk’) = (E-V)A. (1.2)

2
—;‘—M (2A%k+ AK') =0
A K (1.3)
AT 2%

A(x) = Ck(x)~1/?

Tato vazba je za pfedpokladu, Ze vlnové funkce na intervalu I neprotne nulu, pfesna.
Redlna ¢ast ma tvar

hZ

2M
Sem bychom mohli dosadit z (1.3) a zkouSet fesit isté pro k(x). Rovnice se vSak vyrazné
zjednodusuje pro potencidly, které se v proménné x pfili§ prudce neméni. Konkrétné
budeme ptedpokladat, Ze na rozmérové skdle dané okamzitou hodnotou 1/k(x) (k(x)
md funkci vlnového &isla) se dostupna kinetickd energie E — V(x) zméni zanedbatelné
vudi své stfedni hodnoté (viz obrdzek 2) a tento pfedpoklad pfeneseme i na A(x) s tim,
Ze platnost tohoto kroku oprdvnime zpétné po dofeSeni. V j-tém fadu Taylorova rozvoje

(A" - Ak2> = (E-V)A. (1.4)

AV (x) (ﬁ)] < A(x), (1.5)
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Obrazek 2: Tlustrace pfedpokladu pomalého vyvoje V(x) (pfesnéji efektivni kinetické
energie E — V(x)) vzhledem ke k(x). Jestlize plati AV < E — V, muzeme potencial na
intervalu délky k! nahradit konstantou.

konkrétné pro druhy fad

A// ( x)

— < A(x). 1.6

k ( X) 2 << (‘x) ( )
To ndm umozZni v (1.4) zanedbat prvni ¢len a zbytek rovnice 1ze vykratit A. To ponechd
jen trividlni rovnost

K(x)? = Zh—]\f(ls _V(x)). 17)

Potfebujeme ale opravnit posledni pfedpoklad pro A(x), ktery ndm toto zanedbani
umoznil. Vyjadiime-li A(x) pomoci (1.3) a (1.7), ziskdvame A" (x) ve tvaru
\vald V/Z V/Z
A// — A,
(4(15 —VyTaE-— vy T eES V)z)

vidime tedy, ze pokud srovnéni tvaru (1.5) plati pro funkci E — V(x), tedy proj =1 a
proj =2

—<E-V, —<E-YV,

plyne odsud také (1.6).

Rovnice (1.7) tedy spolu s (1.3) ur¢uji vinovou funkci na intervalu I, ktera se chova
jako postupna vlna, jejiZ vinové ¢islo odpovida de Broglieho vinovému ¢islu pro hyb-
nost spo&itanou z kinetické energie E — V(x),

2 p 1
kip=—=3+=/2M(E-V
a jejiz amplituda je vy$si (nizsi) v mistech pomalejsi (rychlejsi) oscilace.”? Nezapomi-
nejme, Ze (1.7) mé dvé feSeni lisici se znaménkem, které ddvaji postupné viny ve dvou

2To je intuitivni: hustota pravdépodobnosti se chové jako ptevracend hodnota k(x), tedy pfenesend
jako pfevracend hodnota rychlosti, kterou by klasicka ¢astice danym bodem prochézela.
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smérech. Obecné feseni I diky linearité (1.1) bude libovolna jejich superpozice

Pr(x) = %exp (i / k(x)dx) + \/%exp (—' / k(x)dx) (1.8)

¢i ekvivalentné c
Pr(x) = NGE) sin (/ k(x)dx + (pg) (1.9)

pro

k(x) = %\/21\/1(15 — V().

Klasicky nedostupna oblast

(1.7), kterd pro V(x) > E pfifazuje k(x) ryze imagindrni hodnotu. Pfezna¢ime tedy

oM

k(x)? = —k(x)? = ?(V(x) —E) (>0)

a do vzorce (1.3) dosadime k(x) = ix(x). Tim okamzité dostdvame exponencidlné ros-
touci nebo klesajici feSeni

Yr(x) = \/%exp (/K(x)dx) + %exp (— /K(x)dx) (1.10)

Pfechodova oblast

Stejny trik nemtiZeme vyuZit v oblasti III, protoZe v ni nemtiZe byt splnéna podminka
|AV (x)| < |E — V(x)] (situaci dale nenapoméha, Ze amplituda i vinové délka diverguji,
jak V(x) — E). Pro dofesSeni tlohy na téchto kritickych tsecich potiebujeme uvazovat
V(x) véetné jeho zmén podél x.

WKB aproximace pfedpoklddd, Ze rozdéleni na oblasti I, II, III 1ze provést tak, Ze
v pfechodovych oblastech lze potencidl V(x) dobfe aproximovat tsetkou. Vyfesme
tedy , kanonicky” tvar

—¢"(x) + xp(x) = 0.

do kterého se vhodnou transformaci nezavislé proménné da (1.1) vzdy prevést.®

3Je potieba trasformaci x + x — xo bod obratu posunout do x = 0, volbou hladiny nulové energie
E = 0 posunout odpovidajicim zptisobem vertikdlné potencidlovou funkci V(x) a nakonec $kdlovanim
x +— ax opravit konstanty. Hodnota nezndmé funkce 1(x) ztistane zachovdna. Pozor na to, Ze v jednom
bodé obratu bude potieba & > 0 a ve druhém a < 0.
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Obrazek 3: Graf Airyho funkce Ai(x) a jejich aproximaci pro kladnd a zadpornd x. Slabsi
¢arou potencidlova funkce (v nesouvisejicich jednotkach; voleno E = 0), jiZ by takové
feSeni odpovidalo.

Tuto rovnici Fesi libovolnd linedrni kombinace specidlnich Airyho funkci Ai(x) a
Bi(x). Obrazek 3 ukazuje graf funkce Ai(x) ajejich dvou aproximaci platnych pro x < 0
ax>0:

. X——00 1 . 2 3 7T
AI(X) ~ W Sin <§(—X)2 + Z) ,
X—+00 3

. 1 2 3
Ai(x) = 2\/%Wexp (—gxz) :
Druhé bazova funkce ma podobné chovani pro zdporna x, ale na kladné poloose se
chova jako kladna exponencidla a diverguje.
Vidime, Ze limitni tvary Airyho funkce jsou aplikovatelné jiz velmi blizko nuly, tedy
pfechodovou oblast staci volit relativné tizkou. Srovnejme navic tvary aproximaci (1.11)
s feSenimi (1.9) a (1.10) pro odpovidajici ,, potencial”

(1.11)

hZ
V(.x) = mx.

a E = 0. Tehdy pro x < 0, resp. x > 0 ziskdvame
k(x) =+/—x, resp. x(x)=+/x.
Odpovidajici integraly vystupujici v (1.9), resp. (1.10) déavaji

2 2
/k(f)di = —S(-0)i+e /K(f)dﬁ? = Sxite
coZ jsou ¢leny objevujici se na stejnych pozicich v (1.11), dokonce i faktor 1/+/k(x) =
(—x~)_1 ~/ 4, resp. 1//x(x) = x71/* souhlasi. Vidime tedy, Ze vhodnou volbou konstant
C, C1, Gy, g bude i v obecném piipadé snadné feSeni oblasti I i II na odpovidajicim
zptisobem posunutou a protazenou funkci Ai(x) hladce napojit.



Airyho funkce si pro vétsinu praktickych vypoctlh nemusime pamatovat, postaci
z pozorovani vyse vyextrahovat propojovaci formule:

Kl(x) exp (— /xj K(X)dX> > kz(x) sin (/xxo k(x)dx + g) (1.12a)

a podobné z asymptotiky Bi bychom ziskali

\/% exp (+ /}: K(x)dx) “ ﬁ cos (/xxo k(x)dx + %) : (1.12b)

(Oba vzorce plati pro potencidl rostouci napravo od bodu obratu x,, v opa¢ném p¥ipadé
plati s obracenymi mezemi vSech integralii.)

Napojeni vzorcti a vznik kvantiza¢ni podminky

Od feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice (1.1), aby byla vlastnimi funkcemi hamil-
tonidnu, vyZadujeme, aby byla normalizovatelna. Limitné tedy pro x — d-co musi kle-
sat k nule, coZ pro prvni klasicky nedostupnou oblast z obrdzku 1 umoZniuje pouze ¢len
(1.10) s kladnou exponencidlou a pro druhou se zdpornou. Podivejme se, co to bude
znamenat pfi napojovani ¢aste¢nych feSeni I, II, Il do tplného fesent:

Zaéneme v prvni nedostupné oblasti, kde volime v (1.10) C; = 0. Poté pouZijeme
propojovaci vzorec (1.12a) (s obracenymi mezemi) a napravo od bodu obratu ziskavame

asymptotiku 3
2C ) (/x . 7T>
sin k(x)dx + —
k(x) X1 ( ) 4

v dusledku relaci (1.11). Ve stfedni oblasti I tedy volime C = 2Cy a 99 = 7/4. Pre-
chod mezi exponencidlnim a sinusovym feSenim je (oproti integraci od bodu obratu
x1) doprovazen fazovym zpomalenim o 7t/4. Stejnou funkci pak budeme chtit ve dru-
hém bodé obratu x; napojit opét na exponencidlu klesajici do x — +o00, na ¢emzZ dojde
k dalsimu zpomaleni o 7t/4. Na intervalu (x1, x7) vinova funkce ziské celkovou fazi

X
/ ’ k(x)dx 42 x E,
X1 4

kterd musi byt celo¢iselnym (a zfejmé pfirozenym) ndsobkem 7, aby néjaky (kladny
nebo zdporny) ndsobek pravé strany (1.11) Sel se ziskanou funkci v oblasti I dat do
rovnosti. Vzhledem k tomu, Ze soucasti pfedpisu (1.7) pro funkci k(x) je energie E, do-
stdvame podminku, kterd mhzZe platit jen pro nékteré specialni hodnoty volby E a pro
ostatni vede k nenormalizovatelné funkci ¢(x) — tedy kvantizacni podminku uvazo-
vaného systému. Pfiklad spravného navazani pro vhodné zvolenou energii E ukazuje
obrazek 4.
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Obrazek 4: P¥iklad vinové funkce nalezené WKB aproximaci pro potencidlovou funkci
z obrazku 1. Modry, resp. zeleny, resp. cerveny graf ukazuji ¢asti sinusového, resp. ex-
ponencialniho, resp. pfechodového feSeni. VytaZena je také amplitudova ¢ast feSeni
(1.9) klasické oblasti. Vzorce ve spodni ¢asti ukazuji piispévky k fazi oscilaci v celém

intervalu mezi body obratu x; a x;.

Vénujme se vyznamu integralu

/ dx—/ \/ZME V(x))dx = ;z xzp(x)dx,

kde p(x) je klasickd hybnost vymezend kinetickou energii zbyvajici ¢astici z celkové
energie E v misté x po odelteni potencidlni slozky V(x). Integral této veli¢iny mezi
body obratu zname z Teoretické fyziky jako polovinu redukované akce Sy. Podminku

X2 7T X2 1
/ k(x)dx + 5 =nmn e N, piip. k(x)dx = (n + 5) mr,n € No,  (1.13)
X

1 X1

tedy mGZeme ekvivalentné psat jako

So= (2n+1)th = <n+%) h,

coz je presnéjsi verze historické Bohr—-Sommerfeldovy kvantizace (oproti které je navic
oprava % k ndsobku Planckovy konstanty), pouzivané k odhadim energetickych spek-
ter pfed vyvinutim dnes$ni podoby kvantové mechaniky. WKB aproximace tedy tento
vzorec nejen opraviiuje, navic pfidava tuto opravu a pfedevsim dopliiuje i o pfiblizny
tvar vlnovych funkci odpovidajicich ziskanym energiim.

Ptiklad. Méjme castici hmotnosti M v nekone¢né hluboké potencidlové jameé. Urcete
WKB aproximaci mozné hodnoty energie. Srovnejte je s pfesnym vysledkem ze zimy:.
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Uvazujme potencidl V(x) definovany

0 - s
Vi(x) = - a<x<a
+oo jinde.
Body obratu ¢astice jsou pochopitelné x; = —a a x, = a. Dle (1.13) p¥ipustné hod-

noty energie E, splituji

_/a\/zh—];/I(En—V(az))daz:_/a,/zh—]\z/IEndaz: (n-l—%) 7T,

coz po integraci dava
h? 1\2
En=—— -] .
" §Ma? (" * 2)

Energetické hladiny jsme dostali nespravné, oproti pfesnému vysledku ze zimy

2.2
heme 5

E,= T
" 8Ma2n

(1.14)
piebyva J pfittend k n. To mé4 snadné odtivodnéni. Presné tento faktor je oprava pfidand
WKB aproximaci k Bohr-Sommerfeldové tvaru kvantovaci podminky za pfechodové
oblasti, nicméné v naem pi¥ipadé Z4dné prechodové oblasti neexistuji. Regeni musi
piejit ze sinusového tvaru na (—a,a) okamzité na nulu (kterou by pfipravené vzorce
pfedpovédély ve tvaru e”®). Sprdvnd kvantovaci podminka tedy pro tuto situaci zni

X
/ ’ k(x)dx =nm, n €Ny
X

1

a dava skute¢né vysledek (1.14).

Ptiklad. Mé&me céstici hmotnosti M v poli jednorozmérného harmonického oscilatoru.
Urcete mozné hodnoty energie WKB aproximaci a porovnejte je s pfesnymi hodnotami.

Z klasického hamiltonidnu jednorozmérného harmonického oscildtoru nejprve ur-
¢ime body obratu:

1 2E
H(p,x) = ZP_M + §Mw2x2 = Xp== M2’

Vyjdeme opét z (1.13), kde po dosazeni integrac¢nich mezi a potencidlu dostdvame pro
mozné hodnoty energie E;, rovnost

X
2M Mw? 1
A - ~2 X pr— —
/\/h2 (En > x)dx (n—i—z)n
X1




Obrazek 5: Vlnova funkce ziskanda WKB aproximaci pro 10. excitovany stav kvanto-
vého harmonického oscildtoru. Barevné oznaceni navdzanych ¢asti odpovidd obrazku 4.

V pozadi Sir§Sim tahem pro srovnani pfesné feSeni pomoci Hermitova polynomu. Vy-
znacena je téZ amplituda feSeni v klasické oblasti a klasické body obratu.

2WVi(x)

Obrazek 6: Situace uvazovana pii studiu tunelového jevu

a po integraci

1
En:hw<n+§),

coz pfesné souhlasi s velmi pracné ziskanym vysledkem ze zimy. Srovnani vlnovych
funkci ukazuje obrazek 5. Aproximace pro vinové funkce funguje nejlépe pro vyssi exci-
tace, pro nizké hodnoty n vychdzi energie sprdvné, ale napojeni nefunguje velmi hladce
v diisledku nepftilis zfetelného oddélent oblasti I a IIl blizko dna paraboly.

Ptiklad. (Tunelovy jev)

Méjme systém jako na obrazku 6, kde E = %. Potencial V(x) mé limity O v obou
nekonecnech, takZe umoziiuje rovhomérny pohyb s hybnosti py, v jisté oblasti vSak pfe-
kracuje hodnotu E. Jedna se tak o situaci pfesné opacnou k potencidlové jamé, tentokrat
jsou klasicky dostupné oblasti A a C na krajich a klasicky nedostupnéa oblast B mezi
nimi.

Abychom ukazali, Ze kvantova ¢édstice mtiZe bariérou protunelovat, a spocetli, s ja-
kou pravdépodobnosti, budeme hledat staciondrni feseni, které se asymptoticky bude
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chovat v sektoru A jako linedrni superpozice dopadajici a odraZené viny

—ipgx

Ya(x) = At + RAe (1.15a)

a v sektoru C jako vlna prosla .
Pe(x) = TAe T . (1.15b)

V sektoru B nepozadujeme Zadnou asymptotiku.

Budeme postupovat zprava doleva: na pravé strané od potencidlové bariéry budeme
postulovat feSeni tvaru (1.8) s C; = 0 a vhodnym fdzovym posunem (integra¢ni kon-
stantou), které se asymptoticky (kdyz V — 0) chové jako

. C . * 7T ~ h M“'i(PO_ m
Pe(x) = mexp (z/xz k(x)+z4dx) NC”Poe ; = const. e 7,

a kosinovou a sinovou ¢ast tohoto feseni navaZeme dle propojovacich formuli (1.12a) a
(1.12b) (s ozrcadlenymi mezemi) na sektor B:

Yp = f(x) (exp (/xxzx(x)dx) + %exp (— /xxz;c(x)dx)) :

Z hlediska bodu x1 je integrédly v exponentech moZzné prepsat jako

/xxz k(x)dx = /:2 K(x)dx — /xxx(x)dx,

N—_————
const.

tedy

kde

Q=exp (/):2 K(x)dx> :

Tento zdapis je pfipraven k opétovnému pouZiti propojovacich formuli, tektokrat k pte-
chodu pfes bod x; do oblasti A:

=m0 om0 5)

Nakonec opét uvazujeme asymptotickou oblast x — —oo, kde V' — 0:

Pa(x) zC\/% (ZQsin (—%—F(p ) +Zcos <_p7(:1 + ¢ ))
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Pfevodem sin, cos zpét na exponencidlni tvar a porovndnim nalezenych tvartt 4 (x),
Pc(x) s (1.15) dostaneme koeficienty priichodu a odrazu pro amplitudy

2
T — _jel(Potep) 4Q . R= eZiﬁvéﬂ'
1+4Q2 1+4Q2

Intenzita tedy projde s transmitivitou

2

4Q

_ T2 _
T=T _'1+4Q2

Tento vzorec funguje dobie hlavné pro potencidly s pozvolnymi a dobfe definovanymi
linedrnimi pfechodovymi oblastmi (podminky WKB aproximace). Dale pro Q > 1
(velmi vysoka a/nebo Siroka bariéra) dostdvame

ThQ2= ef% 2 \/2M(V(x)fE)dJZ’

tedy exponenciilni snizovani koeficientu prtichodu se sitkou bariéry.
Yy Y-

1.2 Ritzova variaéni metoda

Varia¢ni metody nachdzeji pouZiti v situacich, kdy jiné pfiblizné metody hledani spek-
tra nebo vlastnich funkci hamiltonidnu selZou. Zde se seznamime s Ritzovou varia¢ni
metodou. Jeji zdkladni myslenka je zaloZena na prostém faktu, Ze sttedni hodnota libo-
volné veli¢iny nemtiZe byt mensi, neZ nejnizsi hodnota ze spektra jejich hodnot. Ritzovu
metodu ukdZeme pro Hilbertovy prostory spocetné dimenze s hamiltonidny s ¢isté bo-
dovym spektrem.

Je-li Eg energie zakladniho stavu systému popsaného hamiltonidnem H, mtizeme
princip Ritzovy varia¢ni metody vystihnout nerovnosti

< 480

platnou pro v8echny nenulové vektory |¢) € . Bud’ (|¢;))ien, ortonormalni soubor
vlastnich vektort H spliiujicich

Hlyp:) = Eilgi), Eo<E <..., Y |y)(y;] =1

i€Ng

Potom

wly) ($lyp) ; (ply)  —

pFi¢emz rovnost nastava pro ) = |¢y).

<¢|H|tp) - Z <¢|¢z><lpz|H|¢] lP]\lP Z (p[wi) 7~P1|¢> > E,,
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Minimalizace funkciondlu vystupujiciho na pravé strané nerovnosti (1.16) neni na
celém 7 tlohou o nic snazsi, neZ feSeni vlastnich hodnot operédtoru H. Proto se v praxi
provadi vybér n-parametrické t¥idy vektort | (aq, ..., a,)) a minimalizuje se vyraz

B (gb(ocl,...,an)\lfl\gb(ocl,...,oan))
E(ay, ..., an) = Blan e [B(ar, o)) (1.17)

Je-li vyraz na pravé strané spocitatelny, jedna se o hleddani minima funkce n promén-
nych, tudiz fesime

oE .

87(1-(“1'”"“") =0, i=1,...,n,
odkud nalezneme bod (zx(l),. ..,&%), v némZ funkce E(aq,...,ay) nabyva minima. Hle-
dand aproximace energie zakladniho stavu Eévar) je potom rovna Eévar) =E(a?,...,a9).

Ji pfislusi vlastni vektor |1[Jévar)) = |p(a?,...,a9)).

Aproximaci prvniho excitovaného stavu uré¢ime rovnéz hleddnim minima funkce
(1.17), nyni v8ak s dodate¢nou vazbou

<¢(“1/ A /“n)'lpc()var)> - 0.

Regenfm této tlohy ziskdme bod (al,...,al), energii 1. excitovaného stavu EYW) =

YV

E(a},...,a}) a pHslusny vlastni vektor |¢§Var)> = |¢p(a},...,a})). Do vyssich excitova-
nych hladin postupujeme analogicky.

2z v z ~ : z s . v 2 st . var
Pozndmka. Obecné 1ze ukézat, Ze nejen zdkladni, ale i obecné k-t nejnizsi energie E ,E )

ziskand varia¢ni metodou je vétsi nebo rovna k-té nejniZsi energii ze spektra hamiltoni-
anu H.
Pozndmka. V zavislosti na charakteru zvolené t¥idy vektort feSeni tlohy pro vyssi exci-
tované stavy miize a nemusi existovat, napiiklad se miiZe stat, Ze mnozina neobsahuje
Zddnou dvojici vzajemné ortogonalnich nenulovych vektort.

Castd volba tfidy vektort je linedrni obal n pevné zvolenych linedrné nezavislych
vektort (|¢1), ..., |¢n)) (nemusi tvofit ortonormélni soubor). Potom volime

lP(a1, ..., an)) = a1|@1) + ...+ &n|@n).

Definujme podprostor
W=llen),-- lon)lr

a kanonickou inkluzi
Py W — 2 : x — x.

Sdruzené zobrazeni P}, : # — W je ortogondlni projekce na podprostor W. Minimum
funkce (1.17) je potom nejmensi vlastni hodnotou hermitovského operatoru Hyy, defi-

novaného
Hy = P}, HDy, (1.18)
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na kone¢nérozmérném prostoru W. Problém hledéani spektra H je tim pfeveden na hle-
dani spektra matice Hyy v libovolné bazi.
Uvedeme zde bez dtikazu vétu, jez déva do souvislosti vlastni hodnoty H a Hy.*

Véta 1.1. Bud'te Ey < E; < ... < E,_1 n nejmensich vlastnich hodnot operatoru A
(kaZdou vlastni hodnotu je tfeba zapocitat tolikrat, kolik je jeji degenerace). Oznacme
ep < e <...< e, vlastni hodnoty operdtoru Hyy definovaného dle (1.18). Potom

E]'Sej, j:0,1,...,n—1.
Pozndmka. PovSimnéme si, Ze v tomto piipadé da varia¢ni metoda vZdy tolik hodnot,
jakou jsme zvolili dimenzi podprostoru.
Matici Hy mtize byt nesnadné zkonstruovat. V bazi (|¢y))?_, by jeji (k, I)-ty element

Hy; splitoval

n
Hyle) = Y Hylgx),
=1

n
H|¢)) = Y Hulox) + Eleny ortogonélnina W,
k=1
Typicky mdme pouze piistup k maticovym elementiim danym vzorci

n

(pilHlp1) = Y (@jlx) H,
k=1

které, uspofddané do matice, odpovidaji matici (Hj;)?,_, operdtoru Hy vyndsobené
zleva Gramovou matici G nasi baze. Podminku vlastnich ¢isel

det(Ay — A1) =0

tedy rovnéz vynasobime det G a ziskdame ekvivalentni tvar
y y

det((g;|flgr) — Agjlgn) ) =0,

ve kterém se vlastni energie nejcastéji hledaj.

Pozndmka. Je obtiZzné odhadnout chybu této aproximace. Pokud napi. pro jednoroz-
mérny harmonicky oscildtor s bazi vlastnich funkci (|1)),en, zvolime nep¥ili§ vhodnou
parametrizaci

|p(ay, ..., a5)) = a1|10) + ... + as|14),

je zfejmé, Ze Ritzovou varia¢ni metodou ziskdme hodnotu energie zdkladniho stavu
Eévar) = hw(10 4 1/2) misto skute¢né hodnoty Ey = F%

vvvvvv
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Nez pfestoupime k piikladu, dokdZeme si kvantovou obdobu viridlového teorému.
Bud'te T resp. V(X) kinetickd resp. potencidlni energie soustavy. Viridlem v klasické
mechanice rozumime funkci

X-VV (%),
pricemz plati, Ze ¢asovéa stfedni hodnota viridlu je rovna dvojnasobku ¢asové stfedni
hodnoty kinetické energie, tj.

(x-VV(X)) =2(T).
Ocekavame obdobu v kvantové mechanice.
Véta 1.2 (Viridlovy teorém). Necht hamiltonian H # H(t) m4 tvar

5

Bud’ |¢) jeho stacionarni stav splitujici H|¢) = E|p). Oznaéme T = 213]\24 Potom plati

2(T) ) = (X-VV (). (1.19)

Diikaz. Ze zimy vime, Ze &asovy vyvoj stfedni hodnoty pozorovatelné A # A(t) ve
stavu |¢) je uréen rovnici

o -
iz (A)y) = (A H])jy)-

Navic pro stacionarni stav |1) a operator A # A(t) plati

d .
g1 A =0,
protoZe |¢) se vyviji pouze ve fazi a na té stfedni hodnota nezavisi (vyzkousejte si).

Bud’' A = P- X a |¢) stacionarni stav z pfedpokladt véty. Uréili jsme tedy

<[135<H]> — 0. (1.20)
)
Uzitim komutacnich relaci (??) a (??) ur¢ime komutator na levé strané (1.20)

s e [ BB

P-XA| =P [%, A+ [B, A] X = P | &, S|+ [B, V(¥)] & =

= %ﬁz — V() X

a dosazenim ziskaného vysledku do (1.20)
(. P .

Tim je vSak formule (1.19) dokdzana. Il



Priklad. UZiti Ritzovy varia¢ni metody k urceni energie zakladniho stavu atomu helia.

Atom helia je ve velmi dobré aproximaci mozno povazovat za systém tvofeni dvéma
elektrony nachazejicimi se v coulombickém poli jddra. Hamiltonidn zkoumaného sys-
téme ma tvar

32 32 . . .
- Py Mo %62 _ ?92 4 & i (1.21)
MM X g Xl 1Xa) - Xl
kde v piipadé helia klademe Z = 2. Déle jsme zavedli oznadeni &> = 473;0. Bud’ Hy

hamiltonidn bez posledniho ¢lenu, A’ bud’ posledni ¢len, zprostfedkovavajici vzajem-
nou interakci elektronti. Ze zimy zname explicitni tvar vlnové funkce 4109 popisujici
zékladni stav elektronu v iontu He™

3/2 Zr
Pro0(r, 8, 9) = % (%) e, (1.22)

kde a pfedstavuje Bohrtiv polomeér

hZ

a=—:>z.
Me?

V zakladnim stavu |¢) atomu helia se nachazeji oba elektrony ve stavu 190 (7, 9, ¢ ), kam
se ,vejdou” ve shodé s Pauliho vylu¢ovacim principem diky rozdilnému spinu (spin i
vylucovaci princip pro tcely nynéjsSiho vypoctu zcela odignorujeme). VInova funkce
lp) € L2(RS, d3x(1)d3x(2)), jeZ je vlastni funkci Hy piislusejici energii zakladniho stavu

E(()O), ma tvar

1(2\° 2
1) = P100(r1, 01, 1) P100(r2, B2, @2) = p (;) e (n+72), (1.23)
Energie E(()O) je urena vyrazem
_272
EY = eaZ . (1.24)

V zimé jsme rovné urcovali energii zdkladniho stavu atomu helia pomoci poruchové

(1)

teorie do 1. fadu s uvdZenim poruchového ¢lenu H'. Piislusnd oprava energie E; ' vysla

5 5087
ES) = (p|H |p) = s (1.25)
a
kde |¢p) je vlastni funkce (1.23) operatoru Hy. Pro energii zakladniho stavu jsme tak
dostali
Eo = E\” + E) = —108.8 4 34.0 = —74.8¢V. (1.26)
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Nyni pouZijeme Ritzovu varia¢ni metodu k ziskédni jiného odhadu. UZijeme pfitom
jednoparametrickou tfidu zkusSebnich vektorti popsanych vlnovymi funkcemi

1 —C\T T
|@(r1, @1, 01,72, 2, 02, €)) = —eC(nr2), (1.27)

T
kde variujeme hodnotu vystupujici na misté zlomku Z/a ve vyrazu (1.23). (PovSim-
néme si, Ze pfi volbé { = Z/a prechdzi (1.27) na (1.23).) Pro V¢ € R jsou vlnové funkce
(1.27) normalizované k jednicce. Dle (1.17) hleddme minimum funkce

E@Z) = (e(0)H|e(Z)) = (9(5)[Holp(2)) + (@(&)|H'|p(£))- (1.28)

Druhy skaldrni souc¢in na pravé strané posledni rovnosti ziskdme pfimo z (1.25) zame-
nou Z/a — ¢, nebot’ operator H' je na Z nezavisly, tj.

(P@)IA9(E) = 22 (1.29)

Prvni skaldrni soucin na pravé strané (1.28) je mozno vyfesit rovnéz bez pocitani in-
tegralu. Operator Hy je vSak tfeba rozdélit, nebot' v jeho potencidlni &4sti explicitng
vystupuje zavislost na Z. Abychom mohli pfi pevném Z provést pro V¢ € R zdménu
Z/a — & musime operator Hy = Hy(Z) rozepsat jako

N Z

Ay(2) =T+ V(Z) =T+ =V (Za), (1.30)

SR
EN

kde operator kinetické energie T je pfedstavovan prvnimi dvéma ¢leny formule (1.21),
v niz druhé dva ¢&leny reprezentuji operator V(Z).
Viridlovy teorém (1.19) v p¥ipadé naseho potencidlu ma podobu

2(T) o) = = (V) jp(2))-

Navic z (1.24) musi platit
(T+V(ga)|p(g)) = —2°Cal9(C))-

Z poslednich dvou formuli je mozZno ziskat

<T>|qv(€)> = &%, <V>|(p(('j)) = —28°Fa.

Na zédkladé rovnosti (1.30) musi byt

(@(2)|Ho(2)]9(¢)) = &¢(2a —2Z)

coz ve spojeni s predchozim vysledkem (1.29) déva

E(8) = 26(2a— 27 + 2

2) (1.31)
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Tato funkce nabyva minima v bodé &, = 1 (Z — &) a hledand hodnota energie je rovna

— 52
ES — E(gy) = — (Z - —> ~ _77.5¢V, (1.32)
a 16
CoZ s experimentalni hodnotou E(()eXp) = —78.9¢V souhlasi podstatné 1épe, nez vysledek

(1.26).
Ziskany vysledek (1.32) je moZno chépat (se zpétnym pohledem na (1.24)) jako ener-

gii zakladniho stavu, kde odpudiva sila mezi elektrony zptisobila odstinéni ¢asti naboje
kazdého z nich.

1.3 Nestacionarni poruchova teorie

Predpoklddejme hamiltonian ve tvaru
H=Hy+eV(t), (1.33)

kde Hy nezavisi na ¢ase.’ Jak tvar hamiltonidnu napovid4, budeme dale uzivat Diracovy
reprezentace. Pfedpokladejme, Ze v pocatetnim Case to mame systém ve stavu |¢(fp)) a
Ze jeho ¢asovy vyvoj umime vyfesit v pfipadé ¢ = 0. Pro tento pfipad je ¢asovy vyvoj
stavu | (tp)) moZno popsat Diracovym evoluénim operatorem Upy(t, tq), zavedenym v
kapitole ?? rovnosti (??)

[p(t)) = Uo(t, to) [(to))- (1.34)

V dal$im se budeme zabyvat tilohou, v niZ mdme zaddan stav systému | (tp)) v Case
to a zajimd nds, s jakou pravdépodobnosti piejde systém po provedeni méfeni v Case ¢
do stavu |¢f¢), tedy uréenim vyrazu

[(Welw(te) . (1.35)

Zaved'me za timto ti¢elem evoluéni operéator ve Schrodingerové reprezentaci U(t, ty)
zohlednujici cely hamiltonian (1.33) (v dal$im operétory a stavy bez dodate¢nych in-
dexti znamenaji Schrodingerovu reprezentaci)

[p(t)) = U(t, to) [p(to)). (1.36)

Podobné pro vyvoj stavli v Diracové reprezentaci zavedeme operator UP (t,ty) spl-
Hujfci®

WP () = UP(t,to) |$P (o)) (1.37)

SNestacionarni poruchové teorie se li§i od poruchové teorie zavedené v zimé zavislosti poruchového
¢lenu V = V(t) na Case, ale také t¢elem — nezkoumame stacionarni stavy, ale ¢asovy vyvoj.

®Mame tedy uz celkem 3 evoluéni operétory: Uy(t, to), U(t, to) a UP (¢, to). Pfipometime, Ze viechny
jsou unitarni.
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Vztah mezi stavy v Diracové a Schrodingerové reprezentaci popisuje rovnice (??)

9P (1) = Ug (£, to) | 9(1)).-

Za predpokladu |¢(to)) = [¢P(tg)) =: |¢o) (tedy Ze obé reprezentace se v Case to sho-
duji), mtZeme posledni rovnost uzitim (1.36) pfepsat jako

9P (1)) = UG (¢, to) U(t, to) |po),
odkud srovndnim s (1.37) ziskdvame rovnost mezi zavedenymi evolu¢nimi operatory
Ua-(t/ tO)U(tl tO) = aD(tl tO) (138)

Daéle na zakladé rovnosti (??) popisujici asovy vyvoj stavil v Diracové reprezentaci
musi platit

i 1gP(1) = 000 (1),

odkud dosazenim z (1.37) dostdvame diferencidlni rovnici pro operator UP (¢, t;)

ih%UD(t, o) = eV (TP (1, o). (139)

Vrat'me se nyni k vyrazu (1.35) a dosad'me do néj z (1.36) a (1.38)
(sl (t)) [P = [l U ks, o) [o) [* = || Uo(ts, to)UP ks, to) [iho) |-

Protoze +
(r1Go(ts, to) = (Tolty to) lipy) ) = [¢P)",

prevedli jsme ptivodni tlohu na hled4ni maticovych elementt’

(el (te)) = (7 1T (5, to) | ¢o) (1.40)

operéatoru UP (¢ f,to), ktery se budeme snaZit ziskat na zakladé rovnosti (1.39). Pfedpo-
klddejme poruchovy rozvoj UP (¢, t) ve tvaru

tf/ i'o Z S LID i'f,t()) (141)

Cleny rozvoje UP " (tf,to) uréime dosazenim posledni rovnosti do diferencidlni rov-

nice (1.39) a porovnanim clenti se stejnymi mocninami ¢. Clen s nultou mocninou ¢ se
vyskytuje pouze na levé stranég, tedy
d

ihELAIDw)(t, ty) =0

. v . { stavu v & . Ve . sho v v Di -
"Diky rovnosti reprezentaci stavu v Zase t jsou véechny komponenty ziskaného vyrazu v Diracové
obraze.
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a protoze (P (to, o) = 1, také

HD(O) (tf, to) =1.

Daéle porovnanim ¢&lentt tumérnych ¢, resp. €2 atd. ziskdvame pro dalsi ¢leny rozvoie
y y )

(1.41) rovnice

d
resp.

d

a déle dle stejného vzoru, které maji okamzité feSeni

~ (1) —1 N
ar” (tr to) = 7/‘/1)(1‘1) dtq,

in dt aP (¢, tg) = V(UL (1 1) = VP (1),

i dtuD (t.t0) = VPO UPY (4, 1),

(1.42a)

tf 15)
—1
uP (tf,to /VD t) uD (tp, to) dty = ( ) /dtz/dth (t2)VP (1),
to to

fo

atd. Obecné pro n-ty ¢len rozvoje (1.41)

(P! (tf,to (_1> /dtn /dtz/dtlv (t) ... VP(£)VP (1)

_ (‘7) /// dtydty .. dta VP (t) ... VP (8) VP (1),

f0<t1<t2<...<tn<ff

(1.42b)

(1.42¢)

V literatufe je mozno potkat operator UP " (tf, to) zapsany pomoci formalniho ope-

ratoru ¢asového usporadani T.

Definice 1.3. Bud’ A = fl(t) jednoparametrickd tfidd operatorti, bud'te t1, t, libovolné

¢asy. Casové uspotradany soutin operatorti A(t;) a A(t,) definujeme jako

A

T[A(h)A (k)] = {f}<f1)z}<tz),

kdyz
A(tz) (tl), kdyi

Analogicky definujeme ¢asové uspofadany souiin libovolného poctu operatortt A(t;) -

- A(tN).
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Vénujme pozornost nasledujicimu integralu:

b b b b b
/dtz/dtlf[A(tl)A(tz)] = /dtz/dtlA(tz)A(tl)—}-/dtz/dtlA(tl)A(tz). (1.43)
to to to t() tO tZ

NV NV
th>t tr <ty

Formdlni zdménou t; < t; ve druhém integralu

b tr
/dtl/dtzA(tz)A t
to t

a naslednou zdménou integra¢niho potadi zjistime, Ze oba integraly na pravé strané
(1.43) se shoduji. Dostdvdme tak

/dtZ/dtl (th)A /dtl/dtzT (t2)].

Nahrazenim explicitnich mezi na levé strané celym integratnim rozsahem (to, ts) a ¢a-
sovym uspofadddnim soucinu v integrandu jsme zapocitali kazdou dvojici ¢asti (ty, ty),
ty > t, dvakrat (jednoujako (ty, t,) ajednoujako (t,, ty)) a to je zfejmé tfeba opravit vy-
délenim integralu dvojkou. Obecné pro vyssi fady miizeme integrovat pies cely rozsah
ve vSech proménnych a délit po¢tem permutaci proménnych:

b t3 ty 1 ty b ty
/dtn---/dtz/dtlA(tn)...A(tl) = m/altl/dt2.../altn"f[A(tl)...A(tn)].
fo fo to "o fo to

Rozvoj operatoru UP(tf, t) (1.41) je pak mozno elegantnéji zapsat

ty ty ty
N Toen s\ A .
QP (¢, tg) = Z%,E (7) /dtl/dtz.../dtnT[vD(tl)...VD(tn)}, (1.44)
= to to to

coz je fada pfipominajici rozvoj exponencidly. Zaved'me forméalné

b b foo
Texp /dEA(E) = ]1+/dt1A(t1) +%/dt1/dt2T[A(t1)A(t2)} + ...
i fo ty  to
Vyjadreni (1.44) je pak moZno prevést do findlniho tvaru
Ll
0P (¢, t9) = Texp —%/VD(E)dE
fo
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Pozndmka. Srovnejte tvar tohoto zdpisu feSeni (1.39) s feSenim (??) rovnice (??) s kon-
stantnim operatorem Hj.

V dal$fm pfedpoklddejme nejhrubsi moznou aproximaci operatoru UP ( . to), tedy

oy
UP(tr, o) =1 — %S/VD(tl)dtl. (1.45)

fo

Dale bud’ Ho|l/)()> = Eoll[)0> a H()’lllf> = Eﬂl[]f>, takze

YRy = e B0y,

Tvar maticového elementu ve vyrazu (1.40) budeme fesit zvlast' pro (y¢|go) = 0 a
($¢lo) = 1. UvaZujme nejprve prvni z pfipadti a dosad'me pfedpoklddany tvar fesent
(1.45) do (1.40). Dostavame

~
~

= oAt g, o) o) |
2 2

I / D & / D
~ | Grlgo) — et [ PPl = 5 |(yl [ VP (t)anlgo)|
to fo

(97 1T (t5, to) | o)

kde je moZno ptevést operator VP (t;) do Schrodingerovy reprezentace uZitim (2?) a
zaménit pofadi integrace a vytknout konstanty ze skaldrniho sou¢inu. Vysledkem je

tf 2
2 82 i(t —to)(E1—Eo) N
‘ 2 /eh BRI |V (1) [yo)dt| . (1.46)

fo

(71U (g, to) |¢o)

(Je nutné si uvédomit, Ze i ket [¢y) je v Diracové obraze, proto je v pfedchozim ¢lenu v
exponenciale i Ey.) Pfi nejhrubsi aproximaci musi pro ortogondlni stavy platit, ze prav-
dépodobnost, Ze éstice, jez byla v Case ty ve stavu |p), bude po provedeni méfeni v
Case t¢ ptevedena do stavu i), je stejnd jako pravdépodobnost, Ze méfeni v Case t¢
prevede Céstici, jez byla v Case ty ve stavu |¢¢), do stavu |¢y), §j. invariantni vici Casové
inverzi.

Vezméme si nyni ptipad (¢r|¢p) = 1 a zkoumejme stejnym zptisobem vyraz

2

ty
N 2 ] N
WPIOP (k. o)lgo)| = | ylo) — 5 (sl [ VP (1) dalgo)
fo
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Vyraz na pravé strané je > 1, nebot’ redlnd ¢ast vyrazu v absolutni hodnot€ je tvofena
pouze (¢|ipo) a je rovna jedné. K ni pfisp&je ryze imaginarni druhy ¢len,® a tak hodnota
posledniho vyrazu musi byt > 1. V tomto piipadé je tfeba v rozvoji UP ( f,to) uvazovat
¢leny tmérné alespoti ¢2, abychom ziskali smysluplny vysledek.

Vratme se k ptipadu (¢[¢po) = 0. Zde se mlize v nejhrubsi aproximaci stat, Ze
pravdépodobnost prechodu |(y|p(tf)) ‘2 je mald v porovnani s pravdépodobnostmi
pfechodti do jinych stavti |1/J}> Pro nejhrubsi smysluplnou aproximaci muzZe byt tfeba
zapotitat i ¢leny vyssiho fadu rozvoje. Podivejme se, jak dopadne aproximace do €.
Uzitim explicitntho vyjadteni P (t, ty) (1.42b) dostavéme

W10 e o)) | =~ |t / VP (t)dn — - /dh /dtzv (1)VP(t2) | lo)

Uvazujme libovolnou ortonormalni bazi (|iy) )k, potom lze posledni vyraz upravit

2
(g — /V (h dtl——/dtl/dtzVD t) (Zhl’k ¢k|> P(t2) o) | =

2
ff

= |5 [ @AV ) o)t - 55 / t / dta Y {1V ) ) (0 VP 12 o)

to

(1.47)

Pokud byla do prvniho #adu poruchového rozvoje UP (t f,to) pravdépodobnost pte-

(tr,to)|wo) ‘ ,mald”, bude v poslednim vyrazu pfevazovat ¢len s dvoj-
nym integrélem. Ten je mozno chépat jako preskok pfes mezistav, ktery umoznil sys-
tému dostat se v dlisledku naseho méfeni v ¢ase ¢ do findlniho stavu |¢r). Nejsme totiz
schopni rozlisit, zda systém v néjakém mezistavu byl ¢i nikoliv. Za povSimnuti rovnéz
stoji, Ze uvniti absolutni hodnoty se s¢itaji amplitudy pravdépodobnosti — tim padem

miiZze dochdzet k interferenci. Je snadno uvéfitelné, Ze pfi zapocitani vyssich ¢lenti roz-
voje (1.41) zohlednime vice moZnych pfeskokti pies mezistavy.

Priklad. Interakce elektromagnetického zafeni s latkou

Predpoklddejme zafeni popsané klasicky, tedy Maxwellovymi rovnicemi pomoci
vektoru intenzity elektrického pole E a vektoru magnetické indukce B. Abychom tento
predpoklad ospravedlnili, budeme uvazovat zafeni s dlouhymi vinovymi délkami v po-
rovndni s rozméry atomt (vzpomerime na Comptonuv rozptyl). Déle pfedpoklddejme,

$Dle uvazovaného predpokladu je |pf) = [t) a integrdl zachovéva samosdruzenost integrandu

VP (t;). Skaladrni soutin ve druhém &lenu je tedy stftedni hodnotou samosdruZeného operatoru, a proto
redlny.
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Ze zafeni neinteraguje s jddry — tedy Ze dochazi ke zméné pouze v atomovych obalech
(excitace, deexcitace). JelikoZ E ma na néboje urychlujici, resp. zpomalujici G&inek, za-
timco B pouze naté¢i smér pohybu naboje, budeme v prvnim ptibliZeni zkoumat vliv
pouze E. Hamiltonidn jednoho atomu zapiseme

A
=

A= HO—I—ZeE )X (k)
k=1

kde Hy popisuje elektrony vazané v coulombickém potencialu jadra, zatimco suma na
pravé strané popisuje jejich interakci s vnéjsim elektrickym polem (dopadajicim zate-
nim).

Zavedeme operétor celkového elektrického dipélového momentu vSech elektronii

D vztahem

A nooA
ZX

Za ptedpokladu, ze dopadajici EM zafeni je hnearne polarizované, 1ze volbou soustavy

v__ sV

soufadnic docilit, aby E(t)||D;. Interakéni ¢len V(t) je moZno zapsat
V(t) = E(t)Dy.

Zabyvejme se nyni otdzkou, s jakou pravdépodobnosti Wiy 4 (fo, 1) v prvnim
fadu nestaciondrniho poruchového rozvoje piejde systém, jenz byl v Case t; ve stavu
o), do ortogonalniho stavu |¢;) v Case t1. Za timto ti¢elem predpokladejme Hy|iy) =
Eolo), Holp1) = Eq|w1). Dle (1.46), kde klademe & = 1, je hledana pravdépodobnost

t 2

1 i _ R
Wige) =) (o, 11) = 72 /eh(t ) (Er=Fo) () | DyE(t) | o)dt| =
fo

t 2

A 2 1 _
= | (1| D1|o)| 3 /eh(t fo)(E1=Eo) E (#)dt (1.48)
fo

Z Klasické elektrodynamiky je zndm vzorec pro energii I(v) EM zéfeni dopadajiciho

na jednotku plochy na jednotkovy rozsah frekvenci kolem v za ¢as t; — tg

t 2
— c€o 27iv(t—tg)
I(v) = 2 /e E(t)dt|
to

kde E(t) v integrandu pfedstavuje intenzitu kolmo dopadajici slozky elektrického pole.

Oznadime-li v = 1B hE°|
finalni podoby

je moZno uzitim posledni rovnosti zjednodusit vyraz (1.48) do

2 A
Wige)—py) (fo, 1) = 7;2 | (1 Do) |* 1(v)
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Pravdépodobnost excitace (resp. deexcitace) Eg <+ E1 je tedy imérné &lenu |(y1|D1[¢po) ]2
(jejZ je tfeba brat jako konstantu) a hustoté energie slozky EM vInéni o frekvenci blizké

|E1—Eo| Eo|
V= "3

Priklad. Poruchovy rozvoj v nejniz$im fadu pro potencidl V # V(t) (v Diracové obraze
muze byt VP = VP (1))

Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim piikladu. Mé&me systém v case tg
vestavu [¢y). V Case t; provddime méfeni. Zajima nds pravdépodobnost W)y, ) ~+lg) (to, t1),

Ze jim pfevedeme systém do stavu |¢;). Hamiltonidn ma tvar H = Hy + V, pficem?
predpokladame (i |go) = 0, Ho|wo) = Eolwo), Holp1) = E1|¢:1). Hledana pravdépo-
dobnost je dle (1.46), kde klademe ¢ = 1, po jednoduché tpravé rovna

t 2
1 NN
Wigo) gy (for 1) = = [ (91 Vo)) /ehusl Eolt g

)

Posledni integrél je moZno spotitat’ s vysledkem

41| VIgo))* ., (E1— Eo
W\¢o>—>|¢1>(t0’t1) (Ex — E)2 S

Zavedeme-li oznaceni

It(w) = %sm2 (;wT) (1.49)
(viz graf na obrdzku 7), pak
1 A 2 Ei1—E
Wigo) i) (b0, 1) = o [ (W1 VIo) " Ty ( — °> . (1.50)

Tohoto vysledku vyuZijeme v nédsledujicim pfikladé. PovSimnéme si vyrazného po-
tlaceni posledniho vyrazu pro velké rozdily energii E; — Eg. Rovnéz je moZzno nalezeny

[l Vlgo)[* .. |11V 1go)|?
‘(EiEo;)Zl i T | (1 —t0)*

vyraz odhadnout shora hodnotami

Priklad. Nabita ¢éstice v krabici.

Mé&jme &éstici o hmotnosti M a néboji e v krabici (0,a) x (0,b) x (0,c) v potatetnim
stavu |grs). V Case t = 0 zapneme elektrické pole E = (E,0,0) a v &ase T jej vypneme.
S jakou pravdépodobnosti po zméfeni energie v ¢ase t > T najdeme ¢éstici ve stavu

|QRS), pticemz (Q,R,S) # (q,7,5)?

9Vypotet se provede bud’ exaktné matematicky s rozdélenim integrandu na redlnou a imaginarni &ast,
nebo podstatné rychlej$imi barbarskymi fyzikalnimi zplisoby okamzZitou integraci, pfi niz i pfedstavuje
jen symbol. Rozhodnuti nechdvam na vkusu poctare. Obé cesty vedou ke stejnému cili.
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Predpoklddejme, Ze castice nemtzZe z krabice uniknout. Pracujeme tedy na J# =
L%((0,a) x (0,b) x (0,c),d%x). Céstici v krabici je moZno chépat jako ¢astici v nekone¢né
hluboké trojrozmérné potencidlové jame. V pfipadé ¢éstice v jednorozmérné nekonecné
hluboké potencidlové jamé, kde V(x) = 0 pro x € (0,a), maji vlastni funkce ¢, (x) tvar

y(x) = \/%sin (%) : (1.51)

Pro g € IN tvofi tyto funkce ortonormalni soubor. Oc¢ekdvame, Ze vlastni funkce ¢astice
v krabici budou tvaru

8 . rmgxy .
lgrs) =4/ e (7) sin

apro g,7,s € IN budou rovnéz tvofit ON soubor, tedy (q7s|QRS) = 5,00,rJss. Oznaéme

(%) sin (E) (1.52)

c

2
H=Hy+V, HozmA, V = —eEx-.

K feSeni ulohy vyuZzijeme vysledku pfedchoziho pifikladu (1.50). Budeme potiebovat
vlastni hodnoty E,s hamiltonidnu H. Jeho ptisobeni na ket |grs) je trividlni. Plati

Hyl|grs) = % [(”‘7)2 + (%)2 + (?)21 |qrs) = Egrs|qrs). (1.53)

a

Déle bude tfeba urtit vyraz (QRS|V|grs). Uzitim tvaru vinovych funkci (1.52) a do-
sazenim za operator V = —eEx- dostdvame
) <

a b c
. _ —8¢E . (TIgXN .
(QRS|V|grs) = a—bco/dxo/dy()/dz{xsm <7> sm<

sin (%) sin (nTRy) sin (%) sin (NTSZ) }

Vyuzitim ortonormality vlastnich funkci (1.51) se integral zjednodusi na

a
—2eE . (mgxN . [ mTQx
p 0ROsS /xsm <7> sin (T) dx.
0

TQx
a

Po ru¢nim zintegrovani zbytku se vysledek rozpadne na dva podptipady

(1.54)

A 0 pro (4 + Q) sude,
RS|V\grs) = iché
(QRS|V]grs) {&Réss‘?ff’fﬁ pro (g + Q) liché.
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AIT((U) [HZ]

— T =4u
-==T=3u
----- T=2u
4 5w’

Obrazek 7: Prabéh Ir(w) pro rtizné hodnoty T. u je vhodna jednotka ¢asu, naptiklad

Y. s Y

us. Pro delsi interakéni ¢asy popisuje IT(w) uzsi spektrum energii.

Vysledné pravdépodobnost Wi, ors) (T), Ze Eastici, jeZ byla na pocatku ve stavu
\grs) ptevedeme mé&fenim provedeném po Case T do stavu |QRS), je dle (1.50) rovna

8aeE | gQ \?. [Eors— Egs
W\qrs)%\QRS)(T) = ( 25 ) ((Q2 — q2)2> It (T) 0rRIss,

pfi¢emz musi navic ¢ # Q, (9 + Q) liché. V 1. ¥adu poruchové teorie mtize systém
pfeskocit pouze do stavti s Q lisicim se o liché ¢islo. Pfeskok do zbylych stavii by se
objevil ve vys$im fddu poruchové teorie (viz (1.47)), kde by byl reprezentovdn dvéma
pfeskoky.

Vénujme chvili pozornost funkci I7(w) definované (1.49). Tato funkce nabyva ma-
xima pro w = 0, pf¥i¢emz nulové hodnoty nabyva v bodech wr = 27, kde k € Z\ {0}.
Priabéh pro T = 2,3, 4 je na obrazku 7.

Z grafu vidime, Ze pro T malé je Ir(w) dost $iroké, tj. nezanedbatelné pro velky
pocet moznych energii. Naproti tomu pro T velké je It(w) nezanedbatelné pouze v malé
oblasti kolem nuly. Cim delsi tedy je ptisobeni pole, tim mensi bude rozptyl nalézanych
energii cilového stavu. Toto je moZno chépat jako projev principu neurdcitosti energie:
Pfi méfeni trvajicim cas T jsme schopni urcit energii E s pfesnosti maximalné fadu 7/ T.

1.4 NAahla zména hamiltonianu

V posledni ze zde probiranych pfibliZnych metod budeme uvaZzovat systém, jeZ je v ¢ase
to < 0 popsan hamiltonidnem H_. V ¢ase t = 0 dojde ke zméné v systému. Systém je
v Case t > 0 popsdn novym hamiltonidnem H  (mtZe se jednat o chemickou reakci,
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zménu parametrtt HO, rozpad jadra...). Budeme se zabyvat otdzkou, s jakou pravdépo-
dobnosti pfi méfeni energie v ¢ase t > 0 naméfime energii E, pokud byl systém v case
to < 0 ve staciondrnim stavu |_): H_|p_) = E_|p_).10

Piedpoklddejme, Ze zndme spektrum i vlastni vektory operatortt H_, H, . Casovy
vyvoj pocéatetniho stacionarniho stavu |¢_) = |¢_(tp)) je pro Cas t < 0 uréen rovnici

p-() = e # (1)),
Pro ¢as t = 0 potom '
[¥-(0)) = ehE-Rly_(t0))- (1.55)
Za ptedpokladu, Ze vlastni funkce operéatoru H,. tvori ON bazi 5 (|¢;))ic.s: Hy|p;)) =
Ej|¢;), je moZno zapsat vyvoj poééteénﬂ}o stavu | (t)) v ase t > 0 pomoci rozkladu
vektoru (1.55) do baze vlastnich funkci Hy, jejichZ ¢asovy vyvoj zndme:

- (D) = Y. em 5 {gjlp-(0)) ;). (1.56)
jes
Predpoklddejme, Ze v ¢ase t; > 0 provadime méfeni energie a zajima nds, s jakou prav-
dépodobnosti Wiy, |y, (to, t1) pfevedeme systém do staciondrntho stavu [¢p4) = |@1).
Dle o¢ekavani je tato pravdépodobnost rovna

Wip sl (for t1) = [ (1) [ = [(p— (1) @1) |,

kam dosazenim za [¢—(t1)) z (1.56) a (1.55) a vyuZitim ortonormality baze (|¢;))c.»
dostaneme

2

HEHE fofy_|gp)|” =

Wiy ysipoy (to tr) = | X enFiftenE oy ;) (g;]p1)
jer

= [(p-lo) " = [(p-lp-)I*.

(1.57)
Vysledny vztah byl obdrZen za velmi zjednodusSujicich podminek — pfedev$im jsme
poZadovali znalosti spekter i vlastnich funkci obou hamiltonidntét H_, H. Ziskany vy-
sledek nicméné uZijeme v nésledujicich pfikladech.
Priklad. Nekonetné hlubokd jednorozmérnd potencidlni jama 8itky 4, tj. x € (0,a),
zdvojndasobi v ¢ase t = 0 svou §itku, tj. x € (—a,a). S jakou pravdépodobnosti najdeme
systém, ktery v ¢ase t < 0 byl v zdkladnim stavu, v zdkladnim stavu v ¢ase t > 0?

Tvar vlnovych funkci je na zdkladé (1.51) nasledujici:

)= 2an (P2). e = Fen ()

19Jedn4 se o ptibliznou metodu z divodu predpokladu okamzité zmény hamiltonidnu v &ase t = 0.
Vhodnéjsi by bylo predpokléddat, Ze ke zméné hamiltonidnu dochazi v ¢asovém intervalu (—¢, €).
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Zé&kladni stav [p_o), resp. |P1) ziskdme pii volbé g = 1. JelikoZ |i_¢) neni na (—a,0)
definovano, bude hledana pravdépodobnost Wiy, )y, ) (t) déna dle (1.57) vyrazem

a
2 N2 [ . ymx\ . (7x
Wip_o)= .o (B) = [{—ol¢+0)|” = = /sm <7) sin <Z> ,

0

coZ po integraci dava
32 .
W|1P70>%|1j,7+0>(t) = W = 36%.

Ptiklad. Méjme atom tricia s elektronem v zdkladnim stavu. V ¢ase t = 0 dojde k -
rozpadu

1 A 3Het.
Ur¢ete pravdépodobnost, Ze po rozpadu nalezneme elektron v obalu jHe™ v zdkladnim
stavu. S jakou pravdépodobnosti v prvnim excitovaném stavu?
Normalizované vlastn{ funkce pro elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku |y!)
resp. kationtu helia [§'®) maji tvar (viz (1.22))

1 (Z\** _,
wo(r, Q, 19) = ﬁ <%> e I’/a(), (158)
kde v ptfipadé vodiku klademe Z = 1, v pfipadé helia Z = 2. ay zde pfedstavuje Bohrtiv

polomér pro atom vodiku. Pravdépodobnost W, P s [ ghe) s Ze elektron v heliovém iontu

nalezneme v zdkladnim stavu, je dle (1.57) rovna

2

W gty s gty = ‘<¢5{!¢5Ie>

Dosazenim explicitniho tvaru vinovych funkci (1.58) a po urceni skalarntho souc¢inu

dostdvame 519
Wiyttt = 719 = /0%
Pfechod do 1. excitovaného stavu je komplikovanéjsi z diivodu degenerace 1. excito-

vaného stavu atomu He ™. Diky Wigner-Eckartové teorému'! ale systém mutze z [¢}],)

prejit pouze do
1 z\*? Zr Zr/2a
= —_ _ - 0
|200) Wor <a0) (2 ﬂo) e , (1.59)

kde opét v ptipadé iontu He™ klademe Z = 2. Pravdépodobnost pfechodu se rovna

1 o,
Wiyt —lgipe) = g = 257

1Skalarni soudin <IIJS§1 [ytl,), v pravdépodobnosti pfechodu vystupujici, 1ze interpretovat jako mati-
covy element skaldrniho operatoru 1. Kvantova ¢isla I a m se tedy museji shodovat s ketem, aby soudin
mohl byt nenulovy.
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Predpoklddejme déle, Ze mdme rovnovahu mezi B-rozpadem tricia a deexcitaci elek-
tront v obalu atomu helia [}¢) — [yf’). V diisledku této deexcitace je vyzéfen foton
o energii 40,8 eV (spada do UV svétla). Tento foton je moZno absorbovat jinym ma-
teridlem a pfevést tak jeho energii ve viditelné svétlo (predpokladejme, Ze se tak déje
s acinosti 100 %). Polocas rozpadu tricia je T;,, = 13.3 let. Urcete, kolik tricia je tfeba
k ziskani zdroje svétla o svételném vykonu 1 W.

Postup nechdm na bujné fantazii poctare. Vysledek by mél byt kolem 1.85 kg.
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