1 Tenzorové operatory, Wigner—Eckartiiv teorém

Definice 1.1. M&me UMP tvotenou A, [2, L3 a ji p¥isluiné vlastni vektory |a, I, m) spl-
nujici relace
Lila,l,m) = a1, m)|a,1,m=+1),

R (1.1)
Ls|a,l,m) = hmla,l, m).
Pak definujeme
f%imz = (a, l,m1|f|a, 1,my), (1.2)

tedy
— — l
Lla,1,my) = ZL,(nzmzm,l,ml).

mq

ev s

tzv. sférickych slozek {L+,L,,L3}, hodnoty Lf(ﬂim souviseji s a(* )(l, my) trividlnimi
vztahy plynoucimi z pfevodnich rovnic

PO TR A
I = is].
( 2 2 '3>

01 vuivives . oy (. P . < s
Diilezitéjsi je si povSimnout, Ze Lg,limz nezavisi na 4, a tedy ani na volbé radialni pozo-
rovatelné A, a Ze aplikace L neméni hodnotu /.

Véta 1.2. Mé&jme 2 posloupnosti vektort (|a, Iy, my) )5}11:41 a (|b,lp, my) );212:_12 takovych,
ze

=

la, 1y, my) = Z L \ﬂ, l,m'),

m’——ll

L|b, Iy, my) = Z L% b, lo,m').

m/_flz

Potom plati:
(a, ll, mq |b, 12, 7112> = 511125m1m2F(11, a, b), (13)
kde F je neznama funkce proménnych /1,a,b (méli bychom si povSimnout pfedevsim
nezdvislosti pravé strany rovnosti (1.3) na konkrétnich hodnotach m, my).

Diikaz. Pfedpoklady véty, preformulované zpét v jazyce posunovacich operétorti a L3,
je mozné zapsat ve tvaru

)1y, my)|a, 1y, my £ 1),
06 (lz, mz) |b lz, my + 1>,
hm 1|a ll,m1>
hm2|b lz,ﬂ’lz>

Ly|a, 1y, my

Li|b,Io, my (1.4)

)
)
Lsla, 1y, my)
)

Ls|b, Ip, my
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Pomoci rozkladu (??) 1ze téz odvodit, i kdyZz se predpoklady o I2 vyslovné nezmi-
nuji,
2|0, 1y, my) = (L Ly + 12+ hls)|a, Iy, my) =
= o (I, m+1)a ) (1, m)|a, 1, my) + B2mP|a, 1, my) + Km|a, I, mq) =

= hzll(ll + 1) |a/ ll/ m1>
(1.5a)
a podobné

L2|b, I, my) = W2 (I +1)|b, I, m3). (1.5b)

Zkoumejme vyraz (a,li,my|L3|b, 15, m;). Operdtor mtizeme nechat ptisobit na ket
nebo na bra, na tom vysledek nemtize zaviset. Pomoci (1.4) tak dostdvame rovnost

himy(a, 1y, my|b, Iy, mp) = hmy(a,ly, my|b, 1y, my),

z niz plyne, Ze skaldrni soucin (a, l1, m1|b, I, mp) mtze byt nenulovy pouze tehdy, kdy
mq = my. R

Podobné pomoci vyrazu (a,l;, m1|L?|b,lo, my) a piipravenych rovnosti (1.5) ziské-
vame, ze (a,l;, m1|b, I, my) je nutné roven 0 v pfipadech 1 # I. Odsud jiZ je skaldrni
soudin vymezen na tvar

<a/ ll/ m1|b/ 12/ m2> - 51112517117112}(/ (16)

kde X mtZe zaviset jiZ jen na 4, b a spole¢nych hodnotéch [, m.

Pro tvrzeni véty zbyva dokdzat, zZe zavislost X na m; » musi byt konstantni. Za timto
ucelem vyuZijeme jesté potieti vyjadieni (??) a, tentokrét jiz za pfedpoklada Iy = Ir a
my = my, vypocitdme zvIlast’ ¢len

(a,1,m|L_L,|b,1,m) = (a,1,m|(L? — 3 — hl3)|b,1,m) =
=12(I(1+1) —m(m +1))(a,1,m|b,1,m).

Zbyvajici dosud nevyzkousena kombinace pfi vypoctu téhoZ &lenu je nechat ptisobit L+
na keta L_ na bra. Pro i¢inek na bra nezapomeneme, e (L_)" = L, takZe ve vysledku
se dvakrat objevi a(*) (1, m):

(@, m|L_Lo|b,l,m) = (Lyla,l,m))" (Ly|b,1,m)) =
2
= (oc(+)(l,m)> (a,,m+1|b,l,m+1) =
=12(I(1+1) —m(m+1))(a,l,m+1|b,1,m +1).
Porovndnim obou vysledk je zfejmé, Ze pro vSechna m, —1 < m <I
(a,1,m|b,l,m) = (a,l,m+1|b,1,m + 1)

a tedy, ze veli¢ina X v (1.6) nezadvisi na m a lze ji psatjako F(l,a,b),jak tvrdi véta. [
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Porozuméni operdtoru momentu hybnosti umozni klasifikovat tenzorové operétory.
Z Klasické fyziky totiz vime, Ze tenzorovy (¢i skaldrni, vektorovy) charakter veli¢in je
dén jejich vlastnostmi pfi transformacich prostoru. V eukleidovskych prostorech je po-
stacujici uvaZovat rotace. Transformace pii rotacich jsou v klasické teoretické fyzice sva-
zany s Poissonovymi zdvorkami se sloZkami momentu hybnosti, jakoZto generatorti
grupy rotaci. Ve fyzice kvantové tedy budeme analogicky ocekdvat definici tenzoro-
vého operdtoru zaloZenou na komutétorech s operétory sloZek momentu hybnosti. Tak
je motivovédna nésledujici definice:

Definice 1.3. Ireducibilni tenzorovy operator k-tého ¥adu T (k) je soubor (2k + 1) ope-
ratoru (T(k, q))’;:_k takovych, Ze

[Ls, T(k,q)] = hqT(k,q),
(L, Tk g)] = ™) (k,q)T(k g £1). (1.7)
Pozndmka. Podminky (1.7) 1ze ekvivalentné zapsat uZitim definice 1.1

~ k
5 4 = (k)
LTk )] = )y LT (k,q'). (18)
g—

Casto budeme potiebovat pocitat maticovy element operatoru T'(k, ) v bazich |a, I1, m),
b, I, my) — (a,ly, m]| T(k, q)|b, I, my) — pro razna my, my. V dal$im vyuZzijeme vlastnosti
L ke zjednoduseni vypoctil vyrazil tohoto typu.

Méjme dvé UMP (A4, [2,13), (B,L? L3) a vlastni vektory |a,ly,my), |b, I, my) vyho-
vujici podminkdm

A|a/ ll/ml> = a|a,ll,m1>, Blb/ 121m2> = b|b/ l21m2>/
LPla,ly,m) = RPL (L +1)|a,l,my),  L2|b, L, ma) = Wly(la +1)[b, I, my),
i3|a/ ll/ m1> = hm1|al ll/ m1>/ t?)lb/ lZ/ m2> - hm2|b/ 12/ m2>'

Uvazujme pevné zvolenéa, b, 11, . Timpademmy € {—1,..., 11}, my € {—15,..., b}
Rovnéz m&me definovéanu slozku ireducibilniho tenzorového operatoru T'(k, ). Upravme

vektor iT(k, q)|b, lp, my)

LT(k q)[b, 1o, ma) = (|L,T(k )] + Tk a)L) [b,12,m2) =

k I
= Y LW (Teg)lbm)) + Y L), (TUeq)lbbm')).

—k m'=—I,

(1.9)

Pfi apravé bylo uzito véty 1.2 a pozndmky u definice 1.3 (rovnost (1.8)). Zavedeme-li
oznadeni'

|k1 q/ b/ 12/ m2> = T(k/ Q) |b/ 12/ m2>/

1Pozor, nejednd se nutné o normalizované ani o vzajemné ortogondlni vektory.
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potom stavy |k, q,b, I, my) se z hlediska komutaénich relaci s L chovaji stejné jako stavy
|k, q)|1, m) v tloze skladani dvou momentd hybnosti, nebot

Lk gt m) = (Ll a)) 1Lm) + 1k q) (E JJtm)) =

= ¥ Lglkeabltm + zlem\kq>|1m>
q'=- m'=

)

(1.10)

kde bylo rovnéz pouzito rovnosti (1.8). Vidime, Ze vyrazy (1.9) a (1.10) jsou formdlné
stejné.

Diky této shodé mtizeme zadefinovat vlastni vektory ,sloZeného” momentu hyb-
nosti

‘ (b k lz = Z Z k lz,t],ﬂ’lz“ m) (k,q)|b,lz,m2>, (1.11)

mZ——lz L]——k
uvozovky proto, Ze na misté sloZeného momentu vystupuje opét L
L2)z(b,k, Ib);1,m) = W21(1 4+ 1)|z(b, k, 1o);1,m),
La|z(b,k,1o);1,m) = hm|z(b,k,15);1,m).

Veli¢ina z je bliZze neurcend, je dilezité se v ni nesnazit identifikovat vlastni ¢islo opera-
tord A ani B. Je vSak jednoznacéné urc¢ena ptvodnimi hodnotami b, k, I.
Inverzni transformace k (1.11) zni

k+1, 1
T(k,q)|b,1p, mp) = 2 Z (k,1r,q,mp|l,m) |z(b,k,15); 1, m).
l:‘k712|m=*l

Vrat'me se zpét k maticovému elementu a dosad'me do néj z pfedchozi rovnosti
R k+1, l
<ﬂ/lllm1|T(kIQ)|b112;m2> — <a,ll,m1| Z Z (kl 121q1m2|l/m) |Z(b/k/ 12)/l/m> ’
I=|k—1,| m=—1

pfitemZ na zdkladé ortogonality vlastnich vektorti [.2, L3 je ztejmé, Ze jediny nenulovy
¢len v celém vyrazu je ¢len pro [ = I, m = my, tedy

(a, 1y, m|T(k,q)|b,lp, mp) = (k,1p,q,ma|ly, m1) (a, 11, m1|z(b,k,12); 11, mq),

navic na zdkladé véty 1.2 vime, Ze braket na pravé strané nezavisi na hodnoté m; —je
pouze funkci a, I; a z, kde z v sobé zahrnuje b, k a I;. Celkové tedy

<11, 11, m1|T(k, q) ’b, lz, m2> = (k, 12, q, m2|ll, ml) F(ll, b, k, ll, 12) (1.12)

Rovnost (1.12) je matematickym vyjaddfenim Wigner-Eckartova teorému, ktery ndm
usnadriuje uréovani maticovych elementt. Zname-li totiz (a, I, mq1|T(k,q)|b, I, m2) pro
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jednu hodnotu g, my, my, pii které je CG koeficient nenulovy, zndme ho diky Wigner—
Eckartovu teorému (1.12) i pro libovolné jiné hodnoty stejnych veli¢in, tj. misto (2/; +
1)(21; +1)(2k + 1) vypotth stali provést jediny! Za povsimnuti obzvlasté stoji, Ze sou-
asné ziskdme ,,zadarmo” maticové elementy riiznych pozorovatelnych T'(k, —k), ..., T(k, +k).

Povsimnéme si CG koeficientu vystupujiciho na pravé strané (1.12). Odpovida skla-
dani momentt hybnosti (I, my) (ket levé strany) s (k,q) (operétor) za ziskani (1, m1)
(bra levé strany). Tenzorovy operator se tedy pfi aplikaci na vlastni stav hybnosti chova,
jako kdyby k nému pficetl dalsi moment hybnosti, kde k hraje roli vedlejsiho a 4 mag-
netického kvantového cisla. Naptiklad pro nenulovost maticového elementu musi ¢isla
l1, I, k splitovat trojuihelnikovou nerovnost. Dalsi okamzity vysledek je, Ze pro g # 0 je
(a,1,m|T(k,q)|b,1,m) nutné rovno 0.

Obvykly zptisob zdpisu Wigner-Eckartova teorému vyuzivd Wignerovy 3j-symboly,
jejichz vztah k CG koeficienttim popisuje rovnost (2?). Plati

Lk b
—mp q mp

(a1 ), m2) = (1) ) @ [T 1) =

1. (k,1r,q,mp|l{, m R
= (—1)htk A (2‘21’3+i|)11/2 1)(a,ll T (k)| b,l), (1.13)

kde (a1 || T (k)]

b,1;) se nazyvé redukovany maticovy element a je urcen levou stra-

ho K lz) # 0. Redukovany mati-

nou pro jednu hodnotu g, my, m; takovou, Ze
—mq q my

covy element nemd pfimy fyzikalni vyznam.

vvvvv

(I) Skaldrni operator, tj. ireducibilni tenzorovy operator nultého ¥adu. Podle (1.7)
musi skaldrni operator T(0) = (T(0,0)) spliiovat

[L3,T(0,0)] =0, [L4,T(0,0)] =0,

tedy i [L1,T(0,0)] = 0. Tyto podminky jinymi slovy #ikaji, Ze T(0,0) je inva-
riantni vhci rotaci. Skaldrni operator md jeden nenulovy maticovy element pro
I, my = const, nebot’ dle (1.12) je

{a,1;,mq|T(0,0)|b,lo, m3) = (0,15,0,ma|ly, m1)F(a,b,ly,13)

a CG koeficient na pravé strané je nenulovy jediné v pfipadé Iy = I, m; =
my. Maticovy element (a, 1,m|T(0,0)|b,1,m) bude pouze funkci a,b,1. V tomto
ohledu je i tvrzeni véty 1.2 zvla$tnim piipadem W-E teorému pro jednotkovy
operétor 1, ktery splituje poZadavky kladené na T(0,0).

(II) Vektorovy operator. Kartézské soutadnice vektorového operatoru V= (W, V, V)
vyhovuji komutaénim relacim

N

[L]', Vk} = iheijVl (1.14)
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a vzdjemné si jednoznaéné odpovidaji s ireducibilnim tenzorovym operatorem
prvniho ¥adu T(1) = (T(1,1),T(1,0), T(1, —1)) transformaci

M, T(1,00=v;, T(1,-1) = u (1.15)
V2 V2

Pfikladem vektorového operdtoru jsou ndm jiz znamé operatory X, P, L. Napti-

T(1,1) = -

N

Klad L vzajemné odpovidd ireducibilnimu tenzorovému operatoru

(1) = (T(1,1),T(1,0),T(1,—1)) - (—1L+,L3,

At

nebot jsou splnény podminky (1.7)
(L3, T(1,m)] = mT(1,m), [Le,T(Q,m)] =a®A,mTAm=+1),

pro véechnam € {—1,0,1}.

Priklad. Mé&me definovan vektorovy operator ¥ a ireducibilni tenzorovy operétor prv-
niho f4du T(1) definovén dle (1.15). Pokusime se najit sttedni hodnotu prvni a druhé

sloZzky operéatoru V ve stavu popsaném vektorem |B, I, m) (hleddme tedy hodnoty sou-
¢int (B, 1, m| V5|, 1, m)). Plati

NI . N
V= E(T(L—l) . T(1,1)>, =5

Pottebujeme zjistit, jak vypadaji hodnoty maticovych elementti

(T(1,—1) + T(1,1)>.

(B,1,m|T(1,+1)|B,1,m),

nebot’ stiedni hodnoty V;, V5 jsou jejich linedrni kombinaci. Podle Wigner-Eckartova
teorému (1.12) plati

(B,1,m|T(1,£1)|B,1,m) = (1,1, £1,m|l,m)(B,1,m|z(B,1),1,m).

Jelikoz CG koeficienty na pravé strané jsou rovny nule (je poruseno pravidlo souctu m),
jsou nulové rovnéz hledané sttedni hodnoty operatort V1, V5.

Pro dalsi pfiklady bude uZite¢né nasledujici tvrzeni.
Véta 1.4. M&me danu UMP (4, 1.2, [.3) a k ni p¥islusejici bazi vlastnich vektorti (|a, [, m)).
Dale m&me dan vektorovy operétor V. Potom pro [ # 0 plati

)

A
>

L-(L-

e
<i>

(a,l,m’|1$/|a,l,m> = (a,1,m’| la,1,m). (1.16)

2

-~



Diikaz. Poznamenejme, Ze inverze operatoru L2 se nejsnaze definuje pomoci spektral-
niho rozkladu: na vektor |a,l, m) pasobi dle vztahu

1

§|a,l,m> = la, 1, m).

-
n(141)

Podivejme se, zdali spolu nekomutuji operatory Lal -V

A

[tj,i : v] =L [L, Vi) + [L;, L] Vi

Vyraz upravime déle uzitim komuta¢nich relaci vektorovych operatort (1.14)

ii [i]‘, ‘71] + [i,j, il} Vl = ﬁiiheﬁka + iheﬁkﬁkf/i = iheﬁk(ﬁ ‘7 + thz) =0.
Odsud plyne, ze L-Vi je skalarni operator, totéz plati i pro L? a potazmo jeho inverzi.

Z vlastnosti komutétort na soucinu (??) pak rychle plyne, Ze L (LL ) je vektorovy opera-
tor. Na zdkladé Wigner-Eckartova teorému (1.12) stac¢i rovnost (1.16) dokdzat pro kon-

krétni slozku ‘7 a pro konkrétni hodnoty m’, m, pro néz CG koeficient (1,1,q,m|l,m") #

0. Zvolime g = 0, m = m' = 1. Diky volbé g = 0 vime, Ze na misté V na levé strané rov-
nosti (1.16) mizeme oc¢ekavat V3. Zacneme s tipravou pravé strany. Nejprve vyuZijeme
dokédzané komutacni relace

e
<i>

) hl

<all|;—a,l,l):m< a,L1|(L-V)|a,1,1),

kde dale skaldrni soucin operatort (L - V') rozndsobime a komponenty impulsmomentu
vyjadiime pomoci posunovacich operétora L4

1 A A 1 A A A 1

Operator [._ nechame ptisobit na bra (a, 1, | (coz da nulu). VyuZijeme komutace opera-
torti [L3, V5], operator L3 nechdme piisobit a cely vyraz roztrhneme na dveé ¢4sti

<a,l,l|173|a,l,l> + a,l,l|ﬁ+(V1 —iV2)|u,l,l>

L 1
[+1 2r(1+1)
a vyraz V; — iV, ptevedeme na slozky tenzorového operdtoru uZitim (1.15): V; — iV, =
V2V (1, —1). Zpétnym dosazenim potom dostdvame

L(a Li[Vsla, 1)+

— (LI, V(L ~1)a,11) =

1
V2r(1+1)



_ i
41

N 1 o N N o
a,l,l\Vala,l, 1) + ————{a, ]| |L.,V(1,—-1)| +V(1,—1)Li|a,ll).
@Bl b+ s [, VD] + 70, Do L)
Ptisobeni i+ na pravou stranu braketu ddva nulu, zatimco komutator [ﬁ+, V(l, —1)] je
dle (1.7) roven

(L4, V(1,-1)] = a1, -1)V(1,0) = V21V
Dosazenim pak dostdvdme
l 1 . .
<l—|——1 + l—I——l) (a,1,1|V3la,1,1) = (a,1,1|V3|a,1,1),

coz bylo dokézati. Pomoci Wigner-Eckartova teorému mtiZeme odtivodnit platnost rov-
nosti pro vSechny slozky. O

Priklad. UvaZzujme systém sloZeny ze dvou podsystému. Mame urcit stfedni hodnotu
vysledku méfeni tfeti komponenty impulsmomentu prvniho podsystému provedenych
ve spole¢ném vlastnim stavu kvadréati impulsmomentt obou podsystémd, tfeti kom-
ponenty impulsmomentu celého systému a kvadratu impulsmomentu celého systému.

Stfedni hodnota 3. slozky impulsmomentu 1. ¢éstice je ddna maticovym elementem
<lll 12/ l/ m|i‘(1)3|lll 121 ll m)/

ktery uzitim véty 1.4 pfechdzi na

A~

Ls - (i ) i 1 ) m 5 4
(1 i1, m] = hlm) = sy ol miL - Loyl il m),

kde vyjadfenim soucinu operdtort L - L) ve tvaru®

22 14 s2 3 0\ _ 1/ 2 52
L-Ly=5 (B2 + 12— (L—Lw)?) = > (B3 + 12— 1%)
dostavame hledany vysledek
. hm
<ll, lz,‘l,m|L(1)3|ll,lz,’l,m> = m (ll(ll + 1) + l(l + 1) - lz(lz + 1))

Véta 1.4 ndm nedd odpovéd’ pro ! = 0 (ziskany vysledek na [ = 0 nelze ani rozsifit), ale
tim zbyva jedind neznama

<l11 ZZI O/ O‘ z‘(l)?,’ll/ 12/ 0/ 0>/

a to jesté jediné v pifipadé I; = Ip, protoZe jinak by hodnota I = 0 nebyla dosazitelna
kvili trojahelnikové nerovnosti. V tomto pfipadé ziskdme vysledek 0 snadno na za-
kladé symetrie mezi L (1) a L(,) a zndmé stfedni hodnoty (L) = (L(1)3 + L(2)3) = 0.

=0

2Qperétory riznych slozek Lal 1) nekomutuji, ale stejnych sloZek ano; diky tomu L. i(l) =L - L.

Bez tohoto pozorovani by pouzity rozklad nefungoval.
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Priklad. UZzijte Wigner—Eckartova teorému k vypoctu Starkova jevu v poruchové teorii
do 1. ¥adu pro zédkladni a prvni excitovany stav elektronu v atomu vodiku.

Starkovym jevem nazyvame rozstépeni spektrdlnich ¢ar atomu vlivem homogen-
niho vnéjsiho elektrostatického pole. Elektron atomu vodiku v homogennim elektrosta-
tickém poli E = (0,0, E) mtizeme popsat hamiltonidnem

B2 2
=1 T kg
2Me  4req|X|

Posledni ¢len budeme povaZovat za malou opravu Hy popisujici atom vodiku bez vnéj-
siho elektrického pole. Vlastni funkce Hy, které oznacime |n, 1, m), spliuji

A —R
Hyl|n,1,m) = ?|n,l,m>,

I:Z\n,l,m> = h2l(l—|—1)\n,l,m>, 1e€{0,1,...,n—1},
La|n, 1,m) = hm|n,1,m), me{-1,...,1},

kde R znaci Rydbergovu energii, kterd pro atom vodiku nabyvé4 hodnoty R ~ 13, 6¢eV.
n nazyvame hlavni kvantové ¢islo (n = 1, 2,...). Pfi n = 1 mluvime o zédkladnim stavu,
n = 2 o 1. excitovaném atd. Je zifejmé, Ze mimo zdkladni stav jsou vSechny hladiny
energie degenerované. Posledni ¢len hamiltonidnu chdpeme jako poruchovy ¢len. Z
vysSe uvedeného plyne nutnost pouZit poruchové teorie pro degenerované spektrum
(viz [?]). Dle této teorie je nasim tikolem najit matici B s elementy tvaru

Bij = B (L m),(,m) = (1, L, M[eER3|n, 1, m), (1.17)

jejiz vlastni hodnoty pfedstavuji 1. opravy energie. V dals$im budeme uvaZovat mati-
covy element bez eE.

Vime, Ze k vektorovému operatoru X existuje ireducibilni tenzorovy operator 1. fadu
T(1) tak, ze X3 = T(1,0) (viz (1.15)). Tim mame v8e p¥ipraveno k nasazeni Wigner—
Eckartova teorému, jez pouZijeme zapsany ve tvaru (1.13). Vénujme se nejprve zaklad-
nimu stavu. Zde mdme jediny moZny maticovy element

(1,0,0/7(1,0)1,0,0) = (1,0,0,0/0,0)(—~1)(1,0 ||T (1) 1,0).

Diky nulovosti CG koeficientu na pravé strané (porusena trojihelnikovd nerovnost mezi
hodnotami 1, 0,0) mtiZeme prohlasit, Ze ke Starkové jevu na zdkladnim stavu pfi poru-
chové teorie do prvniho ¥f4du nedochézi.?

Pristupme k 1. excitovanému stavu. Zde musime obdrZet matici 4 x 4, nebot’ ve
vlastnim vektoru |2,1,m) musi uspofddand dvojice (I,m) prochdzet mnozinu {(0,0),
(1,—1),(1,0),(1,1)}. Déle o hledané matici pfedem vime, Ze bude samosdruzend, ne-
bot’

(n,L, M|X3|n,1,m) = (n,1,m|Xs|n, L, M)*.

3Poruchova teorie do druhého ¥adu by vedla k posunu energetické hladiny i pro zékladn stav.
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VyuZijme opét Wigner—Eckartova teorému k uréeni maticovych elementii

( )L+1—l

2,L,M|T(1,0)|2,1, 1,1,0,m|L, M)~——~————
(2, L, MIT(1,0)[2,1,m) = (1,1,0,m|L, M) &= 575

(2,L|T(1)

). (1.18)

Snadno nalezneme mozné hodnoty (I, m, L, M), aby CG koeficient byl trividlné nenu-
lovy. Zistane ndam pét moznych kandidatt na nenulovy maticovy element

(2,1,0/X3/2,0,0), (1.19a)
(2,0,0|X3/2,1,0), (1.19b)
(2,1,-1|X3]2,1, -1), (1.19¢)
(2,1,1|X3/2,1,1), (1.19d)
(2,1,0/X3/2,1,0), (1.19)

CG koeficient vystupujici na pravé strané posledniho maticového elementu je rovnéz
nulovy (jiz netrividln€). Zbyvaji ndm 4 kandidéati, které jiZ musime napocitat piimo
z tvart vlastnich vektorti. Zde jsou jejich explicitni vyjadfeni:

(1—p/2)e /2 pe P/2 cos () pe P/2sin(9)e'?

\/87ad \/327al \/647a3

kde ay pfedstavuje Bohriv polomér, p = r/ag. Ptesli jsme ke sférickym soufadnicim
(x,y,z) — (p,9, ) s jakobidnem | 7| = adp?sin(8). Transformace ovlivnila i vyjadfeni
operatoru X3 = agp cos(d).

Urc¢eme nyni maticovy element (1.19d) pfimo z definice skaldrnitho souc¢inu. Po pe¢-
livém dosazeni a tipravé integrandu dostavame

|2,0,0> - ‘2/ 1/O> - ’2’ 1’]‘> =

27T T

(2,1,1|1X3]2,1,1) = —/dp/dgo/dﬂp e P sin’ (1) cos(d) = 0.
R+
To ovSem znamend, Ze redukovany maticovy element na pravé strané (1.18) musi byt
pro! = L = 1 nulovy. Tim pddem je nulovy i maticovy element (1.19c). Maticovy
element (1.19b) uré¢ime stejnym postupem

(2,0,0/%3[2,1,0) = 7 /dp/d(p/dﬂp (1— p/2)e " sin(®) cos®(9) = —3a
R+

a jelikoZ maticovy element (1.19a) je jeho komplexnim sdruZenim, musi byt

(2,1,0/X3]2,0,0) = —3ay.
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Vrat'me se nyni k ptivodni tloze (1.17) a sepidme nase vysledky do matice*

0 0 —3eEay O
0 0 0 0
—3eEay 0 0 0
0 0 0 0

B =

Spektrum obsahuje vlastni ¢isla op = {0, £3¢eEag }. Dle poruchové teorie do 1. fadu tedy
dojde k rozstépeni prvniho excitovaného stavu na 3 energie: Ey = —R/4 s degeneraci2 a
Eip = —R/4 £3eEap, kazda s degeneraci 1 (podle algebraické nasobnosti vlastnich ¢isel
matice B). Dospéli jsme k vysledku, ktery je ve shodé s vysledkem ziskanym odliSnym
postupem v [?].

Pozndmka. Vyhody Wigner-Eckartova bychom docenili az na vyssich excitovanych sta-
vech, popft. pfi vyssich fadech poruchové teorie. Jiz pfi druhém excitovaném stavu by
matice B méla rozmér 9 x 9.

4Indexaci fddkovych a sloupcovych prvka miZzeme volit dle libosti. Musime v3ak zachovat stejnou
indexaci v faddku a sloupci. V nagem ptikladé volime vyse uvedené potadi ((0,0), (1,—1),(1,0),(1,1)).
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