Kapitola 1

Geometricka formulace Hamiltonovy
mechaniky

Uvazujme varietu N a jeji koteény bundle T N. Jiz vime, Ze je vhodnym objektem pro matematicky
popis fazového prostoru mechanického systému s konfigura¢nim prostorem N. Na T*N existuje vy-
znacna, tzv. kanonicka 1-forma definované nésledujicim piedpisem: bud 7 : T*N — N projekce ve
fibrovaném prostoru T*N. Definujeme A\ € I'(T*(T*N)) predpisem

(Vw e T*N)(Mw) = 7" (w)).
V lokélnich soufadnicich (z%) na U = U° ¢ N zavadime soufadnice (p;) na T*U: p;(wi(q) dz¥) = wi(q)
pro g € U. Spoletné (z*,p;) tvori soufadnice na T*U. V nich mame (A e (T (T*U))):
A =p;da’.
Dale muzeme uvazovat kanonickou (Cartanovu—Poincarého) 2-formu w = d\. V lokélnich sou-

fadnicich mame
w =dp; Adz”.

Evidentné je w exaktni a tudiz uzaviena. Dale je nedegenerovana ve smyslu

(VaeT*"NY(VX e T,(T*N), X +#0)(3Y e T,(T*N))(w(a)(X,Y) £ 0).
Tyto vlastnosti jsou zakladem pro zobecnéni. (Nedegenerovana 2-forma umoziuje ztotoZnit teény a
kote¢ny prostor X € T,(T*N) - ixwe T (T*N).)

Definice 1.1. Diferencialni varieta M vybavena nedegenerovanou uzavienou diferenciilni 2-formou w
se nazyva symplekticka. Formu w pak nazyvame symplekticka 2-forma.

Priklad 1.1. M =T*N s formou w = dA.

Pozndmka 1.1. Necht V je vektorovy prostor, w je nedegenerovana 2-forma na V. Pak 2|dim V.
Diikaz. Necht (e;) je baze V, (e) je baze V*. Pak w = w;je’ nel, e'(e;) = (5;», tj. w(X'e;,Ye;) =
XYIw(ei, e;) = XY (wij —wjs)- Formu w budeme dale vybirat jako antisymetrickou matici A. Forma
w je nedegenerovani < (VX)(w;; X' # 0) < rankw;; = dimV < det(w;;) # 0. Plati A+ AT =0,
det A = det AT a soucasné det A = (-1)4™V det AT. Kdyz dimV je licha, tak det A = —det AT a
soucasné det A = det AT, tj. detA=0. m
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Véta 1.1. Darboux: Bud (M, w) symplekticka varieta, ¢ € M. Pak existuje okoli U =U° c M, qe U,

. dim M )
a soufadnice (p;,z'),_2 na U takové, ze w|, =dp; Adq’. (Bez dikazu.)

Nyni se budeme snazit zformulovat hamiltonovskou mechaniku na symplektické varieté. Zakladni po-
znatek je, Ze nedegenerovand forma w € Q?(M) nam umoziuje ztotoznit T,M a T;M, resp. X(M) a
QY (M).

Véta 1.2. Zobrazeni p: T,M — T; M, kde p(X) =ixw(q) a w je symplekticka 2-forma, je izomorfiz-
mus vektorovych prostort.

Diikaz. Linearita ¢ : X — ixw je zfejma. Déle pro jadro ¢ z nedegenerovanosti plati: X € kerp <
ixw(g) =0« (VY eT,M)(ixw(Y)=w(X,Y)=0)= X=0. =

Véta 1.3. Zobrazeni ¢ : X(M) - QY (M), kde p(X) = ixw a w je symplekticka 2-forma, je izomorfiz-

mus vektorovych prostort.

Diikaz. V kazdém bodé ¢ € M mame ¢, vzijemné jednoznacné. Hladkost vyplyva z hladké zavislosti
ixwnaX. m

Definice 1.2. Vektorové pole X na symplektické varieté (M,w) je

e lokilné hamiltonovské < ixw je uzaviend, tj. dixw = 0.
e hamiltonovské < ixw je exaktni ve smyslu: (3f € C*(M))(ixw = -df). Pak znac¢ime X = Xj.

Pozndmka 1.2. Ditvod pro predchozi definici: Bud M = T*N, w = dp; Adz®, H(p;,z%) € C*(M). Pak
Xg=Y%, (gf_ 92i - SZ %). Tudiz integralni kfivky vektorového pole Xy jsou feSeni Hamiltonovych
pohybovych rovnic &' = 2—5_7 PDi = —gg.

Véta 1.4. Vektorové pole X € X (M) je lokalné hamiltonovské < Zxw = 0.

Diikaz. (w je uzaviend) Fxw =dixw +ixdw =dixw. =

Véta 1.5. Necht N je diferencovatelna varieta, 7 € Q*(N), X, Y € X(N). Pak Zx7 =0 < (Vt € R)
(Vge N)(Ui T =7), pokud ma U4 (g) smysl. Podobné ZxY =0 <« U4 (V)=Y.

Dikaz. $-(UR7) =limeng (U7 - U T) =limeo U (2(UYT-7) = UK Zx7=0 =

Véta 1.6. Toky komutujicich vektorovych poli X, Y komutuji. Neboli méjme diferencovatelnou varietu

N a X,Y € X(N) takové, ze [X,Y ] =0. Pak (Vge N)(Vs,t € R) takova, Ze vyrazy maji smysl, plati
U5 0 U (q) = T 0 5 (q).

Diikaz. Necht g € N, 1 integrélni kiivka X z g, tj. v1(t) = % (q), vybereme pevné s € R, v integralni
kiivka X z G = U5 (q), tj. 72(t) = U (q) = U5 (V5 (¢)). Definujeme 3 = U5, (71(t)). 72(t) = X (12(t)),
v3 =03 (71(t)) = U3 (X (11(¢))) = X (7v3(t)), nebot LxY =[X,Y], a tedy U5, (X) = X. Mame tedy
Y2 (t), v3(t), které vyhovuji stejné diferencialni rovnici se stejnou poc¢ateéni podminkou a z jednoznad-
nosti FeSeni plyne vo(t) =v3(t). =

Definice 1.3. Necht (M,w) je symplektické varieta. Pak zobrazeni (transformaci) ¢ : M — M nazveme
kanonické zobrazeni < ¢*w = w.
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Definice 1.4. 1-parametricka lokalni grupa transformaci variety IV je takové zobrazeni ¢, kde
@:U=U°cRxN->N,{0}xNcU, (Vge N)(#(0,q) = q), pro které plati

(Vs,teR)(Yqge N)(((t,q) € U a soucasné (s,¢(t,q)) eU) = ¢(s,0(t,q)) = p(s+t,q)).

Véta 1.7. Necht (M,w) je symplekticka varieta, X € X(M). X je lokdlné hamiltonovské < jeho tok
Ut definuje 1-parametrickou lokalni grupu kanonickych transformaci variety M.

Dikaz. xw=0<=¥w=w =
Definice 1.5. Necht (M,w) je symplekticka varieta, f,g € C°(M). Poissonova zavorka na M je
bilinearni zobrazeni {-,-} : C°(M) x C*°(M) - C* (M) dané predpisem
{fr9}=ix,ix,w.
Pozndamka 1.3. {f,g} =ix,ix,w=—-ix,dg=-X;(g) = ~ix,ix,w =ix,df = Xy(f)
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Pozndmka 1.4. V Darbouxovych soufadnicich mame w = dp; Adz?, {f,g} =

Véta 1.8. Necht f,g e C°(M). Pak ] Xifg) = —[Xf,Xg]\

Dikaz. h = {f7g} = inngw, (.,S”ng = O, fow = O), tj. ixhw = —d(inngw) = —gxlf(ixgw) +
ix,d(ix,w) = ~Lx,ix,w+ix, Lx,w = ~i[x, x, W~ ix,Lx,w = ~i[x, x,)w a tedy X, = -[X, X,].
]

Véta 1.9. Poissonova zavorka vyhovuje Jacobiho identité, tj. (f,g,h e C*(M)):

{fa {g’h}} + {g,{h’f}} + {h7 {fvg}} =0.

Diikaz. {f, {g,h}} = iniX{gl}L}w = —ind{g,h} = —fxf{g,h} = _ngngith = _ifxf(Xg)ith_
ngiffxf(Xh)w' Navic ng(Xg/h) = [Xf,Xg/h] = _X{f,g/h}7 takze {f, {g7h}} = Z'X(f,g}ixhw-i-ixgix{f’h’}w =
{{f.g},h}+{g,{f,h}}. m

Véta 1.10. Necht f,ge C*(M), {f,g} =0. Pak fo\I!th = f, go\Ilg(f =g.

Dikaz. Z¥ejmy. m

Pozndmka 1.5. Naopak, mame-li lokalni 1-parametrickou grupu kanonickych transformaci, tak je X
(jeji generator) lokalné hamiltonovské, a tedy existuje lokalné definované f e C°(U) : X = Xy, tj.
integral pohybu pokud grupa zachovava H.



