Kapitola 1

Lieova derivace

Uvazujme tok ¥x daného vektorového pole X € X (M). Z definice ¥x vyplyva, ze (Vpe M)(Vs,t e R)
takova, Ze leva strana nasledujiciho vyrazu ma smysl, plati (viz poznamky ?? a ?7):

Ux(t,Ux(s,p))=Ux(t+s,p).

Pozndmka 1.1. Na jistém okoli kazdého p € M je pro jisté e, kde |t| < €, zobrazeni W% difeomorfizmus
a tedy na tomto okoli (W%, )~! : (¥ )™ = U} Pro nasledujici tvahy, kde nas bude zajimat limita
lim;—o v n&jakém p € M, lze chapat % jako difeomorfizmus.

Definice 1.1. Bud X € X(M), w € Q*(M). Definujeme Lieovu derivaci diferencialni formy w ve
sméru vektorového pole X piedpisem

: 1 tx
PLxw = ]l‘l_r)%g (T5w-w).

Pozndmka 1.2. Tedy (Vpe M)(ZLxw(p) =limy_ % ((TRw)(p) —w(p))).

Pozndamka 1.3. Lx : QF(M) - QF(M)

Pozndmka 1.4. Plati (Vf € C®(M))(Zxf = X[), nebot (Vp € M)(limeo 1(f(¥(p)) - f(p)) =
Xf(p))-

Definice 1.2. Bud X,Y € X(M). Definujeme Lieovu derivaci vektorového pole Y ve sméru vekto-
rového pole X predpisem

1
ZxY =lim " (TR (Y)-Y).

Pozndmka 1.5. limyo 1 (U5, (V) -Y) =limyo 7 U3, (Y = U, (V) =limyg 1 (Y - U, (Y)), nebot

limy_o U, (Z) = Z. Takze ZxY =limyo 5 (Y - Ui, (V).

Definice 1.3. Kovariantni tenzor T k-tého Fadu na varieté M je k-linearni (hladké) zobrazeni
T:(X(M))F - C°(M) takové, ze T(X1,...,Xy)(p) zavisi pouze na hodnotach X1,..., X v bodé p.

Definice 1.4. Kontravariantni tenzor S k-tého Ffadu na varieté M je k-linearni zobrazeni takoveé,
7e S (QY (M) - C=(M) a S(w,...,w")(p) zavisi pouze na w'(p),...,w*(p).

Pozndmka 1.6. Pro ¢ : M — N a kovariatni tenzor 7' na N definujeme

(0" T)( X1y, Xi)(P) = T(Px X1, .-, 02 Xi) (D),

pro difeomorfizmus ¢ : M - N a kontravariantni tenzor S na M definujeme

(6.8)(wh, ..., w") = S(¢*wh, ... " W").
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S pomoci predchozi pozndmky definujeme Lieovu derivaci libovolného kovariantniho tenzoru na varieté
M analogicky k definici Lieovy derivace pro formy. Pro kontravariantni tenzory uZijeme definice Lieovy
derivace pro vektorova pole.

Vlastnosti Lieovy derivace

1. ’do.iﬂx:gx od

ti. (Vo € Q°(M))(dLxw = Lxdw)

2. ’fxoiyﬂyoofxﬂx){m‘

3. (Vw,7e (M) (Lx(wAT)=LxwAT+wALxT)
4. (VY, Z e X(M))(Zx[Y, Z] = [ZxY, Z] + [Y, Zx Z])

Pozndmka 1.7. Diikaz vlastnosti (2):
Driyw = lim & (Wiyw - iyw) = im © (igeey (Thw) - i
xiyw =lim - (Uxiyw —iyw) =lim - (igpy (Txw) - ivw)
1 . . ‘ :
= %1_{%; (wg;y(‘l’txw) —igty (W) + iy (W) —iyw)
1 . ‘ : .
=lim - (iwtey (TRW = W) + i, o 1 (0t (v)-v)& = iy (Lxw) +igy(vyw ®

Z bodu (2) dostavame disledek (f € (M), Zxdf =d(Xf)): Lx(iydf) =iy Lxdf +ie vHydf, tj.
Zx(Yf)=iy(d(X[))+ ZLx(Y)f, z ehoz plyne X(Y ) =Y (X [f) + (Zx(Y))f neboli

[ Zx(V) = [X,Y]]

Z tohoto vztahu a vlastnosti komutéatort pak plyne vlastnost (4). Vlastnost (1) plyne z poznamky ?7.

Pozndmka 1.8. Déle je uzitetné si uvédomit, Zze jakékoliv zobrazeni A : Q*(M) — Q°(M) vyhovujici
(Vw, 7 e Q*(M))(A(wAT) = (Aw) AT+wA (AT)),doA=Aod, (VfeC®(M))(Af = Xf), uz nutné
musi byt totozné s Lx.

Diikaz. A(dz"*) = d(Az") = d(Xz*) = Zx(dz*). =

Lemma 1.1. Platf’ix(w/\T) SixWAT+ (—1)}%}/\2‘)(7‘7 kde w EA’;M, TGAéM, XeT,M.

Diikaz.
’L.XO(OJ/\T)(Xl,,...,XkH,l): Z 5({),{,...,k+l—1)w(X7)T(Xj): Z()+ Z()
T7 0eT 0e7
[|=k, | J|=l
= Y 00 ywXo, X)) T(X5)+ Y 04 iy w(X)T(Xo, Xg) (-1)F
HT TG
|H|=k-1,|J|=l |I|=k,|G|=l-1
= (iXOOJ N T)(X1, . an+l—1) + (—1)k(w A iXOT)(Xl, e 7Xk+l—1)
]
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Véta 1.1. Na Q*(M) plati | Zx =doix +ixod

Diikaz. Vyuzitim predchozi poznamky a lemmatu. Na funkcich ix f =0, ixdf = X f = Lx f. Dale
d(do ix +ixod)=d*cix +doixod=doixod=(doix+ixod)od.

Pro ovéreni v8ech vlastnosti jesté zbyvéa dokazat asociativitu:

)k—l

(dOiX+iXOd)w/\TZdin/\T+(—1)kdw/\ix7‘+(—1 ixwAdT +wAadixT

+ixdw AT+ (—l)kixw/\d7'+ (—1)k+1dw/\ixr+w/\ixdr
=((dix +ixd)w) AT +wA ((dix +ixd)T)
n

Disledek 1.1. Necht w e Q' (M), X,Y € X(M). Pak plati tzv. Cartantiv vzorec

[dw(X,Y) = X (w(¥)) - Y (w(X)) ~w([X,V])]

Dikaz. (ixwe C®(M))

dw(X,Y) = iyixdw = iy(gxw —dixw) = (iy ng)w —Y(w(X))
= (Zx oiy)w—izy(v)w-Y(w(X)) = X(w(Y)) - V(w(X)) -w([X,Y])
|

Véta 1.2. Zobecnéni piedchoziho vzorce (w € QF (M), stifsky zde znamenaji, Ze se dany prvek jako
argument vyneché):

k+1

dOJ(Xl,...,Xk+1) = Z(—l)j_lXj(o.)(Xl,...,ij..,Xk+1))
j=1
k+1 o N R
+ Z (—1)Z+JW([XZ',XJ'],X1,...,XZ',...,Xj,...7Xk+1).
z,i]:jl
Dikaz. Indukei s vyuzitim: ix, ., ...ix,dw = —ix,,, ... ix,dfx,w + ix,,, - ix, (ix,Lx,w) = ... , kde

inlew:gXlinw_i[Xth]wa atd. m

Pozndmka 1.9. Leva strana predchoziho vzorce zavisi jen na Xi|p, vyrazy na pravé strané zavisi i na
X; v okoli pe M. Z odvozeni ovSem vyplyva, ze celd prava strana zavisi jen na Xi|p.

Véta 1.3. ‘ [Zx, Ly = Lx,v) ‘

Driikaz. Pro funkce a vektorova pole ziejmé, pro formy:

fxgy —jyfx = dixdiy +dixiyd+iXd2iy +ixdiyd—diydix —diyixd—ideiX —iydixd
:dODfX Oiy—diy O.ﬁfx+$xoiyod—iy Ofxod

=dipx,yy+ix,y1d = Zxy)

Lze tézZ jinak: [ixd+dixfy] =...= —igy(x)d —d’igy(x) ]



