Kapitola 1

Integrace na varietach s hranici,
Stokesova véta

Véta 1.1. Bud ¢ difeomorfizmus variet M a N stejné dimenze n, w € Q"(N), U = U° c M. Pak plati:

fd)(U)w:quS*w.

Diikaz. Pomoci rozkladu jednotky prevedeme na soucet integrala v R", dale viz substituce v Lebesgu-
eové integralu. m

Definice 1.1. Bud M s orientaci o vnofena podvarieta N, ¢ : M — N vnoieni, dim M =m, dim N =
n > m. Pak pro w € Q™ (N) definujeme:

w= *w.
/(.¢(M),¢) fM ¢

Pozndamka 1.1. Hodnota integrélu opét nezavisi na konkrétnim zptsobu parametrizace N, ale muize se
lisit pro ¢ a ¢', ktera nelze propojit difeomorfizmem v : M — M takovym, Ze ¢ = ¢’ o 1).

Nyni chceme dospét k jedné ze zakladnich vlastnosti integrala z forem, tzv. Stokesové vété:

f dw:f w.
M oM

Nejprve budeme uvazovat dva specialni pfipady, jez nAm umozni vétu odvodit:

Priklad 1.1. Uvazujme R?*[z,y] a oblast  c R? vymezenou jako vnitfek konvexniho linearniho obalu
Q= ([(0,0),(1,0),(0,1)],)°. Hranici Q popiSeme pomoci tii tise¢ek parametrizovanych zptsobem:

71(7) = (7,0)
Yo(r)=(1-7,7) 7€(0,1)
73(7) = (O’ 1 _T)

Na R? definujeme orientaci o((1,0),(0,1)) = a(%, %) = 1, tseky hranice oblasti {2 orientujeme tak,

aby ai(%) =1 < o(ﬁ,’yi*(g)) =1, kde 7 je vngjsi normala k Q v g € v; a 7 je soufadnice podél ;.
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Bud w = w,dz + w,dy € Q' (R?), dw = (dywy — dyw,) dz A dy. Pak plati:
1 1-x p p 1 1-y p 1 1-x p
dwo= [do [ dy (uoy - o) = [ dy [ dvdsw,- [Cde [T dy oy
/Qw oxo Y (Opwy — Oywy) oyo T Opwy oxo Y Oyw
1 1
- [y @ (=) -, (0.9) - [ dr (@ 1-2) - w,(2,0)
1 1 1
- [Cay w0+ [ dewn(@0)s [Cdr (@,(1-mr) e (- 77)
0 0 0

V5w, kde v2(7)=(1-7,7)
=[w+fw+fw:fw.
73 71 Y2 o0

Priklad 1.2. R"[z',...,2"], (e;) standardni baze R", x%(a’e;) = 27, Q = ([eo,e1,.--,en]x)°s €0
orientace o(eq, .. en) =1, 00 =U,[eo,. .-, € en]m kde st¥igka znaci vynechani prvku.

0,

Na 0Q; = [eo, .. ,€i,. .., en]x zavadime orientaci opet tak, ze oy (f1,- -+, fno1)(2) =0 (7, f1, ..., foo1)(2),
kde fi,..., fn-1 € T.(0€;) a 7 je ven orientovand norméla k nadroving obsahujici 0Q;. Dale necht
weQ" (V) tj. dw e Q"(V), kde V =V° cR", Qc V:

w=y wi(-1)"* dz' A Adzi AL ada”, :Z (awl)dx A.oondz™.

i=1

Pro integral dostavame (nutno pamatovat na orientaci):

ow;
f dw = f0<xj<1 ..dz Z ozt

Yial<l
U 1 T3 1 j 1
— . 3 n X J n . n
—zf 0<picy dx ... dzt...dz (wl(x,...71—2x7...,x)—wl(x,..., & ey x™))
i=1 Yo e w’<l g i-t4 pozice
——
i-t& pozice
L n n
:Z[ vewicy  dztidat.da(wi(zt,. 1= ))+Z[ w
=1y aia i) i=1 0%
N ——
i-t& pozice
:f Z(—l)”widxl/\.../\dxl/\...Adx”+Zf w:Z[ wz[w
0 i = Joq, =5 Jo9; o0
Definice 1.2. Mé&jme RP se standardni bazi (e1,...,e,) a orientaci o, o(ey,...,e,) = 1. Definujeme
A s »Ep s s ,Ep ]

standardni p-simplex A, jako (eg = 0):
Ay =[eose1,...,ep]e ={a'e;|a’ 20,) a" < 1}.
i=1

Definice 1.3. (Singularni) p-simplex v n-rozmérné varieté M je hladké zobrazeni o, néjakého
U=U°cRP, kde A, cU, do M.

Pozndmka 1.2. V predchozi definici se za defini¢éni obor zobrazeni bere okoli A, a ne samo A, mj.
proto, Ze chceme, aby byla zajisténa existence derivaci na hranicich. Dale pokladame o, = 0,(A,).

Pozndmka 1.3. Dva singularni p-simplexy o, a Uzl> (z U ¢ R? do M) povazujeme za ekvivalentni,
pokud existuje V = V° c U, A, c V a difeomorfizmus ¢ : V - ¢(V) takovy, ze ¢(A,) = A, a

Plory = 79 ° -
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Definice 1.4. (Singularni) p-fetézec v n-rozmérné varieté M je libovolna formalni linearni kombi-
nace singularnich p-simplexii na M (modulo ekvivalence).

Definice 1.5. Operator hranice 0 pfifazuje p-fetézcim na M (p — 1)-Fetézce néasledovné:

e Standardnimu p-simplexu piiradi

p
oA, = S (-1)FAM)
k=0

p-1’
kde Al(ji)l = [eo,...,€k,...,€plx je tfeba chapat jako singularni (p — 1)-simplex ve varieté R?,
A® U R S RP, kde Ay € UL

e Singularnimu p-simplexu o, pfifadi
3 (k)
ooy = Z (—l)kap oA
k=0

e Linearnim rozsitenim definujeme hranici libovolného p-fetézce.

Tj. operator hranice pfifazuje p-simplexu orientovany soucet jeho stén, kde orientace je indukovana
vnéjsi normalou a orientaci R?, tj. o'(f1,..., fp-1) =o(n, f1,..., fp-1)

Pozndmka 1.4. Z elementarni geometrie dostavame 02A, = 00 9(A,) =0 a tudiz obecné.
Definice 1.6. Bud ¢, singularni p-fetézec ve varieté M, c, = Zle aiU,(,i). Integral p-formy w pies
TFetézec ¢, je definovan predpisem

k k
[ w:Zaif(i) o w:Zaif af,”*w.
Cp i=1 (057 (Ap),0p”) i=1 Ay

Véta 1.2. (Stokesova pro p-fetézce) Bud c, p-Fetézec na varieté M, w € QP~1(M). Pak plati

f dw:f w.
Cp Ocp

Drikaz. Viz integraly po standardnich simplexech a definice integralu po p-fetézci. m

Definice 1.7. Bud N orientovatelna varieta, dim N = p, ¢ jeji prosté vnoreni do variety M. Bud
dale ¢(IN) kompaktni. Pak existuje triangulace vnofené podvariety N, tj. jeji pokryti p-fetézcem

Cp = Vet o—,()’“), ktery spliiuje:

—_

- (Yge N)((3ik emm)(q= 05" (q0), g0 € Ap) nebo (Ik € 1) (g = 03" (20), a0 € Ap A7)

C (Vkem) (ol :U® =U®° 5 N, A, cUB)

[\

. (Vke m)(gé’“) je prosté)

w

4. (Vke m)(gl()k) zachovava orientaci variety V)

Takovy Tetézec nazyvame simplicialni.
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Ocp = ON lze popsat jako koneéné sjednoceni vnofenych variet piekryvajicich se na mnoziné miry nula z

hlediska [ sc. - Vnitini stény se pfi integraci (¢i rovnou v linearni kombinaci simplexii) navzéjem vyrusi,
“Cp

nebot jsou v dc, vidy obsazeny dvakrat s navzajem opacnou orientaci. TudiZz dostdvame nasledujici

vétu.

Véta 1.3. (Stokes) Necht N je orientovana vnorena podvarieta M, N je kompaktni a jako podmno-
zina M je uzaviena, dim N = p, w € QP71 (V). Pak plati

f w=fdw.
ON N



