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Obrazek 0.1.1: Bijekce kruhu na trojihelnik

0.1 Brouwerova véta o pevném bodé

Nasledujici véta mé velmi zajimavy dukaz, ktery vyuzivéd jen jedinou malickost z teorie grafu, a sice zZe
soucet vsech stupnu vrcholu grafu je sudy. Pfesto je zafazena do této predndsky jako ptiklad aplikace
teorie grafu tam, kde bychom to moznd necekali.

Véta 0.1.1. (Brouwer)
Necht’ f je spojité zobrazeni uzaviené koule B C R do B. Potom f md pevnyj bod, tj.

(3z € B) (f(z) = x).

Poznamka. Pokud d = 1, je dukaz tvrzeni snadny. Uzaviena koule reprezentuje uzavieny interval na
realné ose. Vezméme tedy napiiklad
f:10,1] — [0, 1].

Definujme
g9(x) = f(z) -

a ptejme se, zda existuje = € [0, 1] takové, ze g(x) = 0. Zfejmé plati

9(0) = f(0)-0 >
gy =f1)-1 <

Protoze f je spojitd funkce, je i g spojitd a proto nutné (3z € [0, 1]) (g(z) = 0).

0,
0.

Skuteény dukaz Brouwerovy véty provedeme detailné jen pro d = 2. Pro obecné d je myslenka dukazu
stejnd, ale technické detaily jsou komplikovangjsi: Ukazeme totiz platnost véty pro trojihelnik misto pro
kouli v R? (coz je kruh). Pro obecné d bychom vétu dokazovali pro d-simplex misto pro kouli v R<.

Nejprve predvedeme, jak platnost tvrzeni pro trojihelnik implikuje jeho platnost pro kruh. Existuje
totiz spojita bijekce ¢ kruhu B na trojihelnik 7', coz muzeme vidét na obrézku [0.1.1} Kruhu s polomérem
r opiseme libovolny trojuhelnik. Kazdy bod A v kruhu B kromé stfedu spojime se stiedem .S polopiimkou
p, kterd protind kruznici B ve vzdalenosti r od S a trojihelnik T' ve vzdélenosti ¢t od S. Hodnotu ¢(A)
pak definujeme jako bod na p ve vzdélenosti % |TS| od S.

Necht’ nyni f : B + B je spojité zobrazeni. Potom zobrazeni h = ¢ o fop ™t jeh: T +— T a je
spojité. Podle Brouwerovy véty dokdzané pro trojihelnik existuje z € T takovy, ze h(z) = z, neboli
¢ (f (¢ *(x))) = «. Potom ale

fle (@) = ¢ (a),
takze ¢~ 1(x) € B je pevnym bodem zobrazen{ f.

Déle tedy budeme smétfovat k dikazu Brouwerovy véty pro trojuhelnik.

Definice 0.1.2. Necht’ T je trojihelnik. Trojihelniky T4, T, ..., T} nazveme triangulizaci (angl. simplicial
subdivision) trojihelniku T, jestlize Ule T, =T aprokazdé i, j € k, i # j je T;NT; bud’ 0, nebo spolecny
vrchol trojihelnikit 7; a T, nebo spolecnd strana trojhelnika 75 a Tj.

Piiklad. V levém trojihelniku na obrazku je vytvofena triangulizace, v pravém vsak nikoliv, nebot’
nékteré trojuhelniky maji prunik tvorici jen ¢ast strany jednoho z nich.



ano ne
Obrazek 0.1.2: ,Spravna“ a ,nespravna“ triangulizace

Definice 0.1.3. Bud’ T trojuhelnik s vrcholy eq, e, e3, necht’ T, T, ..., T, je jeho trianglulizace. Obarveni
vrcholu trojuhelnika Ty, T, ..., Ty, barvami 1, 2,3 se nazyva vlastni, jestlize pro kazdé 4,j € {1,2,3},i # j
plati

1. e; ma barvu 1,
2. vrcholy trojuhelniki lezici na dsecce e;e; maji barvu ¢ nebo j.
Barvy vrcholu uvnitf trojihelniku 7" nejsou dulezité.

Lemma 0.1.4. (Sperner, 1928)

Necht’T' je trojihelnik, T1,Tx, ..., Ty jeho triangulizace. Potom pri kazdém vlastnim obarveni vrcholi
trojuhelniku Ty, Ts, ..., Ty, barvami 1,2,3 existuje i € k takové, Ze T; md vrcholy obarveny viemi tiemi
barvams.

Diikaz. Dané triangulizaci prifadime graf G = (V, E), jenz bude zkonstruovan takto:
e Mnozina vrcholu V' grafu G bude tvotena trojihelniky T, 77, T, ..., T}.

e Mnozina hran bude splnovat néasledujici dvé podminky:

- {T;,T;} € E, praveé kdyz T;NT} je jejich spole¢nd strana, jejiz konce jsou vrcholy (trojihelniki)
obarvené pravé obéma barvami 1 a 2.

- {T,T;} € E, pravé kdyz T; mé stranu s koncovymi vrcholy obarvenymi obéma barvami 1 a
2 a tato strana lezi ve strané trojihelnika T (jejiz koncové vrcholy jsou tedy také obarveny
barvami 1 a 2).

Je jasné, ze pro stupné vrcholu T; grafu G plati 0 < dg(T;) < 2 pro kazdé i € k. Nen{ totiz mozné, aby
vSechny tfi strany trojuhelnika mély konce obarvené obéma barvami 1 a 2. Stupen T jako vrcholu grafu
G je svazan s pokrytim strany eye; trojuhelniky z triangulizace:

€1 az ag a4 as ag Gt €2

Predpokladejme, ze na hrané eye; jsou zleva doprava usporadany vrcholy

€1 = a1,02,....,a]—-1,0] = €2.
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Jestlize barva a; se lisi od barvy a;11, tak podle definice grafu G je trojihelnik 7; , ktery m4 jako jednu
z hran tsecku @;a;;1, v hrané s T'. Kazda zména barvy vrcholu 1 — 2 nebo 2 — 1 pfi prochézeni strany
€1e3 zleva doprava tedy piispiva jednickou ke stupni T'. Protoze ale e; = a; ma barvu 1 a es = a; ma
barvu 2, tak téchto zmén je lichy pocet. Stupenn T je tedy lichy. Nyni vyuzijeme, ze

k
> da() =) da(Ty) +da(T) = 2#E,
=1

veV

takze soucet Zle da(T;) + de(T) je sudy. Tim paddem Zle T; je lichy. Existuje tedy dalsi vrchol grafu
G (tj. trojuhelnik triangulace T;) s lichym stupném, ktery tak musi byt roven 1. Jinymi slovy, tento
trojihelnik ma v G jen jediného souseda, coz znamend, ze dva jeho vrcholy maji barvy 1 a 2, ale tieti
vrchol uz musi mit barvu 3:

Nyni uz muzeme dokézat ptimo Brouwerovu vétu:

Diikaz. Méjme tedy trojihelnik T' s vrcholy e, s, e3 v linedrnim prostoru R?. Kazdy bod x € T mtizeme
vyjadiit jako konvexni kombinaci
T = a1e1 + ez + azes,
kde
Qg Z Oa

a1+ as +az =1. (011)

Ozna¢me si obecné pro libovolny x € T i-tou soufadnici bodu v uvedené konvexni kombinaci jako o (x).
Obdobné
f(z) = aler + ahes + ajes,
kde
al >0

)

a) +ah+ay = 1. (0.1.2)

Oznacme si obdobné i-tou soutradnici f(z) v konvexni kombinaci bodi ey, es, e3 jako o (x). Je-li z pevnym
bodem zobrazeni f, potom «}(x) = a;(z) pro kazdé i € {1,2,3}.

Postupujme sporem, tj. predpokladejme, ze f nemd pevny bod. Potom lze korektné definovat obarveni
kazdého bodu x € T jako zobrazeni

b(z) := min {i € {1,2,3} a;(z) > ()} . (0.1.3)
Pro toto obarveni plati:

o (Vie{1,2,3})(b(e;) =i). Napiiklad e = 1-e3 + 0 ez + 0 - e3, takze s prihlédnutim k (0.1.1]) a
(0.1.2)) nutné aq(e1) > af(e1).

e Dale (Vi,j € {1,2,3},i # j) (v € &¢; = b(z) € {i,}). Napiiklad kazdé « € erez mé barvu 1 nebo
2. Pro takové z je totiz ag(z) = 0, takze nemuze byt as(x) > of(z).



Zvolme nyni posloupnost triangulaci trojuhelniku 7" ozna¢enou
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tak, ze pro n — oo jde maximum obvodi trojihelniki z n-té triangulace k nule. Obarvime-li vSechny
vrcholy v triangulizaci podle zobrazeni b, bude se jednat o vlastni obarveni. Podle Spernerova lemmatu
existuje pro kazdé n trojuhelnik Ti(:'), ktery ma vrcholy obarveny vSemi tfemi barvami. Oznacme

T vrchol 7™ s barvou 1,

in

UYn vrchol 7™ s barvou 2,

Zn vrchol TZ(") s barvou 3.

Protoze T' je kompaktni mnozina, existuje konvergentni podposloupnost (z;, ),y vybrand z (z,)
kterou budeme nadéle oznacovat opét jako (), cy- To samé plati pro posloupnosti (yn),cy @ (2n)
Necht’ w je limita posloupnosti (z;,) Potom vsak

neN»
neN”
neN-

n—oo

Yn =Yn — Tn +Tpn —— W
——
—0
a stejné tak
Zn — W.

n—oo

Protoze x,, m4 pro kazdé n barvu 1, tak podle (0.1.3) plati ay(z) > of(z). Protoze f je spojitd, je i
soutadnice o (x) spojitou funkef a;(z) (a rovnéz ostatnich soufadnic), takze v limité plati

o (w).

Pro ostatni souradnice vsak dostaneme z vlastnosti y,, a z, stejny vztah:

Y

a1 (w)

Po sec¢teni vSech nerovnosti dostaneme
1 =aj(w) + az(w) + ag(w) > o} (w) + ah(w) + a4(w) =1

a proto musi platit rovnosti a;(w) = af(w) pro kazdé ¢ € {1,2,3}. To ale znamend, ze f(w) = w, coz je
Spor. O]
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