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0.1 Toky v sitich

Definice 0.1.1. Necht’ V' je koneénd mnozina, A C V x V. Uspotrddanou dvojici D = (V, A) nazyvime
orientovanym grafem (angl. directed graph, ,digraph®). Prvky mnoziny A se nazyvaji orientované hrany
(angl. arcs).
Definice 0.1.2. Necht’ D = (V, A) je orientovany graf, X C V,Y C V, X, Y # () a necht’ je ddno zobrazen{
¢ : A — N. Potom uspoiddand ¢tvetice (D, X,Y,c) se nazyva sit’ (angl. network).

Vrcholy z X se nazyvaji zdroje (angl. sources), vrcholy z Y spotiebice (angl. sinks), vrcholy z I :=

VAX\Y se nazyvaji uzlové body (angl. intermediate vertices). Pro a € A ptredstavuje c¢(a) kapacitu hrany
a.

Definice 0.1.3. Necht' N = (D, X,Y,c) je sit’. Zobrazeni f : A — R} nazveme tokem v siti N, jestlize
plati

1. (Va € A) (f(a) < c(a)), tj. tok po hrané je omezen jeji kapacitou,

2. Wwel) ( o flu,v)= > f((v, u))) , tj. v uzlovych bodech plati, Ze ,,co do vrcholu vtéka,
(u,w)EA (v,u)€A
to z néj také vytéka“.

Definice 0.1.4. Necht’ f je tok v siti N = (D, X,Y,¢c). Necht’ S C V je takovd, ze X C S, SNY = 0.
Oznatme S = V\S. Potom dvojici (5, S) nazyvame fezem (angl. cut) v siti N. Kapacitou fezu (S, 5)

rozumime ¢islo
C((S,S_')) = Z c((u,v))
(u,v)EA
ueS,veS

Déle oznac¢me
)= > fluw)— Y fluv).
(u,v)EA (u,v)EA
u€S,veS ueS,weS
Cislo val f :== f+(X) nazyviame hodnotou toku f (angl. value of f) v siti N.

Pozndmka. Je snadné ukdzat, ze pro kazdy tez (S, S) v siti N plati f7(S) = f+(X). Formalné by to bylo
mozné provést postupnou konstrukei mnoziny S z mnoziny X priddvanim vrcholi jednoho po druhém.
Z definice toku f pak plyne, Ze pfiddn{ jediného vrcholu do S nezméni hodnotu f+(S).
Definice 0.1.5. Tok f v siti N nazveme maximalni, jestlize pro kazdy jiny tok f v N plati val f > val f.
Pozorovani 0.1.6. Pro kazdy tok f a vez (S,S) v siti N plati

val f < ¢((S,9)) .

Pozndmka 0.1.7. Specidlné plati, ze hodnota maximdlniho toku je < nez hodnota minimdlniho fezu, tj.
Fezu s nejmensi kapacitou. Najdeme-li tok f a Fez (S, 5) tak, ze

val f = ¢((S,9)),
pak tok f je maximalni a fez (S, S) je minimélni.

Priklad. Na obrazku jsou fimskymi ¢islicemi vyznaceny kapacity hran a arabskymi ¢islicemi tok
f po jednotlivych hrandch. Déle jsou tam vyznaceny fezy (S1,51),(S2,S52),(53,53) a jejich kapacity.
Protoze val f =5 = ¢ ((S2, S2)), je Fez (S2,S2) minimdln{ a tok f je maximalni.

Pozndmka. Kazdou sit’ 1ze snadno pievést na sit’ s jedinym zdrojem a jedinym spotiebicem. Pfidame
zdroj xq, spotiebic yg a vSechny puvodni zdroje spojime s vrcholem xg hranami o dostatecné velké kapacité
(napf. rovné souctu vsech kapacit v siti). To samé provedeme pro spotiebice. Diky tomu muzeme déle bez
ijmy na obecnosti uvazovat pouze sité s jedinym zdrojem a jedinym spotiebic¢em, které budeme misto
(D, {x0}, {yo}, c) znacit jen jako (D, xg, yo, ¢).



c((S1,51)) =6 c((S3,53)) = 8
C((SQ,SQ)) =5

Obréazek 0.1.1: Tok v siti a minim&ln{ fez

0.1.1 Hledani maximalniho toku pomoci f-nenasycenych cest

Definice 0.1.8. Necht’ f je tok v siti N = (D, zg, yo, ¢) a necht’ P je neorientovanzﬂ () cesta s poc¢dteénim
vrcholem xg. Pro kazdou hranu a € P E| polozme

(@) {c(a) — f(a) je-li a (na cesté P) orientovdna ve smeéru z g
t(a) =

fla) je-li a (na cesté P) orientovdna ve sméru do xg
Jestlize ¢(P) := mingep t(a) > 0, pak fekneme, 7Ze cesta P je f-nenasycend.

Piiklad. Na obrdzku[0.1.2]je tlustou ¢arou zndzornéna f-nenasycend cesta P. Vyznam &islic je vysvétlen v
minulém piikladé. Podle definice zjistime, Zze ¢(P) = 2. Nyni upravime tok v siti ndsledovné. Na hrandch,
které vedou po cesté P ve sméru od z, zvysime tok o ¢(P) a na hrandch vedoucich po P ve sméru do x
snizime tok o ¢(P). Potom nové zobrazeni f, které vznikne z f uvedenymi dpravami, je opét f : A — Ry
a téz prvni podminka na tok v definici [0.1.3] je zfejmé splnéna. Co se tykd druhé podminky, lze situace,
které nastanou na cesté P, shrnout na nésledujicich schématech:

=0 =
+u(P) +u(P) —u(P) —u(P)

=0 ®
+u(P) —u(P) —u(P) +u(P)

Je vidét, ze at’ jsou hrany na vrcholech cesty P orientovény jakkoliv, bude v kazdém uzlovém bodé stale
zachovana bilance ,,vtoku“ a ,vytoku®. Proto f je tok, ktery ma hodnotu val f = val f + «(P).

Véta 0.1.9. Tok f v siti N = (D, xg, yo, ) je mazimdlni tehdy a jen tehdy, kdyz neexzistuje f-nenasycend
cesta koncici ve spotiebici yg.

Driikaz.

Diikaz této implikace bude v podstaté shrnutim tvah provedenych v minulém pifkladu. Postupujme
sporem: necht’ existuje f-nenasycend cesta P konéici v yy. Potom definujeme zobrazeni f takto:

LCestu P uvazujeme tak, jako kdyby graf D nebyl orientovany, tj. kazdé hrané a = (u,v) odpovidd neoriento-
vand hrana {u,v}. Formdlné muzeme zapsat, Ze orientovanému grafu D = (V,A) pfislusi neorientovany graf Gp =
(V,{ {u, v} (u,0) € A}).

2Pokud uvazujeme P jako podgraf Gp, pak bychom méli psat spise ,a € A takovd, ze a = (u,v) a {u,v} € E(P)“
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Obréazek 0.1.2: f-nenasycend cesta v siti

e Ya e A a¢ P polozime f(a) = f(a),
e Va € A,a € P, kterd je po cesté P orientovéna ve sméru z o do yo, polozime f(a) = f(a) 4 o(P),

e Va € A a € P, kterd je po cesté P orientovana ve sméru z yg do xg, polozime f(a) = f(a) — ¢(P).

Potom je opét (Va € A) (() < fla) < c(a)) arovneéz (Vv € I) ( S f(wo)= % f((v,u))) , takze

(u,v)EA (v,u)€EA
f je tok a pro jeho hodnotu plati ~
val f =val f + (P) > val f,

coz je spor s maximalitou toku f.
Definujme
M = {v € V| 3f-nenasycend cesta z xo do v} .

Potom zy € M a z predpokladu plati yo ¢ M. (M, M) je tedy fez v siti N. Potom na kazdé hrané
a = (u,v) € Aju € M,v € M musi z definice M platit +(a) = 0, neboli f(a) = c(a), jinak by totiz
v € M. Stejné tak i na kazdé hrané a = (u,v) € A,u € M,v € M musi byt +(a) = 0, coz v tomto pifpadé
odpovida (z definice ¢(a)) rovnosti f(a) = 0. Proto plati

c((M M) = Y e((uv)=fT(M)=f(zg) = val f.
(u,v)€A
weM,veM

Nasli jsme tedy fez, pro néjz je ¢ (M, M)) = val f, a tedy podle poznamky[0.1.7)je f maximdln{ tok. [

Poznamka. Celociselnost kapacit hran (tj. funkce ¢) zarucuje, ze algoritmus hleddn{ maximélniho toku
fungujici na principu hleddni nenasycenych cest je finitni. Pokud totiz za¢ind s tokem f(a) = 0 pro kazdé
a € A, tak v kazdém kroku zvedne hodnotu toku o ¢(P) > 1, pficemz kapacita minimalniho fezu, které
nakonec hodnota toku f dosdhne, je rovnéz konetné piirozené ¢islo. Navic val f € Ny v kazdém kroku.

Priklad. Na obrdzku [0.1.3je vidét, ze algoritmus nemusi byt piilis efektivni. Pokud bude stiidavé volit
f-nenasycené cesty Py a Ps, zvysi v kazdém kroku hodnotu toku pouze o 1. (¢isla m a 1 u jednotlivych
hran udavaji jejich kapacity)



Obréazek 0.1.3: Algoritmus hleddni maximalniho toku pomoci f-nenasycenych cest

Pozndmka. Algoritmus hleddani maximélniho toku pomoci f-nenasycenych cest lze pouzit k nalezeni
perfektniho parovan{ v bipartitinim grafu G = (V1 UVs, E). Tomuto grafu pfifadime sit’ N = (D, zo, yo, ¢)
definovanou takto:

i D:({I'O»yO}UV;A)v kde
o A= {(zo,v)|veVi}U{(u,v)|lue Vi AveVaA{uv} e E}U{(v,y0)|veE Va}a
o (Vae A)(c(a)=1).

To znamend, ze pridame vrcholy zg a yg, z ¢ vedeme hrany do vSech vrcholt ve Vi, mezi Vi a V5 orientu-
jeme existujici hrany ve sméru do V5 a ze vSech vrcholua z V5 vedeme hrany do yg. VSechny hrany maji jed-
notkovou kapacitu. Najdéme nyni maximalni tok pomoci naseho algoritmu. Potom (Va € A) (f(a) € {0,1}),
tj. neexistuji hrany s neceloc¢iselnym tokenﬂ Oznacme

M = < {u,v} €E|f(w) =1

€A

Potom M je maximélni parovani: Pfedevsim se zfejmé jednd o parovani, jinak by byla porusena druha
podminka v definici toku Naptiklad z zadného v € V; nemohou vychazet dvé hrany, pro néz je
f =1, protoze do v muze pritékat maximalné jednotkovy tok (z xo). Déle plati, ze val f = #M, z ¢ehoz
uz plyne, ze parovdni M je maximdlni. V opacném piipadé by totiz existovalo parovani M', #M’ > #M
a k nému by bylo mozné najit tok f’, pro ktery #M' = val f' > val f = # M, a tok f by nebyl maximdlni.

30becné lze najit maximaln{ tok i s necelo¢iselnymi hodnotami funkce f. Proto je dilezité, Ze pouzivame algoritmus
hledani f-nenasycenych cest!
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