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0.1 Hamiltonovské kruznice a grafy

Definice 0.1.1. Rekrleme, ze kruznice v grafu G = (V, E) je hamiltonovska (angl. Hamilton cycle), jestlize
mé délku n = #V. Rekneme, Ze cesta v G je hamiltonovska (angl. Hamilton path), jestlize mé délku
n — 1. Graf G se nazyvd hamiltonovsky (angl. hamiltonian), jestlize obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Pozndmka. Pujdeme-li po hamiltonovské cesté, projdeme kazdym vrcholem grafu pravé jednou. Pujdeme-
li po hamiltonovské kruznici, vratime se navic do vrcholu, z néjz jsme vysli. Kazdy hamiltonovsky graf
obsahuje hamiltonovskou cestu.

Pozndmka. Problém existence hamiltonovské kruznice v obecném grafu je NP-uplny. To zhruba znamena,
Ze jej neni mozné tesit algoritmem s lepsi nez exponencidlni sloiitostlﬂ

Véta 0.1.2. (Chvéatal, 1972)
Necht’ G = (V, E) je graf a x,y dva jeho vrcholy takové, ze dg(x) + dg(y) > n a pritom {z,y} ¢ E.
Potom G je hamiltonovsky prdvé tehdy, kdyz G' = (V, EU{x,y}) je hamiltonovsky.

Diikaz. Ziejmé.
Duikaz provedeme sporem. Necht’ G’ je hamiltonovsky a G neni. Ozna¢me si hamiltonovskou kruznici
jako

T ="U1,02y...,U0p—-1,Up =Y,

tj. jako na obrazku:

Oznatme E' = EU {z,y} a déle definujme mnoziny
T= {Z| {$,U1‘+1} S E’},

S ={jl{y.v;} € E'}.
Potom palti, ze S NT = (). Kdyby totiz existovalo k € S NT, nastala by tato situace:

lUvedeme bez detailii jednu z mnoha definic NP-tiplnosti (viz. [?]): Problém je otdzka, na niz otekdvdme odpovéd’
ANO/NE. Problém je tiidy NP, existuje-li nedeterministicky algoritmus s nejvyse polynomidlni slozitosti, ktery jej rozho-
duje. Problém Py je NP-tézky, lze-li na néj polynomidlné transformovat libovolny problém P tiidy NP, tj. jednoznac¢na
transformace zaddni P na zadani Py ma nejvyse polynomidlni slozitost. Problém je NP-uplny, jestlize je NP-tézky a je tfidy
NP.

Jsou znamy desitky NP-uplnych problému. Pfritom, vzhledem k definici NP-uplnosti, najde-li se deterministicky algo-
ritmus rozhodujici jeden z téchto problému s polynomidlni slozitosti, bude mozné rozhodnout kazdy NP-uplny problém
s polynomialni slozitosti. Dosud se vSak takovy algoritmus nenaSel a proto se véri, ze NP-uplné problémy nelze tesit v
polynomidlnim ¢ase. Neni to vSak dokdzéano.

Konec¢né, kazdy nedeterministicky algoritmus s polynomidlni slozitosti lze snadno pfevést na deterministicky algoritmus
s exponencialni slozitosti, coz oduvodnuje formulaci nasi poznamky.



Jinymi slovy, existovala by hamiltonovskd kruznice i v puvodnim grafu G, bez ptiddni hrany {z,y}. Diky
tomu plati

H(SUT) = #8 + #T

a navic zfejmé

#S = dg(y),
4T = da(a).

Snadno si ovéfime, ze 0 ¢ T a hlavné n ¢ SUT. Proto
n>#(SUT) =#S+#T = da(y) + da(z),
coz je ov8em spor s predpokladem véty. O
Chvatalova véta nés opraviiuje k nasledujici definici :

Definice 0.1.3. Uzévérem grafu G = (V, E) rozumime minimélni nadgraf C(G) = (V, E) grafu G takovy,
ze pro kazdé x,y € V, x # y plati

{z,y} ¢ E = dc(e)(z) +dee)(y) <n(=#V).
Pozndmka 0.1.4. Uzavér grafu je definovan jednoznacné.
Diikaz. Korektnost (tedy jednoznaénost) definice dokdzeme tak, ze popiSseme algoritmus konstrukce C(G):
1. Oznacéime G := G. Déle necht’ i := 0.
2. Pouzivejme oznaceni G = (V, E®). Piifadime EC+Y .= EO),

3. Prochazime vsechny dvojice vrchola z,y grafu GO = (V, E(i))7 které nejsou v hrané, a pokud
plati dgo) (z) + deo (y) > n, piidame hranu {z,y} do E¢+1). Poté, co projdeme viechny takové
dvojice, vznikne novy graf GUtY | v némz diky pridaym hrandm mohly vzniknout dalsi dvojice, kde
daavn () + dgavn (y) > n.

4. i := i+ 1. Jdeme na krok [2| dokud nenastane GUt1) = G tj. nebylo jiz nutné nic piidévat. V
krajnim pifpadé to nastane teprve tehdy, kdyz G je uz tplny graf.

5. C(G) :== GW,

Dausledek 0.1.5. Graf G je hamiltonovsky, prdvé kdyz C(G) je hamiltonovsky.

Diikaz. Postupné pridavani takovych hran do G, pro které soucet stupnu jejich koncovych vrcholu je
alesponi n, podle Chvatalovy véty neméni ,hamiltonovskost“ grafu G. O

Trividlnim dusledkem predchoziho tvrzeni je i véta, kterou vSak nezavisle na Chvatalovi formuloval

vvvvv

Véta 0.1.6. (Dirac, 1952)
Necht’ G = (V, E) je graf, n = #V. Jestlize 6 > 5, potom G je hamiltonovskyj.

Diikaz. Podminka 0 > § ziejmé vynucuje, aby C'(G) byl tiplny graf, ktery je samozfejmé hamiltonovsky.
Proto i G je hamiltonovsky. O

Lze tedy shrnout, Ze postac¢ujici podminkou pro to, aby graf byl hamiltonovsky, je ,dostatek* hran.
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Véta 0.1.7. Necht’ G = (V, E) je graf se skore dy < ds < ... < d,. Jestlize skére G md vlastnost
G%<g>wk§kédmk2n—m,

pak G je hamiltonovsky.
Dikaz. Stejné jako v dukazu Diracovy véty se ukdze, ze uvedend podminka jiz implikuje C(G) = K,,. O

Véta 0.1.8. Necht’ G = (V,E), x ¢ V. Oznacme G' = (VU {a}, EU{{z,v}v € V}). Potom G obsahuje
hamiltonovskou cestu, prdveé kdyz G' je hamiltonovsky.

Dukaz. je témér ziejmy. O
Véta 0.1.9. Kazdy samokomplementdarni graf obsahuje hamiltonovskou cestu.

Dikaz. Necht' G = (V, E) je samokomplementdrni graf, s vrcholy uspofddanymi tak, Ze jejich stupné
(skére grafu G) spliuji di < ds < ... < d,,. Potom jeho doplnék mé skére

n—1—-di>n—-1—-dy>...>n—-1-4d,,.
—_————

dp, dn—1 d1

G je oviem samokomplementarni, tj. G ~ G, neboli oba grafy jsou az na oznaéeni vrcholi stejné. Vzhledem
k vzestupnému usporadani vcholu grafu G podle velikosti jejich stupnu pak musi platit vztah naznaceny
svorkami:

MWEﬁM@:n717¢HFQ

Nyni z G utvoiime graf G' = (VU {z}, EU{{x,v}|v € V}) kde x ¢ V a o ném ukdzeme, zZe je hamil-
tonovsky. Udélame to tak, Ze ovéiime podminku véty Potom z véty jiz plyne dokazované
tvrzeni.

Oznacme si d; stupné vrcholi grafu G'. Potom ziejmé pro viechna i € 7 plati dj = d; +1 a d;, , = n.

Zvolme nyni k < TLTH a ovéfme zminénou podminku. Postupné plati

d, <k & di+1<k & n—1—dpi1x)+1<k &

S n—k<dyi1r & (n+1)—k<(dpr1-xr+1) & (n+1)—k§d’(n+1)7,€.
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