0.1. STROMY 1

0.1 Stromy

Definice 0.1.1. Graf, ktery neobsahuje kruznice, nazyvame les (angl. forest). Souvisly les nazgvame strom
(angl. tree).

Pozndmka. Kazdy les je bipartitni graf.

Pozorovani 0.1.2. Graf G = (V, E) je strom prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé u,v € V,u # v existuje prdvé
jedna cesta z u do v.

Drikaz.

G je strom = G je souvisly = pro kazdé dva ruzné vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Dale postupujme
sporem: necht’ existuji 2 ruzné cesty z u do v. Potom najdeme prvni vrchol ve sméru od u, kde se obé
cesty rozdéli, a dale najdeme prvni vrchol, kde se opét spoji. Ijseky obou cest mezi nalezenymi vrcholy
tvori zfejmé kruznici, coz je spor.

Mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé 1 cesta = G je souvisly. Nyni opét sporem: necht’ v G
existuje kruznice. Vezmeme-li libovolné dva vrcholy z této kruznice, je zfejmé, ze mezi nimi existuji dvé
ruzné cesty. O

Véta 0.1.3. Necht’ G = (V, E) je souvisly, n = #V. Potom G je strom, pravé kdyz #E =n — 1.

Dukaz. Pii dukazech obou sméru ekvivalence postupujme indukei podle n:

Necht’ G je strom.

Pro n = 1 méme ziejmé F = (), takze #E =0=1— 1.

Indukéni krok: Necht’ G je strom na n vrcholech, e = {u,v} € E jeho libovolnd hrana. Sestrojime graf
G = (V, E\e). Potom G je les, nebot’ urcité neni souvisly: mezi kazdymi dvéma vrcholy existovala totiz
jedind cesta, tudiz i mezi u a v existovala cesta jen po hrané e. Poéet komponent grafu G je 2, kdyby
to bylo vice, nemohli bychom vracenim jedné hrany e ziskat souvisly graf. Tyto komponenty jsou tedy
stromy, necht’ maji pocty vrcholu k a n — k. Potom maji pocty hran k — 1 an — k — 1, a po pridani
hrany e do G ziskdme zpét graf G, jenz mé pocet hran k-1D)+Mmn—-k-1)+1=n-1

Necht’ #E = n — 1. Plati ), d(i) = 2#FE = 2(n — 1), a G je souvisly, tudiz d(i) > 1 pro kazdy
i € V. Proto existuje vrchol i takovy, ze d(i) = 1. Sestrojime graf G = (V\i, E\{i, z}), kde z je vrchol, do
néjz vede jeding hrana z i. Potom je G stéle souvisly (zadna cesta mezi dvéma vrcholy w, v (u # 4,v # 1)
samoziejmé nevedla pfes i), a tudiz z indukéniho predpokladu je to strom, jenz ma n — 1 vrchola a n — 2
hran. Pfiddme-li zpétné vrchol ¢ a hranu {i,2} do G, kruznici nevytvoiime, a tedy vznikne strom na n
vrcholech s n — 1 hranami. O

Véta 0.1.4. Necht’ n > 2. Potom existuje n™ 2 stromi na n vrcholech.
Nez tuto vétu dokazeme, vyslovime a dokdzeme nésledujici lemma:
Lemma 0.1.5. Necht’ (dy, ...,d,) jsou pfirozend &isla takovd, Ze Y d; = 2(n — 1). Potom existuje

(n—2)!

N =
(diyeeerdn) (dy — D)!(dy — 1)!- - (dy — 1)!

stromai na n vrcholech {1, ...,n} takovijch, zZe Vi € 7 je d(i) = d;.

Dikaz. Podminka " d; = 2(n—1) je nutna pro to, aby (dy, ..., d,) bylo skére stromu. Déle dukaz vedeme
indukci podle n:

Pron =2 je di = dy = 1 a vztah plati zfejmé.

Indukéni krok n — 1 — n: Ze stejného duvodu jako v minulém dukazu existuje k tak, ze dp = 1. Bez
ijmy na obecnosti (,,BUNO“) predpoklddejme, ze d,, = 1 a méjme tedy graf se skére (di,...,dn—1,1).
Ubereme-li nyni n-ty vrchol, z néhoz jeding hrana vedla do vrcholu i (kde nutné d; > 2), z{skdme



graf na n — 1 vrcholech se skére (dy,...,d; — 1,...,d,—1). Ke kazdému stromu na n vrcholech se skére
(d1y..oydn—1,1) tedy existuje i > 2 tak, ze se tento strom sklddd ze stromu na n — 1 vrcholech se skére

(diy...,d; — 1,...,dpn—_1), z vrcholu n a z hrany {i,n}. Pocet stromiu na n — 1 vcholech s uvedenym skére
ale umime spocitat dle indukéniho predpokladu. Proto plati:
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Nyn{ muzeme provést dikaz véty
Dukaz. Oznaéme si
Pocet stromu na n vrcholech je roven
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Pozndmka. Posledni rovnost je aplikaci zobecnéné binomické véty, tzv. ,k-nomické véty“, kterou lze
celkem snadno dokéazat indukci pouzitim ,standardni“ binomické véty. Jedna se o vztah
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Piiklad. Molekuly acyklickych uhlovodiku si lze piedstavit jako stromy, kde vrcholy predstavuji atomy
uhliku (C) a vodiku (H). Hrany pak predstavuji vazby mezi nimi. Jak zndmo, uhlik je ¢tyfvazny a vodik
je jednovazny. Naskyta se otdzka, jak na zdkladé této znalosti vyjadrit sumérni vzorec uhlovodiku ve

tvaru
C.Hy.

Vyuzijeme vztahu
> di=2#E =2(n-1)
ktery je pro nas pripad mozno piepsat do podoby
da+1b=2(a+b-1).
Z toho dostaneme, ze b = 2a + 2, takze suméarni vzorce acyklickych uhlovodiku maji tvar

CnH2n+2~



	Stromy

