
0.1. STROMY 1

0.1 Stromy

Definice 0.1.1. Graf, který neobsahuje kružnice, nazýváme les (angl. forest). Souvislý les nazýváme strom
(angl. tree).

Poznámka. Každý les je bipartitńı graf.

Pozorováńı 0.1.2. Graf G = (V,E) je strom právě tehdy, když pro každé u, v ∈ V, u ̸= v existuje právě
jedna cesta z u do v.

D̊ukaz. ⇒:
G je strom⇒ G je souvislý⇒ pro každé dva r̊uzné vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Dále postupujme

sporem: necht’ existuj́ı 2 r̊uzné cesty z u do v. Potom najdeme prvńı vrchol ve směru od u, kde se obě
cesty rozděĺı, a dále najdeme prvńı vrchol, kde se opět spoj́ı. Úseky obou cest mezi nalezenými vrcholy
tvoř́ı zřejmě kružnici, což je spor.

⇐:
Mezi každými dvěma vrcholy vede právě 1 cesta ⇒ G je souvislý. Nyńı opět sporem: necht’ v G

existuje kružnice. Vezmeme-li libovolné dva vrcholy z této kružnice, je zřejmé, že mezi nimi existuj́ı dvě
r̊uzné cesty.

Věta 0.1.3. Necht’ G = (V,E) je souvislý, n = #V . Potom G je strom, právě když #E = n− 1.

D̊ukaz. Při d̊ukazech obou směr̊u ekvivalence postupujme indukćı podle n:
⇒:
Necht’ G je strom.
Pro n = 1 máme zřejmě E = ∅, takže #E = 0 = 1− 1.
Indukčńı krok: Necht’ G je strom na n vrcholech, e = {u, v} ∈ E jeho libovolná hrana. Sestroj́ıme graf

G̃ = (V,E\e). Potom G̃ je les, nebot’ určitě neńı souvislý: mezi každými dvěma vrcholy existovala totiž
jediná cesta, tud́ıž i mezi u a v existovala cesta jen po hraně e. Počet komponent grafu G̃ je 2, kdyby
to bylo v́ıce, nemohli bychom vráceńım jedné hrany e źıskat souvislý graf. Tyto komponenty jsou tedy
stromy, necht’ maj́ı počty vrchol̊u k a n − k. Potom maj́ı počty hran k − 1 a n − k − 1 , a po přidáńı
hrany e do G̃ źıskáme zpět graf G, jenž má počet hran (k − 1) + (n− k − 1) + 1 = n− 1.

⇐:
Necht’ #E = n − 1. Plat́ı

∑
i∈V d(i) = 2#E = 2(n − 1), a G je souvislý, tud́ıž d(i) ≥ 1 pro každý

i ∈ V . Proto existuje vrchol i takový, že d(i) = 1. Sestroj́ıme graf G̃ = (V \i, E\{i, x}), kde x je vrchol, do
nějž vede jediná hrana z i. Potom je G̃ stále souvislý (žádná cesta mezi dvěma vrcholy u, v (u ̸= i, v ̸= i)
samozřejmě nevedla přes i), a tud́ıž z indukčńıho předpokladu je to strom, jenž má n− 1 vrchol̊u a n− 2
hran. Přidáme-li zpětně vrchol i a hranu {i, x} do G̃, kružnici nevytvoř́ıme, a tedy vznikne strom na n
vrcholech s n− 1 hranami.

Věta 0.1.4. Necht’ n ≥ 2. Potom existuje nn−2 strom̊u na n vrcholech.

Než tuto větu dokážeme, vyslov́ıme a dokážeme následuj́ıćı lemma:

Lemma 0.1.5. Necht’ (d1, ..., dn) jsou přirozená č́ısla taková, že
∑

di = 2(n− 1). Potom existuje

N(d1,...,dn) =
(n− 2)!

(d1 − 1)!(d2 − 1)! · · · (dn − 1)!

strom̊u na n vrcholech {1, ..., n} takových, že ∀i ∈ n̂ je d(i) = di.

D̊ukaz. Podmı́nka
∑

di = 2(n−1) je nutná pro to, aby (d1, ..., dn) bylo skóre stromu. Dále d̊ukaz vedeme
indukćı podle n:

Pro n = 2 je d1 = d2 = 1 a vztah plat́ı zřejmě.
Indukčńı krok n− 1 → n: Ze stejného d̊uvodu jako v minulém d̊ukazu existuje k tak, že dk = 1. Bez

újmy na obecnosti (
”
BÚNO“) předpokládejme, že dn = 1 a mějme tedy graf se skóre (d1, ..., dn−1, 1).

Ubereme-li nyńı n-tý vrchol, z něhož jediná hrana vedla do vrcholu i (kde nutně di ≥ 2), źıskáme
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graf na n − 1 vrcholech se skóre (d1, ..., di − 1, ..., dn−1). Ke každému stromu na n vrcholech se skóre
(d1, ..., dn−1, 1) tedy existuje i ≥ 2 tak, že se tento strom skládá ze stromu na n − 1 vrcholech se skóre
(d1, ..., di − 1, ..., dn−1), z vrcholu n a z hrany {i, n}. Počet stromů na n − 1 vcholech s uvedeným skóre
ale umı́me spoč́ıtat dle indukčńıho předpokladu. Proto plat́ı:

N(d1,...,dn) =

n−1∑
i=1

di≥2

N(d1,...,di−1,...,dn−1) =

n−1∑
i=1

di≥2

(n− 3)!

(d1 − 1)! · · · (di − 2)! · · · (dn − 1)!
=

...rozš́ı̌ŕıme (di − 1) a d́ıky tomu můžeme sč́ıtat již přes všechna i...

=

n−1∑
i=1

(di − 1)(n− 3)!

(d1 − 1)! · · · (di − 1)! · · · (dn − 1)!
=

(n− 3)!

((
∑n

1 di)−1)−(n−1)=2(n−1)−1−(n−1)=n−2︷ ︸︸ ︷
n−1∑
i=1

(di − 1)

0!︸︷︷︸
(dn−1)!

n−1∏
k=1

(dk − 1)!

=

=
(n− 2)!

n∏
k=1

(dk − 1)!

Nyńı můžeme provést d̊ukaz věty 0.1.4:

D̊ukaz. Označme si

(∀i ∈ n̂) (αi = di − 1) .

Počet stromů na n vrcholech je roven

N =
∑

(∀i∈n̂)(di≥1)∑
di=2(n−1)

N(d1,...,dn) =
∑

(∀i∈n̂)(di≥1)∑
di=2(n−1)

(n− 2)!
n∏

k=1

(dk − 1)!
=

=
∑

(∀i∈n̂)(αi≥0)∑
αi=n−2

(n− 2)!
n∏

k=1

αk!
= nn−2.

Poznámka. Posledńı rovnost je aplikaćı zobecněné binomické věty, tzv.
”
k-nomické věty“, kterou lze

celkem snadno dokázat indukćı použit́ım
”
standardńı“ binomické věty. Jedná se o vztah

∑
(∀i∈k̂)(αi≥0)∑

αi=n

n!
n∏

j=1

αj !
xα1
1 xα2

2 · · ·xαk

k =
∑

(∀i∈k̂)(αi≥0)∑
αi=n

(
n

α1

)(
n− α1

α1

)
· · ·

(
n−

∑k−1
1 αj

α1

)
xα1
1 xα2

2 · · ·xαk

k =

= (x1 + x2 + ...+ xk)
n.
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Př́ıklad. Molekuly acyklických uhlovod́ık̊u si lze představit jako stromy, kde vrcholy představuj́ı atomy
uhĺıku (C) a vod́ıku (H). Hrany pak představuj́ı vazby mezi nimi. Jak známo, uhĺık je čtyřvazný a vod́ık
je jednovazný. Naskýtá se otázka, jak na základě této znalosti vyjádřit sumárńı vzorec uhlovod́ık̊u ve
tvaru

CaHb.

Využijeme vztahu ∑
di = 2#E = 2(n− 1)

který je pro náš př́ıpad možno přepsat do podoby

4a+ 1b = 2(a+ b− 1).

Z toho dostaneme, že b = 2a+ 2, takže sumárńı vzorce acyklických uhlovod́ık̊u maj́ı tvar

CnH2n+2.
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