0.1. BIPARTITNI GRAFY 1

Obrézek 0.1.1: Cesty P, a P,

0.1 Bipartitni grafy

Definice 0.1.1. Rekneme, ze graf G = (V, E) je bipartitni (angl. bipartite), existuje-li rozklad mnoziny V
na dvé disjunktni neprazdné mnoziny Vi, Vs takovy, ze £ N (‘gl) =0, EN (‘?) = 0, tj. takovy, ze mezi
zadnymi dvéma vrcholy z V7 ani mezi zadnymi dvéma vrcholy z V5 nevede hrana.

Poznamka 0.1.2. Jestlize je G bipartitni, lze oc¢islovat vrcholy tak, ze prvnich k vrcholu lezi ve Vi a
zbylych n — k vrcholu ve V5. Adjacenéni matice ma potom tvar

0 B
Ag = .
Naopak: G je bipartitni, existuje-li permutace vrcholu (a tedy zéroven fadku i sloupct matice Ag) takova,
ze Ag ma uvedeny tvar.

Definice 0.1.3. Bipartitni graf G = (V4 UVa, E) se nazyvé dplny, jestlize (Vu € V1) (Vv € Vo) {u,v} € E).

Véta 0.1.4. Bud’ G = (V, E) graf, #V > 2. Potom G je bipartitni prdavé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici
liché délky.

Diikaz.

Libovolné kruznice prochézi sttidavé vrcholy z V7 a V4. Zvolime-li néjaky vrchol za poc¢atecéni a pujdeme
po kruznici, nakonec se do tohoto vrcholu vratime. Jdeme tedy nékolikrat z V; do Vs a zpét, takze kruznice
nemuze mit lichou délku.

Nejprve predpokladejme, ze G je souvisly. Necht’ tedy v G neexistuje kruznice liché délky. Zvolme
libovolné u € V' a definujme nejkratsi cesta z u do v mé sudou délku

Vi1 = {v € V| nejkratsi cesta z u do v ma sudou délku},

Vo = V\Wi.

Protoze G je souvisly, tak vrcholy z Vo maji nejkratsi cestu do u liché délky.

Plati ziejmé u € V1, Vi NV, = () a navic z u uréité vede n&jakd hrana, tieba do vrcholu z, coZ znamens,
ze z € V5 (nejkratsi cesta z u do z je po jediné hrang, tj. mé délku 1, a to je liché ¢islo). Vii V5 jsou tedy
neprazdné. Ukazeme sporem, ze ve V; nevede hrana:

Necht’ (Fz,y € V1) ({z,y} € E). Bud’ P, nejkratsi cesta z u do x, podobné P, nejkratsi cesta z u do
y. Py i Py jsou sudé délky. Oznaémé z nejblizsi bod od bodl z,y na cestach P, a Py, ktery je pro obé
cesty stejny (v krajnim pifpadé muze byt timto bodem i u), viz obrézek Potom usek cesty P, mezi
z a u je stejné dlouhy jako tentyz tsek po cesté P,. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom ten kratsi z
nich (necht’ je to t¥eba tsek P,) pouzit pro vytvofeni kratsi cesty z y do u, coz je spor s volbou P, jako
nejkratsi cesty.

Z toho ale plyne, ze sled slozeny z tseku

1. z do z po P,



2. z do y po P,

3. y do x po hrané {z,y}

je kruznice liché délky, coz je spor. Je to proto, ze cesta x — z — u — z — y je sudé délky, jeji usek
z — u — z, po kterém nejdeme, je vSak také sudé délky, a tak i cesta x — z — y musi byt sudé délky.
Hrana {z,y} ji pak uzavird na kruznici liché délky.

Zcela stejné ukazeme, ze ani mezi vrcholy z V5 nevede hrana.

Jestlize G nenf souvisly, provedeme ditkaz pro jeho komponenty GV, ..., G™ a ziskdme tak mnoziny
Vl(l), cees Vl(m) a V2(1), ey VQ(m). Potom definujeme
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Pozndmka. Necht' G = (V, E) je souvisly. Potom zobrazeni d : V xV — Ny definované jako d(u,v) =délka
nejkatsiho sledu z v do v je metrika na mnoziné vrcholu v. Cislo d(u,v) nazgvdme vzdalenosti vrcholi
u,v v grafu G.
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