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Obrazek 0.1.1: K4 nakresleny do roviny
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Obrazek 0.1.2: K5 neni planarni

0.1 Planarni grafy

Definice 0.1.1. Graf G nazveme plandrnim (rovinnym) grafem (angl. planar graph), jestlize jej lze
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Pozndmka. Uvedend definice je pouze intuitivni. Korektni definice by byla zbyteéné komplikovand, nebot’
by vybocovala ze zaméru predndsky, kterd je orientovéna na kombinatorickou stranku teorie grafi. Pro
predstavu se o takovou definici pokusime:

Necht’” C je mnozina viech jednoduchych spojitych kiivek v R2. Graf (bez nésobnych hran) G se
nazyva planarni pravé tehdy, existuje-li prosté zobrazenf o : V.U {0} — R?2U {0} a zobrazeni ¢ : E + C,
takové ze

(D) =0,

(Ve €l e= {ul,u2}) (¢(€)orig = Sﬁ(ul) A ¢(€)ternl = <p(u2)),
(Vev JEE e= {ula UQ}’ = {Ul’UQ}) (’(/J(e) N w(f) = (P(e N f)) )
kde torig je pocatecni bod (angl. origin) kiivky ¥ a ¥ierm je koncovy bod (angl. terminus) kiivky 1.
Pro studium vlastnosti planarnich grafti je potieba rozumét topologii roviny, tj. linearniho prostoru
R2. Zde se omezime na intuitivni chdpani pouzivanych pojmii.
Pozndmka 0.1.2. Jordanovou kiivkou rozumime jednoduchou uzavienou spojitou kiivku ¢. Jeji vnitiek
oznacujeme int @, jeji vnéjsek ext . Jordanova véta iika, ze kazda spojitd kiivka 1 s pocatkem v bodé
x € int ¢ a koncem v bodé y € ext  protind kiivku ¢, tj oM # (. Tato skutecnost je témér samoziejma4,
jeji formalni dukaz je v8ak obtizny.

Priiklad. K, je planarni graf. To je vidét na obrazku
Priiklad. K5 neni planarni.

Dikaz. Vezméme vrcholy vi,vs,v3 a spojme je hranami, jako na obrézku [0.1.2] Tyto hrany vytvoii
Jordanovu kiivku ¢. Aby bylo mozné spojit i vrcholy vy a vs, nemuze podle Jordanovy véty lezet vy € int ¢
a v5 € ext ¢ nebo naopak. Necht’ jsou tedy vy, vs5 € ext . Spojime vy s v1, va, v3, ¢imZ se (podle obrézku)
dostane vrchol vo do vnitiku kfivky ¢ tvorené hranami mezi vrcholy vy, vs, v4. Umistime-li nyni vrchol vs
do ext 1, nebude mozné jej spojit s vo. Umistime-li jej nékam do int ¢, nebude mozné jej spojit s jednim
z vrcholl vy, v3, vq. Pokud bychom ptedpoklddali vy, vs € int ¢, byl by dalsi postup podobny.
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Obrézek 0.1.3: K5 na toru a K3 3 na Mobiové listu

Poznamka. Uvedeny dukaz je velice tézkopadny. Za chvili vyslovime vétu, kterd umozni dokédzat stejné
tvrzeni mnohem snéze. Jeji pomoci ddle dokdzeme, ze také Uplny bipartitni graf na 3+ 3 vrcholech (K3 3)
neni planarni.

Definice 0.1.3. Necht’ G = (V, E), e = {u,v} € E, . Potom definujeme déleni hrany e jako graf
G%e = (VU{a}, E\{u, v} U{{u, a},{o,v}}),

kde o ¢ V.

Pozorovani. G je plandrni < G%e je plandrnd.

Definice 0.1.4. Graf H nazveme délenim grafu G, vznikne-li z G kone¢nym poc¢tem opakovani operace
déleni hrany.

Pozorovani. Jestlize G obsahuje jako svij podgraf délent Ks nebo Ks 3, tak G nend plandrni.

Véta 0.1.5. (Kuratowski, 1930)
Graf G nent plandrni prdavé tehdy, kdyzZ obsahuje jako svij podgraf déleni Ks nebo Kz 3.

Diikaz. Implikace je obsazena v predchozi poznamce. Implikaci dokazovat nebudeme. O

Poznamka. (Zajimavost) Je otézka, jestli je kazdy graf G planarni préve tehdy, jde-li namalovat na povrch
koule ¢i do jinych ploch.

Pro kouli uvedend ekvivalence plati, protoze mezi rovinou a koulf (az na jeden jeji bod) existuje bijekce
- takzvand stereografickd projekce w, definovana nésledovné. Kouli B polozime na rovinu P. Oznacme jako
z nejvyssi bod B, tj. prusec¢ik B s kolmici na P vedenou bodem dotyku B a P. Libovolny bod x na B
kromé bodu z spojime primkou s bodem z. Jeji prusecik s rovinou P pak oznacime jako 7(z). 7w pak
predstavuje bijekci

m:B\{z} — P.

Pro jiné plochy vSak uz ekvivalence neplati. Napiiklad K5 je mozné namalovat na torus a Kz 3 na
Mobiav list, jak je vidét na obrazku Zvlaste v druhém pifpadé je vsak tieba si uvédomit, Ze
y,hamalovat na plochu* znamend spise ,polozit do plochy“, nikoliv namalovat na jednu stranu papiru.
Pokud si vyrobime Mobiuv list z pasky papiru, jejiz jeden konec pretoéime o 180° a oba konce spojime,
musime graf nakreslit na obé strany, jako kdyby byl papir pruhledny.

Lze dokazat zobecnéni Kuratowského véty, které zhruba tvrdi: Pro kazdou plochu existuje koneény
pocet ,zakdzanych® grafu takovych, ze kazdy graf G lze namalovat do této plochy bez kiiZzen{ hran, praveé
kdyz G neobsahuje jako podgraf déleni néjakého zakdzaného grafu.

Naopak, pro kazdy graf existuje plocha, do niz je mozné jej namalovat bez kiizeni hran.

Véta 0.1.6. (Euler)
Pro kazdy konvexni mnohostén plati:
(pocet vrcholiy) — (pocet hran) + (pocet stén) = 2
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Znama Eulerova véta se snadno dokaze pomoci nasledujici véty:

Véta 0.1.7. Necht’ G = (V, E) je souvisly plandrni graf. Oznacme ®(G) pocet oblasti, na néz se rozpadne
rovina po namalovani grafu G. Potom plati

#V — #F + ®(G) = 2.

Poznamka. Rozmyslete si, zda je ®(G) skuteéné definovdno jednoznacné, tj. Ze nezdvisi na zpusobu
namalovani grafu G.

Pozndmka. Eulerova véta je pfimym dusledkem nasi véty. Prevod konvexniho mnohosténu na souvisly
planarni graf provedeme tak, ze odebereme jednu jeho sténu. Ze zbytku vnikne zdeformovand sit’ mno-

hosténu, kterou zobrazime do roviny. Odebrand sténa pak predstavuje vnéjsek grafu, jdouci v roviné do
nekonecna.

Diikaz. Indukei podle ®(G):
®(G) =1 < v G neni kruznice & G je strom. (Je zfejmé, ze kazdy strom lze namalovat do roviny.)
Ve stromu plati #F = #V — 1, takze po dosazen{ vyjde #V — #E + ®(G) = #V — (#V —1)+1=2.
Indukéni krok: ®(G) > 2 = existuje hrana e € E, po jejiz strandch lez{ dvé ruzné oblasti roviny. Tuto
hranu ubereme. Potom pro graf G\e je ®(G\e) = ®(G) — 1. Pocet oblasti se zmensi pravé o 1, nebot’ dvé
oblasti na obou strandach hrany e se spoji do jedné. Z indukéniho pfedpokladu plati

#V - (#E-1)+(2(G) - 1) =2

a z toho uz vychazi

#V — #E + (G) = 2.
O

Poznamka. Véta plati i pro grafy se smyckami a ndsobnymi hranami, které majf vliv na ®(G). V dalsim
se vSak budeme zabyvat jiz pouze grafy bez nasobnych hran a smycek.

Véta 0.1.8. Necht’ G = (V, E) je souvisly plandrni graf (bez ndsobnyjch hran a smycek), necht’ #V =
n > 3. Potom
4E < 34V —6.

Dikaz. Odhadneme shora i zdola soucet
®(G)

> v(),

i=1

kde scitdme pies vSechny oblasti roviny a v(£2;) vyjadiuje pocet hran, které tvofi hranici oblasti ;.
Pro odhad zdola vyuzijeme, ze hranice kazdé oblasti je tvofena alespon tfemi hranami. Pro odhad shora
naopak pouzijeme, ze kazdd hrana muze tvorit ¢ast hranice jen dvou ruznych oblasti, a nebo netvoii ¢ast

zadné hranice. Proto
2(G)

30(G) < > v() < 2#E.

i=1
Dosadime-li nyni z pfedchozi véty za ®(G), dostaneme

3(2 4 #E — #V)
#E

2#E
3#V — 6.

IAIA

Dusledek. K5 neni plandrni.



Diikaz. Ky nespliiuje nerovnost z predchozi véty. Plat{ pro néj totiz

#E_<g>_1o>9_3.56_3#ve3.

Tvrzeni. K33 neni plandrni.

Diikaz. Nyni nemtzeme pifmo vyuzit minulou vétu, nebot’ K33 ma #V = 6, #F = 9 a nerovnost
splituje. Pomuze ndm ale dodateény predpoklad. Je-li totiz G bipartitni, tak neobsahuje liché kruznice,
takze hranice kazdé oblasti v roviné je tvofena nejméné ¢tyfmi hranami. Potom lze odvodit prisnéjsi
nerovnost:

(G)
40(G) < Y v(h) < 2#E,
i=1
z tehoz dostaneme
20(G) < #E
a po dosazeni za ®(G) z véty mame
HE < 24V — 4.

Pro bipartitni graf K 3 vSak plati
H#E=9>8=2.-6—-4=2#V —4,

takze nemuze byt planarni. O

0.1.1 Barevnost planarnich grafia

Véta 0.1.9. Necht’ G = (V, E) je sowvisly plandrnd graf (bez ndsobnyjch hran a smycek). Potom
J(G) <5.

Dikaz. Ztejmé
5(G) - #V <Y da(v) = 24E.
veV
Z toho plyne
5(G) - #V < 2#E < 2(3#V — 6) = 64V — 12
_o#V-12 o1
TO#V T #Y
a protoze §(G) € Ny, tak ziejmeé 6(G) < 5. O

5(G)

Dasledek 0.1.10. Je-li G plandrng, potom x(G) < 6.

Duiikaz. Indukei podle poctu vrcholu #V. Vezmeme vrchol v € V', ktery mé minimdlni stupen. Potom
dc;(v) = (5(0) <5.

Graf G\v je z indukéniho predpokladu mozné obarvit 6 barvami. Kdyz v opét priddme, je jasné, ze na
néj jedna barva ze Sesti vyjde, nebot’ ma nejvyse 5 sousedu. O

Véta 0.1.11. Je-li G = (V, E) plandrnd graf, potom x(G) < 5.

Diikaz. Sporem. Necht’ x(G) > 5, takze podle predchozi véty y(G) = 6. BUNO predpoklédejme, ze G je
6-kriticky. Pokud tomu tak neni, 1ze z néj ubirat hrany tak dlouho, dokud se 6-kritickym nestane, pticemz
ziejmé bude stéle planarni.

Vime, ze k-kritické grafy jsou souvislé a plati pro né §(G) > k — 1. V nasem piipadé méme
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e G je plandrni = 0(G) < 5,
e G je 6-kriticky = §(G) > 5,

takze 6(G) = 5. Vezméme v € V takovy, ze dg(v) = 5. Protoze G je 6-kriticky, tak x(G\v) = 5 (z definice
je x(G\v) < 5, je ale jasné, ze nemuze byt x(G\v) < 5) a navic pii kazdém vlastnim obarveni grafu G\v
pomoc{ 5 barev se na 5 sousedech vrcholu v musi vyskytovat vSech 5 barev, jinak by i x(G) = 5, coz by
byl spor.

Necht’ m4 tedy v sousedy wy, ..., us, kde u; ma (pfi ngjakém pevném vlastnim 5-vrcholovém obarven{
) barvu i, a necht’ jsou tyto vrcholy pfi namalovéni G rozmistény jako na obrizku.

Uy

Us (5]

Uy Uus

Uvazujme podgraf G[p~1(1)Up~1(3)] grafu G indukovany vrcholy s barvou 1 a 3. Potom u; a u3 jsou
ve stejné komponenté tohoto podgrafu. Pokud by tomu tak nebylo, zaménili bychom napt. v komponenté,
ve které je up, barvy 1 a 3. Obarveni celého grafu by zustalo vlastni, ale pak u; by mél také barvu 3 a
sousedé v by nemély 5 ruznych barev, coz je spor. Proto existuje cesta z u; do ug pouze po vrcholech
barvy 1 a 3. Toto tvrzeni si pro ucely poznamky za dikazem ozna¢me jako ().

Ze stejného duvodu existuje cesta z us do uy pouze po vrcholech barvy 2 a 4. Tyto cesty se musi nékde
protinat. Protoze G je plandrn{, mus{ to byt v ngjakém vrcholu, ktery pak ma barvu b € {1,3} N {2,4},
COZ je spor.

O

Pozndmka. Vrchol vs jsme v dikazu viibec nepouzili. Nabizi se otdzka, zda by tedy stejnym zptsobem
neslo dokazat x(G) < 4.

Zkusime tedy dukaz sporem. Necht’ x(G) > 4, tj. x(G) = 5. Potom pro 5-kriticky graf dostaneme
0(G) > 4 a z planarity opét §(G) < 5. Proto 6(G) € {4, 5}.

e Pokud §(G) = 4, pak (Fv € V) (dg(v) =4). Plati x(G\v) = 4 a tim pddem pii kazdém vlastnim
4-vrcholovém obarveni G\v musi byt na 4 sousedech v vSechny 4 barvy. Dikaz az do konce je pak
stejny, dostaneme spor s planaritou.
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Obrazek 0.1.4: Zbyte¢né kiizeni hran a jeho odstranéni

=

e Pokud 0(G) = 5, pak (Fv € V) (dg(v) = 5) a situace vypadd presné jako na prvnim obrézku v
dukazu véty. Plati ovéem opét x(G\v) = 4 a tak pii kazdém vlastnim 4-vrcholovém obarveni G\v
musi byt na 5 sousedech v pravé 4 barvy. Pravé dva vrcholy z uq, ..., us maji tedy stejnou barvu.
Ocislujme si vrcholy tak, ze pfi namalovani G jdou ¢isla opét po sobé jako na obrazku, a vrchol us
mé stejnou barvu jako jeden z vrcholu uq, ..., us, které tak maji 4 ruzné barvy. Takové ocislovani
vzdy existuje. Potom nemusi platit (x): Jestlize totiz us mé barvu 3 a lezi ve stejné komponenté
grafu G~ 1(1) U ¢~ 1(3)] jako u; a zaménifme-li barvy 1 a 3 v této komponenté, bude mit v stile
5 sousedu s pravé 4 barvami a ke sporu nedojde. Pokud zaménime barvy v komponenté, kde lezi
vrchol w3, budou mit sice uz i uy barvu 1, ale us bude mit stile barvu 3 a opét ke sporu nedojde.
Ruzné kombinace barvy a umisténi vrcholu us ndm v obecném plandrnim grafu G nedovoli doké-
zat tvrzeni (x) vzdy nejvyse pro jednu z dvojic vrcholu ug, ug a usg,uy. Celkové tedy nelze dukaz
nerovnosti x(G) < 4 timto zpusobem provést.

Pozndmka. 1kdyz se nAm nepodafilo dokazat x(G) < 4 pro kazdy plandrni graf, je zndmo, ze toto tvrzeni
plati. Vsichni jej zname v podobé , K obarveni kazdé politické mapy tak, aby zddné dva stejné barevné
staty nemély spoleénou hranici (nenulové délky), staci ¢tyti barvy.“. Dlouho v8ak bylo uvddéno pouze
jako domnénka, teprve v roce 1976 jej dokédzali K. Appel a W. Haken. Jeho dukaz si vyzdadal pouziti
pocitace poté, co bylo toto tvrzeni pro obecny plandrni graf transformovano na stejné tvrzeni pro desitky
specidlnich piipadd, u kterych jej jiz bylo mozné ovéfit ,hrubou silou“. Jen zminéné transformace pry
vydaji na knihu o asi dvou stech stranach...

0.1.2 Minimalni pocet kiizeni v grafu

Definice 0.1.12. Minim4&lni pocet kiizeni (angl. crossing number) cr(G) grafu G je minimaln{ pocet
dvojic hran, které se po namalovani grafu G do roviny kiizi.

Pozndmka. cr(G) neni pocet pruseciku hran. G je plandrni pravé tehdy, kdyz cr(G) = 0.

Pozndmka. Jak namalovat G s co nejmensim poctem kiizeni? Podivejme se na obrézek
e Jedna hrana se nemusi kiizit sama se sebou.
e Dvé hrany, které maji spole¢ny vrchol, se nemuseji kiizit.
e Zidna dvojice hran se nemusi kifzit vice nez jednou.
Véta 0.1.13. Necht G = (V, E) je graf. Potom plati
#E — 3#V +6 < cr(G).

Dukaz. Namalujme graf G tak, ze pocet kifzeni v obrdzku je pravé cr(G). Na misté kazdého kzizen{
priddme vrchol. Tim za kazdé kiizeni pfibude 1 novy vrchol a 2 nové hrany. Dostaneme plandrni graf s
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Obrézek 0.1.5: Minimalni pocet kiizeni v grafu Kg

poctem vrcholu #V + cr(G) a pocétem hran #FE + 2cr(G). Pro plandrni graf plati véta[0.1.8] tj. #E <
3#V — 6. Po dosazeni naSich hodnot mame

#E +2cr(G) < 3(#V +cxr(G)) — 6
a z toho uz
#E —3#V +6 < cr(Q).
O

Priklad. Pro G = Kg plati #F = 15, #V = 6, takze vychdz{ nerovnost 3 < cr(G). Podle obrazku
jsme schopni t¥{ kifzen{ dosdhnout, takze cr(G) = 3.

Véta 0.1.14. Necht’ G = (V, E) je graf, m = #FE,n = #V a necht’ m > 4n. Potom plati

1 m3
> — .
(@) 2 5170z

Pozndmka. Pro velky pocet hran, tj. m ~ n? (nejvyse je m = (

silnéjsi odhad cr(G):

n) _ n’—n

5 5) tato véta ddva mnohem

6

n
cr(G) > konst - — = konst - n* ~ konst - m?
n

coz je odhad kvadraticky v poc¢tu hran m.

Diikaz. Provedeme tzv. pravdépodobnostni dukaz tohoto tvrzeni. Tento typ dikazu se ndm bude jesté
mnohokrat hodit v druhé kapitole.

Namalujeme G tak, aby pocet kiizeni byl cr(G). Vezmeme zatim blize neurcené p € [0, 1] a pro kazdy
vrchol se nezavisle rozhodujeme, zda jej nechdme v obrazku: Vrchol ponechame s pravdépodobnosti p a
odstranime jej s pravdépodobnosti 1 — p. Kazda hrana zustane v obrazku, pokud v ném zustanou oba jeji
koncové vrcholy. Stejné tak kiizeni zustane v obrazku, pokud v ném ztstanou obé hrany, které jej tvorii.
Vysledkem je obrdzek nového grafu G, C G. Oznacme si nésledujici ndhodné veliciny:

Np pocet ponechanych vrchold, tj. pocet vrcholi v Gy,
my pocet hran v G,
X pocet kifzeni v obrazku Gy.

X nemusi byt rovno cr(G,), protoze obrazek G, vznikl jen odebranim nékterych ¢ésti obrdzku pavodniho
grafu G. Proto podle predchozi véty plati

X > cr(Gp) > my — 3ny, + 6.



Z toho plyne, Ze i pro stfedni hodnoty plat{ (jestlize na pravé strané zanedbdme konstantu 6)
EX > Em, — 3En,. (0.1.1)
Stiedni hodnoty jednotlivych veli¢in vyjadiime nésledovné. Pro kazdé v € V oznaéime elementarni
nahodnou veli¢inu
1 veV(G)
LTy = s
0 v¢V(Gy)
tj. @, je indikdtor jevu v € V(G)). Potom Vv € V plati
Ez,=1-Pr(veV(G,))+0-Pr(v¢ V(Gp)=1-p+0-(1—-p)=p

a protoze n, = ), cy Ty, tak

En, = Z Ex, = np.
veV

Analogicky zavedeme indikdtor y. jevu e € E(G,) pro kazdou e € E. Potom Ve € E plat{ Ey, = p? a tak
Em, = mp*.

Koneéné totéz provedeme i pro kiizeni, pficemz podle konstrukce obrazku G, v ném zistavd kazdé
konkrétn{ kifzen{ s pravdépodobnosti p?, takze EX = cr(G) - p*. Po dosazen{ do (0.1.1)) mdme

aa(G)-pt > mp®—3np
m  3n
c(G) > ———
(@) ol
coz musi platit pro kazdé p € [0,1]. Pokud nynf zvolime p = 4% < 1, dostaneme

cr(G) >

m
p2 p3 - 16n2 43n2 - n2

3n m3 m3 m3 [ 4 3 1 m?
P - FERRVEY B
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