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0.1 Hranové obarveni grafu

Definice 0.1.1. Necht’ G = (V, E) je graf, k € N. Zobrazen{ ¢ : E k nazveme k-hranové obarveni grafu
G (angl. k-edge colouring). ¢ se nazyva vlastni (angl. proper) k-hranové obarveni grafu G, pokud

(Ve,f € E;e # f) (ple) = o(f) = enf=10),

tj. pokud hrany se stejnou barvou nemaji spoleény konec. Hranova barevnost (angl. edge chromatic
number) x'(G) grafu G je minimdln{ k takové, ze G m4a vlastni k-hranové obarveni.

Poznamka. x'(G) > A(G).

Pozndmka. ¢ je vlastni k-hranové obarveni gafu G, prave kdy# pro kazdé i € k ¢~1(i) (vSechny vrcholy
barvy i) predstavuje parovani.

Dusledek. Hranovd barevnost grafu G = (V, E) je minimdlnd pocet disjunktnich pdrovdng, jejichz sjedno-
cenim je celé E.

Umluwva. V ditkazech budeme ¢asto pouzivat obrat ,,G lze obarvit k barvami“. Mame tim vzdy na mysli
yexistuje wvlastni k-hranové obarveni grafu G“. Stejnym zpusobem budeme hovotit o grafech i v dalsi
kapitole, zabyvajici se vrcholovym obarvenim.

0.1.1 Problém rozvrhu hodin

Piiklad. Uvazujme bipartitni graf G = (V3 U V4, E), kde Vi predstavuje mnozinu uciteli a Vo mnozinu
krouzku. Z u € Vi vede do v € Vo m hran, pokud uéitel w uéi v krouzku v m hodin (napf. tydneé).
Nalezneme obarveni grafu G, a potom hrany stejné barvy, predstavujici parovani v G, znamenaji stejny
¢as (hodinu, termin) pfednésky. Zatim vsak neuvazujeme omezeni poc¢tem volnych mistnosti.

Véta 0.1.2. Je-li G = (Vy U Va, E) bipartitni graf, tak plati X' (G) = A(G).

Umluva. Vzhledem k velmi &astému vyskytu symbolu A(G) oznacujictho maximélni stupen grafu G v
nésledujicim vykladu budeme misto A(G) psdt jen A.

Dikaz. Vyuzijeme dusledku ?? (snatkového problému), ktery fikd, ze r-reguldrni bipartitn{ graf m4 per-
fektni parovani. Z G nejdrive takovy graf vyrobime, a to takto:

1. Necht’ BUNO #V1 > #V5. Potom doplnime do V5 potiebny pocet izolovanych vrcholua, vznikne tak
Vy, #Vi = #V3.

2. Ve V; vybereme libovolny vrchol u se stupiiem dg(u) < A. Potom i ve V3 musi existovat vrchol v
se stupiiem dg(v) < A. Vrcholy u,v spojime hranou. Tento krok opakujeme, dokud je to mozné,
pricemz skon¢ime ziejmé pravé tehdy, kdyz vSechny vrcholy budou mit stupen roven A.

Dostaneme novy A-regularni graf G = (Vi UVJ, E). Najdeme v ném perfektni parovéni M, viechny hrany
z M obarvime barvou A a nésledné je z grafu G odstranime. Tim ziskdme (A — 1)-regularni graf a tivahu
muzeme opakovat, dokud zbyvaji néjaké hrany. Vysledkem bude, Ze nakonec puvodni A-reguldrni graf
G bude obarven A barvami. To znamen4, 7e i jeho podgraf G lze obarvit A barvami, takze x’ (G) < A.
Vime vsak, ze vzdy plati x'(G) > A, a tvrzeni je tedy dokdzéno. O

Lemma 0.1.3. Necht’ My, My jsou dvé disjunktnd pdrovind v grafu G = (V, E) takovd, Ze #My > #Ms.
Potom existuji disjunktni pdrovdni N1, Ny v G takovd, Ze:

1. Ny UN, = My U Mo,

2. #N1 =#M, — 1, #Ny = #Ms + 1, tj. N1, No magi mensi rozdil v poctu prvku.



Diikaz. Definujme graf H = (V, M; U Ms). Potom ziejmeé (Vv € V) (dy(v) < 2). H je sjednocenim izo-
lovanych vrchold, cest a kruznic sudé délky, ¢ehoz jsme jiz jednou vyuzili v dukazu Bergeovy véty ?7.
Protoze #M; > #M,, musi v H existovat cesta liché délky 2k + 1, kterd ma k hran z My a k+ 1 hran z
M. Tuto cestu oznacime P. Nyni definujeme

Ny = (Mi\P)U (PN My),
Ny = (M\P)U (PN M),

tj. na cesté P vyménime hrany mezi M; a Ms, mimo cestu zafadime do N, stejné hrany jako jsou
v M;. Ny, N3 jsou opét parovani a pritom si lze snadno rozmyslet, ze spliuji oba body dokazovaného
lemmatu. O

Piiklad. Vrat'me se nyni k problému rozvrhu hodin. Necht’ [ je pocet dostupnych mistnosti a m = #FE,
tj. celkovy pocet ruznych vyucovacich hodin vsech krouzku. Potom pocet ruznych ¢asu (termina, angl.
m

period) P potfebnych pro vyuku musf spliovat P > [T] Rovnéz plati P > A, protoze A = x/'(G), tj.
pocet ruznych barev v nejlep§im mozném obarveni bipartitniho grafu G. Celkové tedy plati

P max{[7].8).

Predpokladejme, ze [ = 6. Snadno si lze predstavit ptipad bipartitniho grafu, pro ktery plati A =2 a
v némz najdeme jeho hranové obarveni dvéma barvami, tj. dvé disjunktni parovani M, M5, pro néz plati
#M, =8, #M> =2 a M; UM, = E. Potom pocet potiebnych ¢asu pro vyuku bude P = 3, protoze blok
predndsek My, které by teoreticky (bez dalsich omezen{) mohly probihat soucasné, bude nutné rozdélit na
dveé ¢asti kvuli nedostatku mistnosti. Opakovanou aplikaci minulého lemmatu vsak lze postupné upravit
parovani My, Mo tak, ze #M; = #Ms = 5. Potom jiz bude potieba pouze P = 2 = max{[%] ,2}
ruznych c¢asu.

V nésledujicim ukazeme, ze vzdy existuje takovy rozvrh, pro néjz plati

p-max{[7].8}.

Zacneme obecnou ivahou. Necht’ existuje p disjunktnich parovani My, ..., M, v G, pro néz plati Uie;[) M,; =
E. Potom opakovanym pouzitim pfedchoziho lemmatu lze tato parovani upravit tak, ze

((Vi,j € p) ([#M; — #M;| < 1)),

tj. hrany jsou co nejrovnomérnéji rozdéleny do jednotlivych parovani, a tak v kazdém parovani je nejvyse
[%—‘ hran. V takovém piipadé je maximélni pocet hran v pdrovani, tj. ¢islo max;cp # M;, nejmensi mozné.
Nyni jiz dokdzeme uvedeny vztah. Najdéme obarveni grafu G A barvami. Potom ziskame A disjunkt-
nich parovani
My =9 '(1),...,Ma = o1 (A).

1. Necht’ [%W < A. Potom chceme dokazat P = A. Parovani My, ..., M upravime popsanym postu-

pem tak, ze
N m
e d) (#a<[3]).
(Vz € #M,; < A
7 ptredpokladu vSak postupné plati, ze

m m m m

— | <A=> <A -<I=> [—W <.

[ l —‘ l A Al —
To znamena, ze kazdé parovani M; lze povazovat za blok soucasné probihajici vyuky, protoze se
vzdy vejde do dostupnych mistnosti. Proto P = A.

2. Necht’ [%W > A. Potom chceme dokédzat P = [%1 Je jasné, ze existuje-li v G A disjunktnich

parovani, pak existuje i {%1 disjunktnich parovani. Stac¢i totiz potifebny pocet parovani rozdélit



0.1. HRANOVE OBARVENI GRAFU 3

na dvé nebo vice disjunktnich pdrovani, nebo definovat M; = @ pro kazdé A < i < {%w Parovani
My, ..., M[m1 pak upravime tak, aby
1

(e {12.[2]}) <#Mi < MD |

l

Nyni opét ukazeme, ze tato parovani uz lze bréat jako bloky soucasné probihajici vyuky, protoze se
vejdou do [ mistnosti. Plati totiz:
m m
— | < |— ==L
{WW{WJ
Véta 0.1.4. (Vizing)

Pro libovolny graf G plati X' (G) < A(G) + 1.

0.1.2 Vizingova véta

Poznamka. Protoze vime x'(G) > A, tak Vizingova véta znamend, ze hranovd barevnost grafu muze
vlastné nabyvat jen dvou hodnot: A a A + 1. Dukaz této véty provedeme az poté, co si piipravime dveé
pomocnd tvrzeni.

Lemma 0.1.5. Necht’ G = (V, E) je souvisly graf, G nent kruznice liché délky. Potom ezistuje 2-hranové
obarveni G takové, Ze na kazdém vrcholu se stupném alesporni 2 se vyskytuji hrany obou barev.

Dikaz. V dikazu vyuzijeme znalosti o eulerovskych grafech.

1. Necht’ G je eulerovsky. Potom

(a) v8echny stupné jsou 2. Z piedpokladu se pak jednd o kruzmici sudé délky. Hrany obarvime
stfidavé obéma barvami, a kazdy vrchol pak spojuje dvé hrany dvou ruznych barev.

(b) existuje vrchol se stupném > 4. Z tohoto vrcholu pak zactneme eulerovsky cyklus, barvime
opét stiidavé. Pro¢ zrovna tento vrchol volime za pocatecni plyne z nésledujiciho. Do kazdého
vrcholu kromé pocatecéniho totiz vstoupime po hrané jedné barvy a okamzité jej opouStime
po hrané druhé barvy. Pokud bychom za pocatecni vrchol zvolili vrchol se stupném 2, tak
bychom u néj tuto jistotu neméli. Ma-li vSak pocatecni vrchol stupen alespon 4, potom jim v
eulerovském cyklu projdeme alespon jednou stejnym zpusobem jako ostatnimi vrcholy.

2. Necht’ G neni eulerovsky, tj. podle véty 7?7 ma vrchol s lichym stupném. Protoze ale

Y da(v) = 2#E

veV
je sudy, je vrcholu s lichym stupném sudy pocet. Kdyz ke grafu G priddme vrchol x ¢ V' a napojime
ho na v8echny vrcholy s lichym stupném, bude mit x sudy stupen a novy graf G bude eulerovsky.
Tento graf obarvime podle bodu [1] a nakonec vSe, co jsme pridali, opét odebereme. Kazdy vrchol v
G kromé z vSak mé u sebe obé barvy hran zastoupeny v stejném poctu: do kazdého vrcholu jsme
piisli a zase odesli. Pfi odebrani hran z G u vrcholt se sudym stupném uz nic nezménime, u vrcholi
s lichym stupném (v G), ktery je alespon 3, pak nezmizi zddnd z barev, protoze v Gu néj byla
kazdé alespon dvakrat.

O

Definice 0.1.6. k-hranové obarveni ¢ : F +— k grafu G = (V| E) se nazyvéd optimdlni, jestlize pro kazdé
jiné k-hranové obarveni ¢ : E +— k plati

Y)Y ep(v),
veV veV

kde ¢, (v) je pocet ruznych barev hran vedoucich z vrcholu v.



Pozndmka. Obarveni ¢ je vlastni, pravé kdyz (Vv € V) (cy(v) = da(v)).

Pozndmka. Pojem optimélni obarveni nevyuzijeme nikde jinde nez v diukazu Vizingovy véty.

Lemma 0.1.7. Necht’ ¢ je optimdini obarvens grafu G = (V, E) a necht’ existuje vrchol uw € V' a barvy i,j
takové, Ze barva i se na vrcholu u nevyskytuje vubec a barva j se na u vyskytuje alespori dvakrdt. Potom
komponenta U grafu

G= (Ve H)Ue (),

ktera obsahuje vrchol u, je kruznice liché délky.

Diikaz. Sporem: V G urcité plati da(u) > 2 a pocet barev u vrcholu u v grafu G (pii obarveni ¢ grafu
G) je 1. Kdyby U nebyla liché kruznice, pak lze podle lemmatu najit 2-hranové obarveni ¢ grafu
G barvami i, j takové, Ze c;(u) = 2 a u ostatnich vrcholii v grafu G’ pocet barev neklesne. Definujeme-li
pak nové obarveni ¢ grafu G jako

e oy — 4 #le) pokud p(e) ¢ {i j}
fees) (dj() {@(e) pokud so(e)e{z',j})’

tak bude platit

Z CSO(U) < Z Cw(l}),

veV veV

coz je spor s optimalitou ¢. O
Nyni mame jiz vSe pfipraveno pro dikaz Vizingovy véty

Diikaz. Mé&jme libovolny graf G = (V, E). Ukdzeme, ze x'(G) < A + 1. Vezmeme optimélni (A + 1)-
hranové obarveni ¢ grafu G a sporem o ném dokazeme, ze je vlastni.
Necht’ ¢ nenf vlastni. Potom existuje u € V' takovy, ze c,(u) < dg(u). Proto

e existuje barva i, kterd na u schaz{ (takovd barva existuje na kazdém vrcholu) a
e existuje barva i1, kterd je na u aslespon dvakrat.

Oznacme v1 vrchol, do néjz vede z u hrana barvy i;. Dale ozna¢me iy barvu, ktera se nevyskytuje na v .
Potom iz se vyskytuje na u. V opa¢ném piipadé totiz prebarvime hranu {u,v;} na is, tim se pocet barev
na u zvysi (i1 je na u dvakrat), ale pocet barev na v; neklesne. To je spor s optimalitou ¢.

7:1 (%]

U L2
V2

Oznacme rekurzivné pro rostouci k = 2,3, ... jako 7 barvu, kterd neni na v;_1. Potom plati, Ze pro
kazdé k tato barva musi byt na w. Diky tomu lze oznacit vrchol, do néjz vede z u hrana barvy i, jako
vk. Zduvodnéni uvedeného tvrzeni provedeme indukei podle k: Pokud ix na u chybi, pfebarvime hranu
{u,vE—1} na ig, ¢cimz se pocet barev na vi_; nesnizi. Pocet barev na u se zvysi (a tak ihned dostaneme
spor) jen tehdy, pokud ix_1 je stle na u, jinak pouze neklesne. V druhém piipadé vsak ziskdme jiné
optimélni obarveni grafu G, pii némz ix_1 neni na u, coz je zase spor s indukénim predpokladem. Pocatecni
krok pro k = 2 jsme jiz dokazali nad obrazkem.

Pro urcité k nastane situace, ze barva ix4 1, kterd schazi na vy, se jiz vyskytuje mezi barvami ¢y, ..., 95—1.
Oznacime jako [ takovy index, Ze i1 = ;. To je zobrazeno na nésledujicim obrazku:
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VU,

Nyni definujeme nové obarveni ¢, které bude pro vSechny hrany stejné jako ¢, az na nasledujici zmény:

(Vj € {1’ el = 1}) (95 ({U" Uj}) = ij+1) .

Potom bude pfi obarveni ¢ situace nésledujici:

Vg,

Kazdy vrchol vj, j € {1,...,1 — 1}, dostal na hrané {u,v;} barvu, kterou pfedtim nemeél. Vrchol u ztratil
v1, ale tu mél dvakrat. Nyni ji mé jen jednou, ale zase mé alespon dvakrat ¢;. Z toho je jasné, ze ¢ je
opét optimalni obarveni grafu G.

Definujeme jesté jedno obarveni ¢, které bude pro vSechny hrany stejné jako ¢, az na ndsledujici
zmeény:

(V5 € {1, k1) (& ({, 05}) = i) -

Potom pfii obarveni ¢ dostaneme situaci:

o Uyl = 1

U1

Vk—1 V2

Rovnéz obarveni cﬁ je zfejmé optimdlni. Nyni jiz snadno dojdeme ke sporu, kdyz pouzijeme lemma
Komponenta podgrafu

G= (V. (i) Ug~ (i),



obsahujici vrchol u, ma totiz byt lichd kruznice. Z vrcholu v;_; nas tato kruznice pfivede po hranach
barvy ig a i; do vrcholu v;.

VU

Zaroven vsak plati, ze i komponenta podgrafu

G = (Vg (io) Up (i) ,

obsahujici vrchol u, je lichd kruznice. Z vrcholu v;_; nas tato kruznice ptivede po hranach barvy ig a i
do vrcholu wvg.
lkt1 = 1

Vg U1

Uk—1 U2

To je ale spor, protoze jediné hrany, které maji v obarveni ¢ barvu odliSnou od barvy v obarveni ¢, jsou
hrany {u,vi}, {u,vi41}, ..., {u, vx}, takze kruznice vedouci pres v;—; se nemiize timto zptisobem zménit
jen diky zméné obarveni z ¢ na . O
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