1 Funkce komplexni proménné

1.1 Komplexni ¢isla

1.1.1 Definice
C={(z,y):z,y eR}
1.1.2 Definice - operace na C
Na C definujeme sc¢itani a odéitani jako
(1, 91) £ (22, 92) = (w1 22,51 £ 2)

a nasobeni jako
(w1,y1) - (22,92) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

1.1.3 Véta
Cislo x € R ztotoznime s (z,0).
Diikaz:
e z,y €R
« (2,0)£(y,0) = (z+y,0)
« (2,0)-(y,0) = (zy,0)
1.1.4 Daisledek

Operace £ a - na C rozsifuji s¢itani, od¢itani a ndsobeni z R.

1.1.5 Definice
(0,1):=1

1.1.6 Véta
i2=-1
Diikaz: (0,1)-(0,1) =(0—-1,04+0) = -1

1.1.7 Véta

Libovolné komplexni ¢islo (z,y), kde z,y € R lze psat ve tvaru
z=(z,y)==2(1,0)+y(0,1) =z +iy

Tomuto zapisu fikdme algebraicky tvar komplexniho ¢isla. x = Rez, y = Imz. K ¢&islu z = z + iy,
z,y € R pfifazuji ¢islo komplexné sdruzené: z = x — iy. |2| = a2 + y2.



1.1.8 Dausledky

Pro libovolné zy, z9 € C plati

zoz=2" |2 =7
z+z Z—Z
R == I =
(S 2 mz 21
|21 - 22| = |21] - |22]

|21 + 22| < |z1] + |22]

21 = za| 2 [[21] = |22
Déleni komlexnich ¢isel probihd nésledovné (po slozkach)

eC
_ ~—
AR Z1 %9

20 Zo |22]2
~—~—
S
1.1.9 Véta

Kazdé z = x +iy; ,y € R lze chapat jako [z,y] € R? v Gaussové roviné. Miizeme tedy zavést polarni
soutradnice

x = rcos(p)

y = rsin(yp)
kde r > 0 a ¢ je thel, ktery svird priavodi¢ [z, y] s kladnou ¢asti osy =. r = /22 + 3% = |z|.
1.1.10 Ddsledek
Kazdé komplexni ¢islo Ize zapsat v goniometrickém tvaru

z = |2 (cos(p) +isin(p))
1.1.11 Véta
Jelikoz funkce sin a cos jsou 27 periodické, zavedeme mnozinu argumentt ¢isla z
Argz = {p € R: z = |z| (cos(p) + isin(p))}

Mezi prvky mnoziny Argz existuje pravé jedno ¢ € (—m, ). Tomuto ¢ fikdme hlavni hodnota argu-
mentu ¢isla z a zna¢ime ho argz, tj.

argz = Argz N (—m, m)
1.1.12 Véta
Nésobeni a mocnéni ¢isel v goniometrickém tvaru:
z = |z| (cos(p) +isin(yp)) w = |w]| (cos(¢)) +isin(v)))

z-w = |z| - |w| (cos(¢) cos(v)) — sin(p) sin(y)) + icos(yp) sin(y) + icos(y) sin(y))
= [z - w| (cos(p + ) +isin(p +¢))



1.1.13 Poznamka

Arg(z - w) = Argz + Argw, ale arg(z - w) = argz + argw neplati! Plati pouze arg(z - w) = argz +
argw + 2km pro vhodné zvolené k € {—1,0,1}.

1.1.14 Piiklad

z=1i= COS(g) + isin(g) argz =

3
w=—-1+i=+2 <COS(47T) + isin(

zow=—-1—i=+2 (cos(iw) + isin( 7r)) arg(z - w) = —zw # argz + argw

1.2 Zakladni pojmy

1.2.1 Definice - funkce komplexni proménné

Reknéme, Ze na mnoziné M C C je dana funkce f(z) komplexni proménné, je-li kazdému z € M
pritazeno pravé jedno komplexni ¢islo w € C. Potom znad¢ime w = f(z) Vz € M.

1.2.2 Poznamka - redlna a imaginarni slozka FKP

zeEM —»z=z+iykdez,y e R

w= f(z) > w=u+iv kde u,v € R

[z +1iy) = u(z,y) Ho(z,y)
—— ——
Re f Im f

1.2.3 Priklad
f(z)=2% z=x+iy, kde 2,y € R
fz+iy) = (x +iy)? = 2 + 2izy — y? = 22 — y* +i 22y
—_—— =~
u(z,y) v(z,y)
u, v jsou definované V[z,y] € R? <= f je definovdna Vz € C.
1.2.4 Definice - rozsireni mnoziny komplexnich cisel
Rozsifime C o komplexni nekonecno C* = C U {oo0}, kde operace s nekone¢nem se definuji jako:
e z+00=00 VzeC
¢ 2:00=00 Vz € C*\{0}
=0 VzeC
e §=00 Vz € C*\{0}

« =
o0

. v . 0
Nedefinujeme tyto neurcité vyrazy: oo + oo, 000, ¢, ="

1.3 Limita a spojitost FKP
1.3.1 Definice - okoli bodu

Pro dané ¢ > 0 rozumime e-okolim bodu zg € C mnozinu

H.(20) ={z€C:|z— 2| <¢}
H. (o) ={z€C:|z| >¢}



1.3.2 Definice

Necht zg € C* je hromadny bod definiéniho oboru fce f(z). Rekneme, Ze fce f(z) ma v bodé zo limitu
rovnou w € C* a piSeme
A, fe) =w
pravé tehdy kdyz
(VH(w))(3H (20)) : (V2 € H(20) N Dom(f)\{20}) = [(2) € H(w)
Ekvivalentné lze psat (z # oo A w # 00)
(Ve>0)(F6>0): (Vze€C,0< |z—20| <) = |f(z) —w|<e
a v pripadé, ze zg = oo, w € C

(Ve > 0)(36 > 0): (V2 € C,|2] > 8) = |f(2) —w| <e

Na dalsi specidlni ptipady (zp € C a w = 00; 29 = 00 a w = 00) jisté prijde pozorny ¢tendf sam.

1.3.3 Definice
Specidlni p¥ipad. Rekneme, Ze komplexni posloupnost (an)S%; ma limitu rovnou a € C* a piseme
Ji an =
<= (VH(a))(3no €R) : (Vn e N,n >ng) = a, € H(a)
1.3.4 Poznamka

Podobné jako v R plati v C véty o limitach souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu limit, pokud je prislusny
soucet, rozdil, soucin respektive podil definovan v C. Narozdil od R* plati v C*:

Zp = 00 <= |zp| = +00 v R pouze =

1
Z2n =0 &= — = v R pouze <
Zn

1.3.5 Definice

Rekneme, ze funkce f(z) je spojitd v bodé zy € C, pokud je v zg definovana a plati

lim f(2) = f(20)

Z—rZ20

Funkce je spojitda na mnoziné M C C <= je spojita v kazdém bodé M.

1.3.6 Véta

Funkce je spojitd v bodé zg € C <= jeji slozky u,v jsou spojité funkce v bodé [zg, o] € R?, kde
20 = xo + 1Yo-

1.3.7 Ptiklad
f(z)=1  Dom(f)=C\{0}

. 1 T — iy x Y]
f(x+1y)_a:+iy_x2+y2_w2+y2 R
__ 7 N
U(I’,y) - 1’2 +y2 U(l‘,y) (132 +y2

P4+t =0 = [x,y] =[0,0] <= 2z=0

Y[z, y] # [0,0] jsou u,v spojité.



1.3.8 Priklad

arg z VzeC argzeRe (—mm)

x
cos = — z=x+1 z,y € R
(%) NeeEar y y

arccos ﬁ,
argz = v +‘z
— arccos y <0
) +y2 )

arccos ———, y>0
2 2 -
u(z,y) = Ve

B —arccos\/;TyQ, y <0
v(z,y) =0 Ve,y € R

e z>0,y=0
hm[m,y}%[aﬁo,O] 'LL(JE, y) =0

e I < 0, Yo = 0
limy, 1 4(z,0) w(7,y) = arccos(—1) = 7

e Yo >0

Mgy mo,0) w(2,y) = —7
= Celkové limita neexistuje.
arg z je spojitd na C\ Py, kde Py = {a(cosf + icosf) : o« > 0}. Na Py ma arg z skok v redlné slozce o
velikosti 27.

1.3.9 Priklad

Funkce f(z) = |#| je spojita na C.

1.4 Elementarni funkce komplexni proménné
1.4.1 Definice

z € C, definujeme

+o00 peg
z _
e = Z ﬁ
n=0 """
+00 (_1)nz2n
cos(z) = Z
= (2n)!
400 (_1)n22n+1
sin(z) =
= (2n+1)!

1.4.2 Véta

Za pomoci téchto definic mizeme ziskat Eulertv vzorec:

IR nan X (1)ky2k 00 (_ 1)k, 2k+1
=LY o Y
n=0 " k=0 : k=0 ‘
= cos(z) + isin(z) VzeC (1.1)

= kazdé z € C lez psat v exponencialnim tvaru z = |z|e!?, kde ¢ € Arg(z)



1.4.3 Poznamka
e = cos(z) + isin(z) e = cos(z) — isin(2)

Sectenim téchto dvou rovnosti ziskame:

iz —iz z —Zz
cos(z) = % cosh(z) = e+e”
Odectenim ziskame: ) )
el? _ eTIZ er — e *?
si = si h =
in(z) 2 inh(z) 9

1.4.4 Véta

Vz,w e C: e*T% = e?e?

Dukaz:

n=0 k=0 n=0 k=0
+ +
— zo:olzn: <n>zk’ n—k _ ZO:O(Z—I—U))” —_ 2 tw
| |
o M iz \F n—0 v
1.4.5 Priklad - peridiciota exponencialy
z=Rez+ilmz
<~ <~
e® = e%e" = e*(cosy +isiny)
— funkce e?, z € C je periodickd, s periodou 27i!
1.4.6 Priklad - komplexni logaritmus
Pro zadané w € C feste rovnici e = w
hledame mnozinu Ln(w) = {z € C,e* = w} =7
w=|wle®, o eArg(w)
z hleddme ve tvaru x +1iy, z,y €R
ef = e%elV = w na rovnici aplikuji absolutni hodnotu
e =lwl = z=Inluw
y €Arg(w)

z=z+1y € In|w| +1 Arg(w)

= Ln(w) = In|w| + iArg(w)
Funkci e” nelze invertovat na C, protoZe neni na C prosta. V mnoziné Ln(w) existuje pravé jedno ¢islo
z takové, ze Im z € (—m, 7). Toto z znac¢ime In(w) (prirozeny logaritmus ¢isla w) a nazyva se hlavni
hodnota logaritmu.
In(w) = In |w| + iarg(w)
1.4.7 Poznamka
Funkce In(w) je definovand Vw € C\{0}.

1.4.8 Poznamka

Rovnice €* = w ma feseni nejen In(w), ale i z;, = In(w) + 2k7i, ke€Z



1.4.9 Poznamka

Ln(z - w) = Ln(z)+ Ln(w)

In(z - w) = In(z) + In(w) + 2kwi, pro vhodné zvolené k € {—1,0,1}.
1.4.10 Definice - obecna mocnina

2V = ewnz Vz,we Coz#0

1.4.11 Priklad

Vi= eéln(i) _ e%(ln|i|+iarg(i)) _ e%(OH%) — A%

1.4.12 Poznamka
1 1
(7’/2: zn = enln(z)
je jednoznacné uréend funkce, ale rovnice 2" = w ma pro dané w € C/{0} celkem n Feseni v C ve

tvaru
2k :

2= 4Yw-en' ke{0,1,...,n—1}
1.5 Derivace funkce komplexni proménné

1.5.1 Definice

Necht funkce f(z) komplexni proménné je definoviana na mnoziné M C C a necht je zyp € M vnitini
bod Dom(f). Existuje-li kone¢na limita

o F) = (o)

220z — 2

(1.2)

potom Fikdme, ze f(z) je diferencovatelnd v bodé zp, tutu hodnotu znacime f’(z) a nazyvame derivaci
funkce f(z) v bodé zy.

1.5.2 Definice - holomorfnost funkce

Pro komplexni funkci komplexni proménné se bézné zavadi nasledujici oznaceni.

Pokud je f(z) diferencovatelnd v zy a na celém okoli zy, pak fikdme, ze f(z) je holomorfni v z.

Pokud je f(z) diferencovatelnéd v kazdém bodé oteviené mnoziny M, pak fikdme, ze f(z) je holo-
morfni na M.

Pokud je f(z) diferencovatelnd na okolf oo, tj. Vz,|z| > R, a pfi oznadeni w = 1, g(w) = f(2) je
funkce g(w) holomorfni v 0. Pak fikdme, ze f(z) je holomorfni v oco.

1.5.3 Poznamka

Pokud f’(29) existuje, pak hodnota limity (1.2) nesmi zdviset na zpiisobu, jakym se z priblizuje k z.
Diferencovatelnost v komplexnich ¢islech je silnéjsi pozadavek nez v c¢islech redlnych a méa zajimavé
disledky.

1.5.4 Priklad

Necht zg = xg + iyo



1. z =29+ Ax +iyg Az € R priblizovanani <>

[z +1iy) = u(z, y) + iv(z,

Y) u,v:R? - R

u(wo + Az, yo) + iv(xo + Az, y0) — u(zo,yo) — iv(x0, o)

!/ — 1
f(z0) = lim
= lim
Ax—0

ou

Az

(U(Jﬂo + Az,y0) — u(zo,y0) _ v(zo + Az,0) — v(2o, yo))

Az Az

LOv
= %(‘T()a yO) + la(x()a yO) = f,(ZO)

2. z=ux0+i(yo + Ay) Ay e R priblizovani J

A i Ay) — o
f'(z0) = lim u(o,yo + y)+w(x0,y0‘+ y) — u(Zo, yo) — (2o, yo)

= lim
Ay—0

Kdyz je f(z) diferencovatelna, tak 1. musi byt stejnd jako 2. = musi se rovnat redlné i imaginarni

casti:

Tyto dvé rovnosti se nazyvaji Cauchy-Riemannovy podminky a jsou nutné pro existenci f'(zp).

iAy

1u(zo, yo + Ay) — u(wo,y0)  iv(zo,yo + Ay) — v(Zo, Yo)

1 Ay i Ay )
ou

gy(l’o,yo) - i@(xo,yo) = f'(20)

0 0
5y (70:90) = 5 (0,30)

0 0
5y (0 %0) = =5 (0. %0)

1.5.5 Véta - Cauchy-Riemannova

Funkce C — C mé v bodé zp
Reimannovy podminky (1.3).

1.5.6 Priklad

= (xo + iyo); xo,y0 € R derivaci, tehdy a jen tehdy, maji-li funkce
u(z,y) = Re f(z +iy) a v(z,y) = Im f(z + iy) totalni diferencidl v bodé [xg,yo] a plati-li Cauchy-

F(2) = e = e7(cos(y) + isin(y))

Parcidlni derivace jsou spojité a

ou

u(z,y) = e” cos(y)

v(z,y) = €” sin(y)

ou . O
%(‘T7y) =€ COS(y) - %(x’y)
ou Ov

Oiy(x’y) = —¢e"sin(y) = —%(x,y)

vSechny existuji = funkce f(z) ma Totélni diferenciél Vz € C.

f(z) = —(z,y) + i@(ac, y) = €e” cos(y) +1-e”sin(y) = €”(cos(y) +isin(y)) = €*

ox

Funkce f(z) = e* je holomorfni.

y



1.5.7 Priklad

Vyfesime diferencovatelnost funkce f(z) = z|z|

f(z,y) = (= +iy)y/2? + y?

u(z,y) = z\/2? + y?
v(z,y) = yy/ 22 + >

ou / x 222 + y?

— (=, — :1:2_|_ 2_|_$ —

0" VTR R R T VR
Ou
dy
v Ty

—(z,y) = N R

ox Va2 +y?

ov Yy 2 + 2y?
—(x, — x2 + 2 + —
oy DY) VT Y TR Ly

Jsou definované a spojité V[x,y] € R*\{[0,0]}. Cauchy-Reimannovy podminky nejsou splnény vsude
kromé x =0,y =0 = f'(z) existuje pouze pro z =0, f’(0) = 0.

(0,y) = ——2—
/$2 + y2

1.5.8 Véta

Necht f(z) a g(z) jsou diferencovatelné v bodé z € C a necht ¢ € C. Potom

(f £9)(2) = f'(2) £ 4'(2)
(cf)(2) = cf'(2)

(f-9)(2) = f'(2)9(2) + f(2)d'(2)
@Y () Z ['2)9() - £(2)d'(2) okud oz
(50)) = #0) pokud g(z) # 0

1.5.9 Véta - o vztahu diferencovatelnosti a spojitosti

Pokud je f(z) diferencovatelnd v bodé z € C, pak je v bodé z také spojitd. Obrécené tvrzené neplati.

1.5.10 Véta - o derivaci slozené funkce

Je-li g(z) diferencovatelnd v zp € C a f(z) je diferencovatelnd v bodé g(zp), potom (f o g)(z) je
diferencovatelna v bodé zg a plati

(fo9) (20) = f'(9(20)) - ¢'(20)

1.5.11 Véta - o derivaci inverzni funkce

Necht f(z) je holomorfni v oblasti  C C, f/(2) # 0,z € Q. Je-li f~1(z) inverzn{ funkce k funkci f(2)
definovan4 a spojit4 na oblasti Q' C f(£2). Potom f~!(z) je holomorfni na Q' a plati

—1y/ _ » /
SR (T B



1.5.12 Priklad
f(2) = 1In(z) — inverzni funkce k g(z) = e* definovand na mnoziné M,Vz € C.

W) =G = = YO\

P, je poloprimka od pocatku ve sméru zaporné ¢asti realné osy. Na Py je logaritmus nespojity.

1.6 Integral funkce komplexni proménné
1.6.1 Definice - integral komplexni funkce realné proménné

Pro funkci f : R — C definujeme:
b b b
/ f(z)dx :/ Re f(x)dx—l—i/ Im f(z)dx

1.6.2 Definice - krivka

Krivkou v C rozumime libovolné spojité zobrazeni néjakého uzavieného intervalu (a,b) do C, tj.
¢ :{a,b) — C.

Kiivku ¢ nazveme uzavienou pokud ¢(a) = ¢(b)

Kfivku ¢ nazveme jednoduchou pokud ¢ je prosté na (a,b) (sama sebe neprotind)

Kiivku ¢ nazveme Jordanovou, je-li ¢ prosté na (a,b) a p(a) = ¢(b)

Obor hodnot ¢ zna¢ime (p) a nazyvame ho geometricky obraz kiivky.

Rekneme, Ze kiivka ¢ je tifdy C' (hladkd), pokud mé v (a,b) spojitou derivaci.

Rekneme, Ze kiivka ¢ je po ¢astech hladka (po ¢astech tiidy C'), pokud ji Ize rozlozit na sjednoceni
koneéné mnoha kiivek tifdy C!.

1.6.3 Definice - operace s krivkami

Soucet kiivek ¢ : (a,b) — C a v : (¢,d) — C lze definovat, pokud ¢(b) = 1(c)

o(t) te€{a,b)

(e+9)(1) : {a,d+b—c) - C= {¢(t—b+c) te(b,d+b—c)

Opacnd kiivka ke kiivee ¢ : (a,b) — C je kiivka —¢ : (—b, —a) — C, ddna predpisem —¢(t) = o(—t)
pro t € (—b, —a)

1.6.4 Poznamka

Je-li o kiivka po ¢astech tifdy C! ddna rovnici ¢(t) = x(t) + iy(t) pro t € {a,b), pak vyraz

S0= [(le@iar= [ 20 + @

predstavuje délku krivky ¢. Déle plati:

S«p+w:SSO+S¢ S;@:Scp

1.6.5 Definice - krivkovy integral komplexni funkce komplexni proménné

Necht ¢ : (a,b) — C je po ¢astech hladka kiivka v C a necht funkce komplexni proménné f je spojita
na (). Potom klademe

b
[ 10z = [ remga
© a

10



1.6.6 Priklad
/ 22dz p usecka spojujici zy =0a 29 =141

o) = (L+i)t te(0,1)
S0 =141

o ! A2 N 3ty (L+0)? (20 -2)
Azdz_/o((1+z)t) (1—|—z)dt_(1+z)/0tdt_ L

1.6.7 Priklad
Popisy jedné () pomoci dvou ¢ 2
©1(t) = et t € (0,m)

pa(t) =V1—1t2 t € (0,m)

1.6.8 Poznamka

V redlné analyze plati

b b
[ f@aa] < [C1@)1de
ale v C toto neplati.
1.6.9 Véta
Necht ¢ je kiivka po ¢éstech tifdy C' konecné délky S, a necht funkce f je spojitda a omezend na (¢).
Potom
/ f(2)dz| < S, - max |f(z)]
® ZE(p)
Diikaz:
b . b . b .
[ 1@z = | [ femema < [* [fem)] 1< max £ [ el
© a a S—— 2€(p) a
omezend na (@)
< S, - max |f(z
< S, - max |£(2)
1.6.10 Véta

Jsou-li ¢ a 1 po castech hladké kiivky v C a f a g funkce komplexni proménné spojité na (p),
respektive (¢), a, f € C, potom plati:

» linearita [,[af(2) + Bg(2)ldz = a [, f(2)dz + 8 [, g(z)dz
« aditivita v mezich [, f(2)dz = [, f(z)dz + [, f(z)dz
o Jopf(2)dz=— [, f(2)dz

1.6.11 Primitivni funkce

Necht f a F jsou funkce komplexni proménné takové, ze F'(z) = f(z) Vz € Q (Q oteviend podmnoZina
v C). Pak tikdme, ze F je primitivni funkce k f na Q.

11



1.6.12 Véta

Jsou-li F' a G primitivni funkce k funkcim f a g na oteviené mnoziné 2 C C a jsou-li o, 8 € C, pak
aF + BG jsou primitivni fuknce k af 4+ Bg na .

Je-li F' primitivni funkce k f na Q € C a je-li C' € C libovolna konstanta, potom je F'+C' primitivni
funkce k f na €.

Jsou-li F' a G primitivn{ funkce k f a g na Q@ C C a je-li H primitivn{ funkce k fG na €2, potom
funkce FG — H je primitivni funkce k F'g na Q.

¢ je po Castech hladka kiivka, F' je primitivni funkce k f na oblasti  C C, kterd obsahuje ().
Vysetiujeme

[ 1G1az= [ temiewnar= [ Fiew) a = [Few)h = Fle®) - Fe)
© a a ~——~—
L (F(p(t

1.6.13 Ddsledky
Ma-li f v oblasti 2 C C primitivni funkci, potom:
1. [, f(z)dz =0  pro kazdou uzavienou kiivku ¢, pro kterou (¢) C €

2. o f(2)dz nezévisi na integracni cesté ¢ v , ale pouze na pocateénim a koncovém bodu kiivky,

tj.:
J /wf(z)dz:/wf(z)dz

1.6.14 Priklad

Vypoctéte: [,(z — 20)"dz nez

© je kladné orientovana kruznice se stredem zp a polomérem R > 0
o(t) = 20 + Relt t € (0,2m)

@(t) = iRel

27 . . 2 .
/(z —20)"dz = / (Re™)"Rie''dt = / iRl g — 1
© 0 0

— 1; [e)e]2T _ ipntl ( ori(n41 0) —
e n# -1 I=R|Sy] " = g (2R — ) =0

on:—l I:f

1
¥ z—20

dz =i [77 et =i [7 1dt = 27i

Tento vysledek neni v rozporu s predchozi vétou f(z) = ZEZO maé primitivni funkci F(z) = In(z — 2).

F'(z) = f(2) plati Vz € C\ P;. Hodnota skoku f na Py je pravé 2ri.

1.6.15 Poznamka

Libovolna Jordanova kfivka (uzaviend a jednoduchd v C) rozdéluje C na 2 komponenty z nichz pravé
jedna je omezend — Inty, tzv. "vnitiek kiivky". Druhd je neomezend — Extop, tzv. "vnéjsek kiivky".
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1.6.16 Véta - Cauchyho

Necht f je holomorfni na oteviené mnoziné €2 C C a necht ¢ je po ¢astech hladka Jordanova kfivka
takova, ze Inty C Q. Potom

/wf(z)dz =0

Dikaz:  z=z+1y z,y €R flx+iy) = u(z,y) +iv(x,y)

¢ :{a,by = C
p(t) = 2(t) +iy(t)
p(t) = @(t) +ig(t)

b b
[ 1Gaz= [T rem@war= [ Tut).v0) + i), s + i
= [ttt t6)i(0) ~ o0, w0
1 [ ) )90 + o),y

:/udzz:—vdy+i/udy—l—vdx
© ©

ou Ov ou Ov
_ - laray+i [ [Jr}dxd —0
Vv Intp |:8$ ay:l Y Intp 8y ox 4
Green —_——
=0 =0

Hranaté zavorky jsou nulové diky platnosti Cauchy-Riemannovych podminek.

1.6.17 Dausledek

Necht ¢ a 1) jsou stejné orientované, po ¢astech hladké Jordanovy kfivky takové, Ze () C Inte) a necht
funkce f je holomorfni na oblasti © obsahujici Inty) \ Intep. Potom

/Saf(z)dz:/lbf(z)dz

1.6.18 Poznamka

Body, v nichz funkce f neni holomorfni nazveme singularni. Véta tiké, zZe integral z f se nezméni
pokud kfivky ¢ a 1) maji stejnou orientaci a obé obihaji stejné singularni body.

1.6.19 Definice - index bodu

Necht ¢ je po ¢astech hladkd, uzaviena kiivka (ne nutné Jordanova) a zgp € C \ (¢). Index bodu zp
vzhledek ke kfivce ¢ je definovan jako
1 d
= [
©

27i Jo 2 — 29

1.6.20 Poznamka - vlastnosti ind,zg

Necht ¢ je Jordanova kfivka. Funkce f(z) = _120 je holomorfni Vz € C \ {20}.

z

e 29 € Exty = ind,29 = 0 z Cauchyho véty.

dz
e 29 € Intp = indy,zg = ﬁ / = 1, kde 9 je dost mala kladné orientovand kruznice se
P 2T 20

2mi
stfedem v zy a polomérem takovym, ze () C Intep.
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e pokud zg € Inty a ¢ je zaporné orientovana, pak

1 dz
ind,zp = -— =-1
e = o /w z — 20

kde 1 je zdporné orientovand kruznice se sttedem zg a polomérem R > 0 dost malym, aby kiivka
() C Intep.

» pokud je ¢ uzaviena, ale ne Jordanova ind,zo € Z udava pocet obéhtt daného bodu kiivkou ¢.
Obc¢hy v kladném smyslu se pricitaji, v zdporném odecitaji.
1.6.21 Veéta - Cauchyho integralni vzorec

Necht ¢ je po c¢astech hladka Jordanova kiivka a necht f je holomorfni na obslati 2 O Inty. Potom
Vzo € Intp plati
1 f(z)dz

2mi-indy20 Jp 2 — 20

f(20) =

Hodnoty holomorfni funkce uvniti Inte jsou jednoznaéné uréeny hodnotami f na {(¢).!

Diukaz:

1 f(z)dz 1 f(2) = f(20) f(20)
27 ind,zo / z— dz +/¢ dz

2mi-indy20 Jp 2 — 20 20 Z— 20

I

Kftivka 1 ... mald kruznice se stfedem zp s polomérem R > 0. (1)) C Intep, stejné orientovand jako ¢.

_ [ 1@,
11_/¢ 2

|| = ’/ 7]6(2) _ f(zo)dz‘ < 27R - max ‘
¥ z— 20 Z€(2)

f2) = f(z0)

Z— 20

spojité fce na ()
pI‘OR—)O f(z)— (ZO),_>f( )

zZ—20

pro R € HJ 1ze hodnoty ’fTZOZ) odhadnout shora pomoci konstanty M > 0

|| < 2wRM | lim

R—0

‘Il| =0=5L=0
(indy20)~ f(z0) 1 dz
0+ 5= [ —— = f(=0)
2 j

2mi indyzo 2w 2z — 2

N—— —
indy20

1.6.22 Véta - o rozvoji holomorfni funkce v mocninou radu

Necht f je holomorfni v kruhu B(zg, R), kde R > 0. Potom Vz € B(zp, R) plati

+oo

flz)= Z an(z —20)"
n=0
1 f(§)

kde ap = — [ — 10
© T o J, (€= 2T

a @ je kladné orientovand po ¢astech hladkd Jordanova kfivka takova, ze () C B(zo, R) a 2o € Inte.

'Napiiklad v elektrostatice u potencidlu. Hodnoty potencidlu na povrchu télesa uréuji hodnoty potencidlu uvniti
télesa.
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1.6.23 Dusledek - Cauchyho integralni vzorec pro derivace

Necht f je holomorfni na oblasti 2 € C a necht ¢ je po ¢astech hladka Jordanova krivka takova, ze
Intp C Q. Potom f ma v kazdém bodé zy € €2 derivace vSech fadi a plati

() (o _ n! f(§)d¢
f7z0) = 2miind,, (20) /30 (& — zp)nt! n € No

Diikaz:
e ¢ kladné orientovana

e 7z Taylorovy véty

ap =

)1 ses
n! 2miind,(20) Jo (§ — 20)" Tt

1.6.24 Priklad
_ sin(z)
L=/, dz

(z—1)2
f(z) =sin(z) f'(z) =cos(z) zp=1

 je néjakéd uzavrend krivka neprochézejici bodem i.
I =27i - indy,(20) 77 f/(1) = 27 - indy, (i) cos(i)
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