
1. Konvergence na prostoru náhodných veličin

Definice 1. Bud’ (Xn)
∞
1 posloupnost náhodných veličin. Potom Xn konverguje k X podle

pravděpodobnosti — znač́ıme Xn
P−→ X — pokud pro každé ε > 0 je

lim
n→∞

P ({ω| |Xn −X| ≥ ε}) = 0.

Věta 2. Pro limitu podle pravděpodobnosti plat́ı:

(1) Jestliže Xn
P−→ X a Yn

P−→ Y , pak Xn + Yn
P−→ X + Y .

(2) Jestliže Xn
P−→ X, pak Xn −X

P−→ 0.

(3) Jestliže Xn
P−→ X, pak αXn

P−→ αX.

(4) Jestliže Xn
P−→ K, pak X2

n
P−→ K2.

(5) Jestliže Xn
P−→ a a Yn

P−→ b, pak XnYn
P−→ ab.

(6) Jestliže Xn
P−→ a a Yn

P−→ b, pak Xn/Yn
P−→ a/b.

D̊ukaz. (1) Plat́ı

{ω| |(Xn −X) + (Yn − Y )| ≥ ε} ⊂ {ω| |Xn −X|+ |Yn − Y | ≥ ε} ⊂

⊂
{
ω
∣∣∣|Xn −X| ≥ ε

2

}
∪
{
ω
∣∣∣|Yn − Y | ≥ ε

2

}
.

Dále z Booleovy nerovnosti vyplývá, že

P (|(Xn −X) + (Yn − Y )| ≥ ε) ≤ P (|Xn −X| ≥ ε

2
) + P (|Yn − Y | ≥ ε

2
).

(2) P (|Xn −X − 0| ≥ ε) = P (|Xn −X| ≥ ε).
(3) P (|αXn − αX| ≥ ε) = P (|Xn −X| ≥ ε

a ).

(4) P (|Xn − 0|2 ≥ ε) = P (|Xn| ≥
√
ε). Potom pokud Xn−K

P−→ 0, pak Zn = (Xn−K)2
P−→ 0,

Zn = X2
n − 2KXn +K2 P−→ 0. Dále označme Un = 2KXn −K2. Protože Xn

P−→ K, plat́ı

2KXn
P−→ 2K2 a 2KXn −K2 P−→ K2. Konečně X2

n = Zn + Un
P−→ K2.

(5) Z předchoźıch pravidel vyplývá, že

XnYn =
1

4
((Xn + Yn)

2 − (Xn − Yn)
2)

P−→ 1

4
((a+ b)2 − (a− b)2) = ab.

(6) Nejprve dokážeme, že Xn
P−→ 1 =⇒ 1

Xn

P−→ 1: Plat́ı, že{∣∣∣∣ 1

Xn
− 1

∣∣∣∣ ≥ ε

}
=

{
1

Xn
≤ 0

}
∪
{
0 ≤ 1

Xn
≤ 1− ε

}
∪
{
1 + ε ≤ 1

Xn

}
.

Z Booleovy nerovnosti

P

(∣∣∣∣ 1

Xn
− 1

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ P

(
1

Xn
≤ 0

)
+ P

(
0 ≤ 1

Xn
≤ 1− ε

)
+ P

(
1 + ε ≤ 1

Xn

)
.

Dále plat́ı

P

(
1

Xn
≤ 0

)
= P (Xn ≤ 0) ≤ P (Xn ≤ 0) + P (Xn ≥ 2) =

= P (|Xn − 1| ≥ 1) → 0,

P

(
0 <

1

Xn
≤ 1− ε

)
= P

(
Xn − 1 ≥ ε

1− ε

)
→ 0,

P

(
1

Xn
≥ 1 + ε

)
= P

(
1−Xn ≥ ε

1− ε

)
→ 0.

Potom Yn

b

P−→ 1, podle lemmatu b
Yn

P−→ 1 a z předchoźıch pravidel pak 1
aXn

b
Xn

P−→ 1.
□

1



2

Př́ıklad. Bud’te (Xn)
∞
1 iid ∼ N(µ, σ2),

Yn =
1

n

n∑
1

Xi.

Ukážeme, že Yn
P−→ µ. Pro Yn plat́ı Yn ∼ N(µ, σ2

n ).

P (|Yn − µ| ≥ ε) = 1− P (|Yn − n| < ε) =

= 1−
∫

Sn:|yn−µ|<ε

1√
2π

√
n

σ
exp

(
− (yn − µ)2n

2σ2

)
dyn =

= 1−

ε
√

n
σ∫

− ε
√

n
σ

1√
2π

exp

(
− t2

2

)
→ 1−

∫
R

1√
2π

exp

(
− t2

2

)
= 0

Definice 3. Posloupnost náhodných veličin Xn konverguje skoro jistě (Xn
s.j.−−→ X), právě když

P
{
ω
∣∣∣ lim
n→∞

Xn = X
}
= 1.

Definice 4. Posloupnost náhodných veličin Xn konverguje podle α-středu (Xn
S−→
α

X), právě když

E |Xn −X|α → 0.

Definice 5. Posloupnost náhodných veličin Xn konverguje v distribuci (Xn
D−→ X), právě když

FXn
(x) → FX pro každé x ∈ R, kde FX je spojitá.

Definice 6. Kolmogorovova vzdálenost distribučńıch funkćı

K(F,G) = sup
x∈R

|F (x)−G(x)| .

Ṕı̌seme Xn
K−→ X, právě když K(FXn

, FX) → 0.

Věta 7. Bud’ Xn posloupnost náhodných veličin. Potom plat́ı:

(1) Xn
S−−−→

α=2
X =⇒ Xn

P−→ X;

(2) Xn
s.j.−−→ X =⇒ Xn

P−→ X =⇒ Xn
D−→ X.

D̊ukaz. (1) Bud’ ε > 0 libovolné, potom

P{|Xn − x| ≥ ε} =

∫
S:|xn−x|≥ε

fXn,X dxndx ≤

≤
∫

S:|xn−x|≥ε

(xn − x)2

ε2︸ ︷︷ ︸
≥1

fXn,X dxndx ≤

≤ 1

ε2

∫
R2

(xn − x)2fXn,X =
1

ε2
E(Xn −X)2.

(2) (a)

FXn(x) = P (Xn ≤ x) =

= P (Xn ≤ x ∧ |Xn −X| < ε) + P (Xn ≤ x ∧ |Xn −X| ≥ ε) ≤
≤ P (X − ε < x ∧ |Xn −X| < ε) + P (|Xn −X| ≥ ε) ≤
≤ P (X ≤ x+ ε) + P (|Xn −X| ≥ ε)

Z toho vyplývá, že lim supFXn
(x) ≤ FX(x+ ε). Analogicky se dokáže, že FXn

(x) ≥
FX(x− ε)− P (|Xn −X| ≥ ε) a lim inf FXn

(x) ≥ FX(x− ε).
Pokud je x bod spojitosti FX , pak FXn

(x) → FX(x).
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(b) Xn
s.j.−−→ X, právě když

{ω|Xn → X} =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
p=n

{
ω

∣∣∣∣|Xp −X| ≤ 1

k

}
= M a P (M) = 1.

P (MC) = P

( ∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

∞⋃
p=n

{
|Xp −X| ≥ 1

k

})
= 0,

z čehož vyplývá, že ∀k ∈ N

P

( ∞⋂
n=1

∞⋃
p=n

{
|Xp −X| ≥ 1

k

})
= 0

a z věty o spojitosti pravděpodobnosti

lim
n→∞

P

( ∞⋃
p=n

{
|Xp −X| ≥ 1

k

})
= 0,

dále (∀k)(∀δ)(∃n0)(∀n > n0)

P

( ∞⋃
p=n

{
|Xp −X| ≥ 1

k

})
< δ,

a (∀k)(∀δ)(∀p > n0)

P

(
|Xp −X| ≥ 1

k

)
< δ.

□


