
1. Absolutně spojitá rozděleńı

Definice 1. Náhodná veličina X má absolutně spojité rozděleńı (dále jen ASR), pokud
existuje fX : R 7→ R tak, že

FX(x) =

x∫
−∞

fX(t) dt.

Funkci fX nazýváme hustota pravděpodobnosti.

Definice 2. Náhodné veličiny (X1, . . . , Xn) = X maj́ı sdružené absolutně spojité rozděleńı
(SASR), pokud existuje

FX(x) =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫

−∞

fX(t) dt1dt2 · · · dt1.

Funkce fX je sdružená hustota pro X.

Poznámka. (1) Někde se mı́sto pojmu
”
absolutńı spojitost“ použ́ıvá pouze

”
spojitost“.

(2) Funkce F je absolutně spojitá, právě když existuje funkce f definovaná skoro všude tak,
že

F =

x∫
−∞

f(t)

a F ′
X(x0) = fX(x0)

Definice 3. Funkce F je absolutně spojitá na (a, b), právě když pro každé ε existuje δ
tak, že ∀{(ai, bi) ⊂ (a, b)}

n∑
i=1

|bi − ai| < δ =⇒
∞∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| < ε.

(3) Je-li F riemannovsky integrabilńı a spojitá v x0, pak F ′(x0) = f(x0).

Věta 4. Je-li funkce fX(x) riemannovsky integrabilńı a spojitá v x0, pak

fX(x0) =
∂FX(x0)

∂x1 · · · ∂xn
.

Věta 5 (Lebesgueova pro distribučńı funkce). Libovolnou distribučńı funkci lze zapsat jako

F (x) = F1(x) +K(x) + S(x),

kde F1 je absolutně spojitá,K je s nejvýše spočetně skoky, S je spojitá a rostoućı pouze na množině
mı́ry 0.

Poznámka. Vlastnosti distribučńı funkce:

(1) fX ≥ 0 skoro všude.
(2) ∫

R

fX(x) dx = 1.

(3)

P (a < X ≤ b) =

b∫
a

fX(x) dx.

D̊ukaz. (1) Vyplývá z monotonie FX .
(2)

+∞∫
−∞

fX = lim
x→∞

x∫
−∞

fX = lim
x→∞

FX(x) = 1

1
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(3)

P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a) =

b∫
−∞

f −
a∫

−∞

f

P (a1 < X ≤ b1, a2 < Y ≤ b2) =

= FX,Y (b1, b2)− FX,Y (a1, b2)− FX,Y (b1, a2) + FX,Y (a1, a2) =

=

b1∫
a1

b2∫
a2

fX(u, v) dudv

□

Věta 6. Necht’ (X1, X2, X3) maj́ı SASR. Pak (X1, X3) maj́ı SASR a plat́ı

fX1,X3(x1, x3) =

−∞∫
−∞

fX1,X2,X3(x1, x2, x3) dx2.

D̊ukaz.

FX1,X3(x1, x3) = lim
x2→+∞

F (x1, x2, x3) =

= lim
x2→+∞

x1∫
−∞

x2∫
−∞

x3∫
−∞

fX1,X2,X3
(t1, t2, t3) dt1dt2dt3 =

=

x1∫
−∞

x3∫
−∞

 lim
x2→+∞

x2∫
−∞

fX1,X2,X3
(t1, t2, t3) dt2

 dt1dt3,

tedy

fX1,X3
(x1, x3) =

−∞∫
−∞

fX1,X2,X3
(x1, x2, x3).

□

Věta 7. Necht’ náhodné veličiny (X1, . . . , Xn) maj́ı SASR. Pak (X1, . . . , Xn) jsou nezávislé, právě
když

fX(x) =

n∏
i=1

fXi
(αi).

D̊ukaz. (1) (⇐)

FX(x) =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫

−∞

fX =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫

−∞

n∏
i=1

fXi(ti) dti =

=

n∏
i=1

xi∫
−∞

fXi
(ti) dti =

n∏
i=1

FXi
(xi).

(2) (⇒)

FX(x) =

n∏
i=1

FXi(xi) =

n∏
i=1

xi∫
−∞

fXi(ti) dti =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫

−∞

n∏
i=1

fXi(ti) dti.

□
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Definice 8. Bud’te X,Y náhodné veličiny, y0 ∈ RanY . Podmı́něná distribučńı funkce náhodné
veličiny X za podmı́nky Y = y0 je funkce FX|Y : R 7→ [0, 1] definovaná předpisem

FX|Y (x|y0) = lim
ε→0+

P ({X ≤ x}|{y0 − ε < Y ≤ y0 + ε}).

Definice 9. Podmı́něná hustota pravděpodobnosti za Y = y0 je taková funkce fX|Y , že plat́ı

FX|Y (x|y0) =
x∫

−∞

fX|Y (t|y0) dt.

Lemma 10. Necht’ X má ASR a fX je spojitá v x0 ∈ R. Pak

lim
ε→0+

1

2ε

x0+ε∫
x0−ε

fX(t) dt = fX(x0).

D̊ukaz.

lim
ε→0+

1

2ε
(FX(x0 + ε)− FX(x0 − ε) + FX(x0)− FX(x0)) =

=
1

2
(Fx

′
+(x0) + Fx

′
−(x0)) = fX(x0).

□

Věta 11. Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny se SASR. Necht’ y0 ∈ R takové, že

(1) fX,Y je spojitá v y0 pro skoro všechna x ∈ R,
(2) fY (y) je spojitá v y0 a fY (y0) > 0.

Pak

fX|Y (x|y0) =
fX,Y (x, y0)

fY (y0)

pro skoro každé x ∈ R.

D̊ukaz.

FX|Y (x|y0) = lim
ε→0+

P ({X ≤ x} ∩ {y0 − ε < Y ≤ y0 + ε})
P (y0 − ε < Y ≤ y0 + ε)

=

= lim
ε→0+

∫ x

−∞ dt
∫ y0+ε

y0−ε
dyfX,Y (t, y)∫ y0+ε

y0−ε
fY (y) dy

=

=

∫ x

−∞ limε→0+
1
2ε

∫ y0+ε

−y0−ε
fX,Y dydt

limε→0+
1
2ε

∫ y0+ε

y0−ε
fY (y) dy

=

=

∫ x

−∞ fX,Y (t, y0) dt

fY (y0)
=

x∫
−∞

fX,Y (t, y0)

fY (y0)
dt.

□


