1 Statistika

1.1 Uvod

V nésledujicim textu budeme jako N oznacovat libovolné prirozené ¢islo nebo +oo.

Definice 1.1. Budte (Xj)jy:1 ndhodné veliciny na prostorech (2, A;,P;) s rozdélenimi PXi =
Po Xj_l. Definujme nyni

N
AN = QA Lo (X Ay LEN) =0 (xhoidy, Ay € Ay, L N)
j=1

PN =P, ®..-®Py

pricemz PO je takovd pravdépodobnostni mira na prostoru (Q(N),A(N)), pro kterou plati
!
Pty (X2:1Ajk) = [P (450
k=1

~\N
Vime tedy, Ze existuje pfirozené prodlouzeni (XJ-)‘ . na prostoru (Q(N ), AN) p(N )). Tudiz
J:
j—ty prvek zachovéava vlastnosti j—tého pivodniho prvku a souc¢asné j—ta pravdépodobnost zacho-
vava vlastnosti j—té ptvodni pravdépodobnosti.
Poznamka 1.2. V predchozi definici nelze o—algebru AN nadefinovat jako
AN = <N A; Ajed;jeN

protoZe to by nebyla o—algebra.

~\N
Vé&ta 1.3. Budte (Xj)évzl ndhodné veliciny a (Xj) - bud jejich prirozenym prodlouZenim. Potom
‘7:

1. (X]>2V:1 jsou nezdvislé
2. PXi =P} provje N, 1.
VB € BYj e N PXi(B) = PXi(B)
Diikaz. Nejdrive dokdzeme stejnost rozdéleni. Volme B; € B, j € N libovolné. Potom
{X;€Bj} =P (1 x Qo x---xQj_1 x{X; € Bj} xQjp1 x---Qn) =
=1-1.--1-P(X;€Bj)-1---1-1=P; (Xj EBj):PXj (Bj)
a nyni nezavislost. Chceme ukazat, ze sdruzena pravdépodobnost

P(le € Bj17Xj2 € Bj27"'7ij € sz)



je stejna jako soucin pravdépodobnosti, a to lze velice jednodue ukazat ptes kartézsky soucin (stejné
jako u stejnosti rozdéleni), tj.

P (X € By ) = P (1 x o x Qg x {XG, € By x Q) x o x )
ale prunik takovychto kartézskych soucint je opét kartézsky soucin, a tedy

l l
P (X3, (X5, € B}) = [[ P (X, € B) = [[ PWV (Xjk S Bjk)
k=1 k=1

O

Poznamka 1.4 (Komentar Kuse). V predchozi vété jsem nékde néco moc urychlil, takZe je tam
nékde néjaky problém.

Disledek 1.5.
1. Pokud oznac¢ime PXi = PX potom ()?3>N_1 jsou nezavislé a maji stejné rozdélent (jsou i.i.d.
s PX). "
2. Pokud X; ~ PX proVj € N a soucasné
(€, Aj, Pj) = (€, A, P)

N
potom jsou (Xj). ) 1.1.d. ndhodné veli¢iny na prostoru (Q(N),A(N),P(N)), ktery budeme v
J:
ndsledujicim textu (pro mateni ctendre) znacit (2, A, P).
1.2 Statistika - zakladni pojmy a definice

Statistika sice vyuziva modelu z pfedchoziho dusledku, ale jednotlivym ¢astem prostoru (£2,.4,P)
prifazuje mirné odlisny vyznam.

Q - populace

w - individuum, element

X : Q — R, méritelna - vlastnost 2

w™ € QW) _ yybér individui z populace

PW) _ soucinova pravdépodobnostni mira

~\N ~
pozorovani Budte (X j) i.i.d. s rozdélenim P¥X. Potom X j nazyvame pozorovanimi X na popu-
1

laci €.
Poznamka 1.6. Budeme znacit )?j = X, na prostoru (Q, A, P).

Ukolem statistiky obecné je na zakladé realizaci )Zj (w(N)) = )Z'j ,odhadnout“ tvar PX. Je to
vlastné postup obraceny vzhledem k poctu pravdépodobnosti. Statistické tlohy bychom dale mohli
rozdélit na:



(A) Odhad parametrt rozdéleni P

(A1) Bodovy odhad parametrii Necht 6 je n€jaky parametr spojeny s (2. Ukolem je najit
funkei 6 (X), ktera na zakladé pozorovani X = (Xj)?zl odhaduje parametr 6.

(A2) Intervalovy odhad parametrii Ukol je obdobny jako v piipadé bodového odhadu
parametrt, nicméné hledame takové borelovsky méfitelné funkce

weP@eld(X),0X)])>21-a ac(0,1)
(A2’) Konfidenéni odhad parametri Hledame obecnou mnozinu C (X) ¢ R¥ (pro para-
metr 6 € R* takovou, ze

P@leC(X)>1-a ac(0,1)

(B) Testovani hypotéz o rozdéleni PX Piedmétem zkouméni je opét parametr, pficemz mohu
vyslovit napfiklad hypotézu Hy : & = 5. Abych ale o takové hypotéze vibec néco mohl Fict,
potom si musim sehnat pozorovani X = (X7,..., X,,) a na jeho zakladé se mohu pokusit zjistit
zda,

P (Hy plati) > 1 — «

Pokud tento vztah plati, potom hypotézu prijmeme, jinak ji zamitneme.

1.3 Bodovy odhad parametri

Uvazujme nasledujici model: Budte X ~ P¥X nahodné veli¢iny na prostoru (£2, A, P), a necht pa-
rametr 6, jehoz hodnotu se snazime zjistit, je # € ® C R*. Pfitom © nazyvame parametrickym
prostorem. Miizeme také odhadovat hodnotu né&jaké funkce 7 (). Takovou funkci nazyvame pa-
rametrickou.

_ Postup je zhruba nasledujici - vytdhneme si w™ = (wi,...,w,), promé&ime je pomoci X (tj.
X; (w(”)) = X, (w), a nakonec odhadneme 7(6).

Definice 1.7 (Odhad parametrické funkce). Bud X = (Xj)?zl je pozorovdni X (ndhodné veliciny
s rozdélenim PX ). Potom libovolnou borelovsky méFitelnou funkci T (X) : Q — R® nazjvdme od-

hadem parametrické funkce 7(0) na zdkladé pozorovini X. Specielné pro 7(8) = 0 oznacujeme
T(X) = 6(X).

Definice 1.8 (Eficientni odhad). T(X) je eficientnim (vydatngm) odhadem parametrické funkce
7(0), pokud

~ 2 ~
E(T(X) - 7(0)” < B (T(X) = 7(0)) " pro ¥T(X)
Definice 1.9 (Nestranny odhad). T'(X) je nestrannym odhadem parametrické funkce 7(6) pokud

E(T(X))=71(0) proVoe©O



Definice 1.10 (Asymptoticky nestranna posloupnost odhadt). Bud (T,,(X));2, takovd posloupnost
odhadi parametrické funkce 7(0), Ze Tn(X) = Tn(X1, ..., Xy) (4. odhady jsou zaloZeny na stdle vice
pozorovdnich). Rikdme, Ze odhad (T,,(X)) je asymptoticky nestranny, pokud

1i_>m E(T,(X))=ET(0) proVvee O

Definice 1.11 (Slaba konzistence). Posloupnost odhadi (T,,(X))>2, je slabé konzistentnim odhadem
parametrické funkce 7(6), pokud

T, (X) Py 7(0) proVo € ©

Definice 1.12 (Silna konzistence). Posloupnost odhadi (T,,(X));2, je slabé konzistentnim odhadem
parametrické funkce 7(6), pokud

To(X) %2 7(6) provoec @
tj. PO (|T,(X) — 7(0)] < &) — 1.
Véta 1.13. Bud (T,,(X)),2, takovd posloupnost odhadii parametrické funkce 7(0), Ze
1. ET,(X) = 71(0) pro¥vo e O
2. DT,(X) — 0
Potom je T,,(X) slabé konzistentnim odhadem.

Definice 1.14 (Asymptoticky normalni posloupnost odhadt). Posloupnost odhadi (T,,(X))>2

oo se
nazgvd asymptoticky normdlni s kovarianéni matici C(6) pokud

Vi (T,(X) —7(8)) B N, (0,C(9)) pro V6 e O
tj. T,(X) ~ AN, (1(0), £C(0)), a specielné pro s = 1 plati /n (T,,(X) — 7(0)) 2N (0,0%(0)), kde
a2(0) je asymptotickyj rozptyl.
Poznamka 1.15. Necht T,,(X) ~ AN, (7(0), 2C(0)), potom

Tu(X) = 7(0)
Véta 1.16. Bud X = (X1,...,X,) pozorovdni na prostoru (2, A, P), pricemz X € Lo. Potom
1.

n—1
Jj=1

je konzistentnim a nestrannym odhadem DX



je konzistentnim a asymptoticky nestrannym odhadem DX

Diikaz.

1. konzistentnost Ze zakona velkych &isel piimo vyplyva, ze X, 5 EX.

nestrannost N
1
EX,=-> EX;=FEX
n =
2.
~ 1 ¢ <~ \2 P
52 = EZ(Xj—Xn) - DX
7j=1
2 1 &  \2 n o P
sn:n_ljz;(xj— n) =——0, > DX
1 & 2
~2 2 ~
52 = ﬁZXj — (Xn)
j=1
2
E(Xn) =E|-> X;| =—FE NXI+ ) XX | =
=1 i=1 ij=L,i%j
1
= — (nEX2 tn(n—1) (EX)Q)
n

- EX? —1 —1
EX?-E(X,) = EX?- T px=tT (EX2 - (EX)2> -
n n n

_1
-7 px - DX
n

E(s2) —E(nilfﬁ) — B (32) = DX

O
Véta 1.17. Bud X = (Xy,...,X,) pozorovani na prostoru (2, A, P), pricemz X € L, pror > 2.
Potom

1. .
1
m'(X) = Y X
j=1

je konzistentnim odhadem i/, (X) = E (X")



j=1
je konzistentnim odhadem . (X)=E(E — EX)"

Definice 1.18 (Vybérovy kvantil). Budte (Xj)?zl pozorovini X, a oznacme (X j)) | tato pozo-

n
. v . . . ]:
rovdni serazend dle velikosti. Potom

~

Xpe(0,1) = Xinpl+1

nazyvdme vybérovym kvantilem. Specielné pro p = 0.5 tento kvantil nazijvdme vybérovygm me-
didnem.

Poznamka 1.19. Pro vyjbérovy medidn ziejme plati

2

R { X(Lﬂ) pro n lichd
Xos =1 ;4 )
3 (X(%) + X<%+1)> pro n sudd

Definice 1.20 (Vybérové rozpéti). Bud (Xj);.l:1 pozorovdni X . Potom vybérové rozpéti definu-
jeme jako

max X; — min X;

JEN JEN
Definice 1.21 (Empirickd distribu¢ni funkce). Bud’ (Xj)?:1 pozorovani X . Empirickou distri-
bucéni funci poté definujeme jako

1 n
By (X,z) = n Z 1(7oo,Xj}(X)
j=1
kde 1(_oo x,)(X) je indikdtor jevu X; € (—o00, X;] (viz 77).

1.4 Nestranné odhady s minimalnim rozptylem - UMVUE

V tomto paragrafu budeme obecné hledat dolni mez stfedni kvadratické chyby, tj. vyrazu
DT(X) = E(T(X) - 7(6))’

Uvazujme dva nestranné odhady T,Sl)(X) a 7Y (X). Pokud tyto odhady budeme chtit srovnat,
mizeme za ,lepsi“ povazovat napiiklad ten s mensim rozptylem, tj. ten pro ktery je mensi prav-
dépodobnost ze mi ,uleti“ od ET(X) = 7(#). Pokud totiz dosadime do CebySevovy nerovnosti,
potom

_ DT(X)

- 2

P(T(X) - ET(X)| 2 ¢) = P(IT(X) = 7(0))| = ¢) 6

Otazkou vsak ziistava, jak malého rozptylu lze viibec u nestrannych odhadt dosahnout.
Definice 1.22 (Regularni systém hustot v R!). Bud' © C R. Potom systém hustot
F={f(z,0)|0<c0}

nazveme reguldrnim systémem hustot, pokud plati



1. suppf ={z | f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.

2. Parcidlni derivace
of (z,0)
0o

existuje a je konecnd pro vSechna 6 a skoro vsechna x.

p(2I0e0 g

3. Stredni hodnota

pro vSechna 6.

4. Fisherova mira informace

- 5 (P10

pro vSechna 6.
Poznamka 1.23.

1. Podminka nulovosti stredni hodnoty v predchozi vété je obecné splnéna prdve kdyz lze [ f
derivovat za integrdlem, protoZe

Oln f(z,0 Oln f(x,0) "( ,
E(g(e)> :/ g(e f Q)da;:/f(x,e)dx:

= je/f(m,@)dx =

2. Diky predchozimu bodu ale také plati, Ze

I(Q):D<alngéx,9))

Véta 1.24. Budte <)~(]> - nezdvislé s ASR, a necht jim odpovidaji systémy hustot
]:

./TJ = {fXj (l’j,e) | = @}

requldrni pro vSechna j € n. Potom plati
n
Ix,,xs (0) = ZIX]' (0)

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei. Provedeme pouze prvni krok (pro n = 2), druhy
krok je zrejmy.
le,X2(xlax2a ) fX1 Ty, )fX2($2?9)

oln fx, x,(x1, T2, oln fx, x, \°
IXLXQ(G):E( nfx )(80(331 ik > //( n/x ’X> fx) x,dx1dry =




0 ol ol
// < fX1> le,ngxld'IQ +2// an1 an2 lefXdeldx2+

// (aln fX2> fx1,x,dwvidxs = Iy, (0) + Ix,(0)

Disledek 1.25. Budte (X ) _, pozorovdni na X (tj. i.i.d). Potom zrejmé

Ix, .. .x,(0)=nIx, (6)

Véta 1.26. Bud {f(z,0) | 0 € ©} reguldrni systém hustot, a necht [ f lze dvakrdt deriwovat za
integralem. Potom plati
0%In f(z, 9)>

I(0) = —E ( o

Véta 1.27 (Rao - Cramerova nerovnost). Bud'§ € © C R, F = {f(x,0) | 0 € O} necht je requldarni
systém hustot a parametrickd funkce 7(0) necht je diferencovatelnd. T(X) necht je néjaky nestranny
odhad 7(0) takovy, Ze E (T(X)) lze derivovat pod znakem E pro V0 € ©. Potom

(1)

Pritom rovnost nastdvd prave kdyz existuje K = K(6,n) takovd, Ze skoro jisté (s pravdépodobnosti
rovnou jedné) plati

Oln f
00

(X,0) = K(T(X) = 7(0)) (2)

Diikaz.
7'(0) = [ET d@/ x@dx—/T( )gg(x,e)dxz

= / T(x) a;;f (x,0)f(x,0)dx = E (T(X)a(g;f ) = Cov (T(X), ag;f(x, 0))

Ze Schwarzovy nerovnosti potom vyplyva
oln f\|?
C T
' < Rz )

[7'(6)]” < D(T(X)) Z(6)

00

< DT(X)D <8lnf)

a tedy

a rovnost ve Schwarzové nerovnosti nastava pravé kdyz plati

Oln f
a0

(x,0) — E (8(1;;]” (X, 9)) = K (T(X) — ET(X))

odkud jiz plyne tvrzeni véty, protoze

E <ag;f(x,9)> -0



Véta 1.28. Bud T'(X) nestranny odhad 7(8). Potom D (T(X)) = RCLB(0) prdvé kdyZ fx(x,0)
tvoTi jednoparametrickou exponencidlni tiidu hustot tvaru

Jx(x,0) = h(x)c(0) exp{Q(0)T(X)}
a parametrickd funkce T(0) je tvaru

1
=m0

Definice 1.29. Bud ©® C R* oteviend mnozina. Potom Fikdme Ze systém hustot

f:{kmﬁﬂee®cR@

je requldrni, pokud jsou splnény ndsledujici podminky:
1. suppfx nezdvisi na volbé 0
2. Parcidlni derivace
fx
00;

existuje pro véechna j € k, pro vSechna 0 a pro skoro vSechna x.

8. Pro vsechna j € ka pro pro viechna 0 € O plati

Oln f B
[P0 ] <o

4. Fischerovskd informacni matice, definovand jako

o Olnf Olnf| Olnf dlnf| 0%In f
Lig(0) = {a&’a@]_Cw[a@’a@]_ E[%ﬁ@

je konecénd a requldrni

Poznamka 1.30. Necht jsou (Xj)?zl nezdvislé. Potom plati
n
Ix(0) = > Ix,(0)
j=1

Véta 1.31 (Rao - Cramerova nerovnost). Bud {fx(x,6) | 6 € ® C R*} reguldrni systém hustot a
necht 7(0) je takovd funkce do R, Ze parcidlni derivace
or(0)
00;

existuji pro vSechna j € k. Ddle necht T'(X) je takovy nestranny odhad 7(0), Ze ET(X) lze pro kazdé
7 € k derivovat pod znakem E. Potom

D(T(X)) = 7O ()" (3)

9



Véta 1.32 (Bhattacharya). Bud 6 € © C R, necht plati stejné podminky jako v pFipadé Rao -

Cramerovy nerovnosti, a navic necht pro vSechna j € m, m > 1 ezistuji parcidlni derivace

Y ET(X)
007

Potom plati

kde

001 067
%

N 9"In fx (x,0) & fx (x,0)
Jij=E ]

pricemZ matice J je koneénd a nesinguldrni.

Diikaz Dikaz je stejny jako v ptipadé RCLB(A), 6 € ® C R*, pouze matice D je definovéna jako

O

Definice 1.33 (Asymptoticky eficientni odhad). Bud T, (X) posloupnost nestrannijch odhadi (0).

Potom tikame Ze T,,(X) je asymptoticky eficientni pokud plati

RCLB, ()
D (T(X))

Poznamka 1.34 (Nedostatky UMVUE).

1. Predpoklady jsou velice restriktivni.

2. Existuji odhady, které sice nejsou nestranné, ale pritom maji lepsi rozptyl nez UMV UE.

3. Nestranng odhad nemusi existovat.

4. Pokud nestranny odhad existuje, nemusi bijt v praxi pouZitelny.

Véta 1.35. Budte (Xj)?:1 i.i.d. ndhodné veliciny s rozdélenim PX a necht je systém hustot

F={fx(x,0)|0eR"}
reguldrni. Necht je navic plati
1. Parcidlng derivace
o*f
062
je spojitd v 6.

10



2. Euzistuje takovd M (X), EM(X) < oo pro kterou

0%In f
062

Potom

IX1 (0)

aZ na mnoZinu miry nula.

Definice 1.36 (Asymptoticky eficientni odhady). Necht T,,(X) je asymptoticky normdlni odhad
AN <T(0), 02é9)>. Rikdme, ze Tp(X) je (asymptoticky) eficientni, pokud

ROk
O =T

Definice 1.37 (Asymptoticky relativni eficience). Budte T,gl)(X) a T (X) dva asymptoticky nor-
mdlni odhady s asymptotickymi rozptyly 0(21)(9), 0(22)(9). Potom asymptoticky relativni eficienci
(ARE) definujeme jako

CrT@ = 5 o\
N O

1.5 Metoda momentia

Uvazujme prostor (£2,.4,P), X bud nahodna veli¢ina a X = (Xi,..., Xy) jejl pozorovéni. Necht
0 € ® C R¥ a 7(A) bud odhadovana parametrické funkce. Pro j € k necht existuje EX7 = i (0), a
oznacme

W (0) = (11 (8), 13(0), ..., 1 (6))
takze 11/ (A) : R¥ — R¥ a piedpokladejme Ze existuje funkce inverzni, tj. (1/(6)) " .

Definice 1.38 (Momentovy odhad). Oznacme
n
-2
n k
k=1

Potom momentovy odhad C:)M(X) parametru 0 definujeme jako

©1(X) = (1) (my(X),..., (X))

a momentovy odhat Ty (X) parametrické funkce 7(0) definujeme jako

(X
)



Poznamka 1.39.

1. Momentovy odhad @M(X) je teSenim soustavy k nelinedrnich rovnic

W0 =mi(X) ek
(tzv. soustava momentovijch rovnic)

2. Odhad © ;(X) nemust bijt urcen jednoznacné.

8. Misto p; a mj lze pouZit centrdlni momenty pij a m;.
Véta 1.40. Pokud je (;/)_1 funkce spojitd, potom je @M(X) konzistentnim odhadem parametru 6.
Pokud je navic T(0) spojitd funkce, potom je Th(X) def- T((:)M) jejim konzistentnim odhadem.
Poznamka 1.41. Odhady ziskané metodou momenti jsou sice konzistentni, ale nejsou eficientni.
Problémy jsou také se splnénim piedpokladii (existence momenti a spojitost).
1.6 Metoda maximalni vérohodnosti

Definice 1.42 (Vérohodnostni funkce). Budte X = (Xi,...,X,) nezdvislda pozorovini X, tj.
Xi, k€ iid s rozdélenim PX. Potom libovolnou funkci tvaru

L(0]%) = o(x) fx(x,0)
nazyvdme vérohodnostni funkci, a funkci tvaru

[(0|x) = In L(0]x)
nazyvdme logaritmickou vérohodnostni funkci.

Definice 1.43 (Maximalné vérohodny odhad - MLE). Bud ©1,(X) takovd borelovsky mévitelnd
funkce na Q, Ze plati

L ((:)ML(X)|X) = sgg L(6,X)

Pokud (:)ML(X) zavist na X a pokud je urcena jednoznacné, potom je nazyjvdna maximdlné véro-
hodnym odhadem parametru 6 a Ty (X) =7 (éML(X)> nazyvdme mazximdilné vérohodnym

odhadem parametrické funkce 7(0).

Lemma 1.44 (Jensenova nerovnost). Bud X ndhodnd veli¢ina na prostoru (2, A,P), a necht X €
Ly. Ddle necht ®(t) je konvexni (resp. konkdvni) funkce. Potom

O(EX) < ED(X)
resp. ®(EX)> EP(X)

Véta 1.45. Bud X ~ f(x,0), § € ® C RF, necht suppf nezdvisi na 6 a E|ln f| < oco. Budte
X = (Xy,...,X,) pozorovinina X . Potom pro viechna 0 # 0y plati

nh—>HoloP (L (6p]x) > L(0]x)) =1

kde 0y je skutecnd hodnota parametru, a 0 # 0g. je libovolnyg bod z ©.

12



Diikaz.

L (6]X) 1}: e ij(:cg»@)<1

(L) > Lo = { £8 < T, (. 00)
=1 74\
Ix; x;,0)
Zl <fX $],90)> <0

1 - . fXj(xj79)> P (n fXj(Xj79)>

pfitom plati

a tedy
fX(XJ”) <fX(XJ‘9)> [ @0 -
" (1 T, 6000 ) ="\ e (65,000 =™ S T (0, 0) 70 (0 ol = Tn 1 =0
O

Poznamka 1.46. Pokud je © C R* otevrend mnozina, suppf nezdvisi na 0 a parcidlni derivace

gTL existugi pro vSechna j € k potom je odhad G)ML( ) Tesenim soustavy vérohodnostnich rovnic

OL(0]x) L~
20, =0 j€k

Vé&ta 1.47. Budte X, ..., X, i.i.d. ndhodné veli¢iny s hustotou f(x,0), 6 € © C R, pFicemz O je
oteviend mnozina a necht 0y je skutecnd hodnota parametru. Ddle necht existuje &' > 0 takové, Ze
na intervalu (g — &',00 + &) existuje parcidlni derivace

al(0,x)
00

Potom s pravdépodobnosti jdouci k jedné (piin — oo) existuje takové feSend vérohodnostnich rovnice,
které je konsistentnim odhadem 6.

Drikaz. Volme § < &' a ozna¢me l,, = In L,,. Potom
P (ln(eo) — ln(90 — (5) > 0) —1
P (ln(go) — ln(90 + 5) > 0) — 1
takZe pro V0 < ¢’ musi (spojita) funkce I, nabyvat maxima. TakZe vérohodnostni rovnice

ol

%:O

mé na intervalu (6y — d’, 6y + ¢’) FeSeni s pravdépodobnosti jdouci k 1. A to jsme chtéli dokazat. O
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Véta 1.48. Budte Xi,...,X, i.i.d. ndhodné veli¢iny s hustotou pravdépodobnosti fx(z,0), 6 €
O C R kde © je oteviend mnoZina. Bud

F={fx(z,0) : 6 €06}
requldrni systém hustot a necht plati

2% 1n fx
063

(2.0)| < M(2)

kde EM(X) < co. Potom pro kaZdé konzistentni reSent gML(X) vérohodnostni rovnice plati

vn <§ML(X) - 00) SN <O’ IX%%))

tj. Oarn(X) ~ AN (eo, Wlwo)).

~

Diikaz. Odhad 8,7, (X) fesi vérohodnostni rovnici

ol

80(9 x) =

takze I’ <§ML(X)> = 0. Provedeme Tayloriv rozvoj v bodé 6, tj.

0o="0 (é\ML(XD =1U'n(60) + 1" (60) <<§ML(X)) - 90) + llﬂég*) ((OML( )) - 90)2 4

piidemi 0% € (6o, 6y) nebo 6 € (6, 60y). Potom

SN V' (6)
\/ﬁ(an 90) [1n"(90)+1“'"(9*>(5 y )}

pri¢emz z konzistence feseni 6,, vyplyva

(5n - 00> L)

Ukazme nyni omezenost vztahu

ln/”( 1
-y

1

l/// (’\* )

a protoze dle predpokladu je
0% 1n fx
003

potom dle zakona velkych &isel (Kolmogorov) plati

(z,0)|legM (x)

In"” (9;;) Lo
— 1 < nzle" — EM(X) < o0

n
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Odtud vsak vyplyva, ze

1 n
Pl|- M,(X)| <K 1
(73 seo]<x)
a celkem tedy
ln///(g*)/\
(0, — 6
2n ( 0) =0

Podivejme se nyni na dalsi ¢len

%111"(90) - %Zz"l(oo) LB (1" (0p)) = B [6;5*“ (90)] — _7(0y)
1

a pro dalsf ¢len plati

1

vn

Ale soucasné

' (6) = v/ (i ln’wo)) =Vn (i > 1'i(6o) ~ Eza(eo)) N (0.0 (11(6)))

1

D(tsa) = & (L) 10

pricemz dle Slutskyho lemmatu plati

protoze Y ~ N (0,Z(6p)).
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