1. NUMERICKE RESENT OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE 1. RADU

1.1. Zékony zachovani. Pripomenme tuvahu zndmou z fyziky. Podobné jako ve fyzice budeme
predpokladat, ze jsme opravnéni provadét upravy, které pouzijeme. Uvazme jednorozmérné proudéni
stlacitelné tekutiny ve sméru osy x. Prirtustek mnozstvi tekutiny v prostoru mezi libovolnymi dvéma
body x1, x2 v libovolném case t je dan

x2

T o(t, ) dx = (ov)(t, 1) — (0v)(t, z2)

x1

(predpokladame, ze x1 < x3). Integraci pfedchozi rovnosti od ¢; do to dostaneme zdkon zachovdni
hmotnosti v integrdlnim tvaru

72 (t2, ) dw — 7 (t1, x)dz = 7(91;)(1&, xy)dt — 7(91,)(157 25) dt.

Jiné mozné vyjadreni dostaneme, jestlize zaménime derivaci a integral:

/attx /agvtajd

Protoze tento vztah plati pro vsechna 1, To, musi platlt
0 0

—o(t, x —(ov)(t, z) =0 1
S olt, )+ - (ov)(t, 2) (1)

pro skoro vsechna x. To je zdkon zachovdni hmotnosti v diferencidlnim tvaru. Dalsi zdkony zachovani

plati pro hybnost a energii, oznacime-li tlak p a celkovou hustotu energie F/, maji diferencialni tvar

2 (00t 2) + o (00 + Bt 7) =0 (20)
O (1) + A (WlE+ )t 2) = 0 (2b)

Systém (1),(2) nazgvame Eulerovymi rovnicemi pro pohyb stlacitelné tekutinu. Pokud zavedeme
vektory

U=(0ov,E) , FU)=/(ov,00" +p,v(E+Dp))
Miuzeme zdkony zachovani zapsat elegantné v diferencidlnim tvaru

ou o
o+ (FU) =o. 3)

popt. v integralnim tvaru

7U(t2, x)dx — 7U(t1, z)dr = 7F(U(t, z1))dt — ]ZF(U(t’ 29)) dt

Veli¢ina F' se nazyva tok. Zabyvejme se ddle ilohou (3).

Priklad 1.1. Zvolime-li v jednorozmérném piipadé F(u) = %uQ, dostaneme Burgersovu rovnici
ou o
ot Ox

Nyn{ odvodime slabou formulaci tilohy (3). Vyndsobme (3) skalarné zobrazenim ¢ € C((t1, t3) x

R) a vzniklou rovnost integrujme pfres (t1, t2) X (21, z2). Dostaneme

// 5 c,odacdt—i—//a ) pdxdt =0. (4)

t1 a1 t1 x1

=0.



Je

6U ©
5 —pdt = /U dt
ty
a podobné
F o B 34,0
/%(F(U))cpdxf /F dz.

Z1

MuZeme tedy (4) pfepsat jako

/Utpd:c //Ua""dxdwr /F ) dt //F a‘pdmdt

t1 x1 t1 t1 x1

Za predpokladu, Ze cp(tg, x) = 0 pro vSechna z a Ze ¢(t, x) = 0 pro |z| — +o0, odtud pro v
absolutni hodnoté dost velkd z1, x5 dostaneme

—72U(t1,33) (tr, @ dx—//( =2+ F( )g‘;)d dt =

t1 x1
Slabym feSenim ulohy (3) nazyvdme zobrazeni U, které splituje pfedchozi vztah pro kazdé
zobrazeni ¢ € C((t1, t2) X R) s danymi vlastnostmi.

1.2. Numerické metody pro nalezeni slabého reseni. V celém odstavci bude 7, resp. h znacit
Casovy, resp. prostorovy krok; U]’-c pak bude znacit U (k7, jh).

1.2.1. Lazovo-Friedrichsovo schéma.

k1 k_ T , ;
UjJr =Uj - h [Fnum(U UJ+1) Froun (U1, Uj )]

kde
h 1
Fom(U, V)= (U =V)+ 2 (FU) + F(V))
je tzv. numericky tok.

1.2.2. Lazovo-Wendroffovo schéma.
it+3

r
h

ki1 T
Ujri =505 +Uf) = 5 [F(UF) = F(U7)]
Uk+1 Uk - 3

1.2.3. MacCormackovo schéma.

U = U U7 - o [FU7) - FU7)]
kde
Ui =Uf - 5 [F(U}.) - FU))].
1.2.4. Podminka stability. Podminka stability vsech ti{ schémat je
T 1

S
h = o(F(U))
kde o znaci spektralni polomeér.
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