1. NUMERICKE RESENf OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE ELIPTICKEHO TYPU

Bud © C R" omezend oblast, jejiz hranici je nadplocha I' po &astech t¥idy C'. Zabyvejme se
linedrni parcialni diferencidlni rovnici 2. radu

—div(A(z)Vy) + q(x)y = f(z) v Q (1)
spole¢né s okrajovou podminkou
0
a(x)a—g + B(x)y =v(z) nal. (2)

Symbol % znadi derivaci ve sméru tzv. konormdly i = AT, kde AT znaéi transponovanou matici
A a v je smérovy vektor vnéjsi normaly k nadplose T.
Predpokladame, ze plati ¢ > 0 a ze existuje pg > 0 tak, ze

(AL €) = polldl® nag, vEeR”.

Pozndamka 1.1. Jsou-li o, B8 > 0 a navic a + 8 > 0 a jsou-li funkce A, q, f, a, B, v dost hladké, je
tloha jednoznacné resitelna.

1.1. Metoda siti. Omezime se na obdélnikovou oblast v R?, tj. bez ijmy na obecnosti oblast tvaru
Q= (0, L) x (0, Ly). Bud'te my, ma € N a polozme

L L
hi==%, hy= 2.
mi mo
Na Q polozime sit
wh:{[lhj,]hQHZ:O, ...,ml;j:O, ...,mg}.
Mnozina vnitfnich bodu sité je
wh:{[ihj,thHiZL ...,ml—l;j:L ...,mg—l}

a mnozina hrani¢nich uzlt
Vh = Wh — Wh.
Zabyvejme se nyni tlohou
o (ro ) = o (Mo ) + alehy = @) w0, (32
y=7 nal, (3b)
kde v € R.

Pozndmka 1.2. Hodnoty funkei v sitovych uzlech znacime y;; = y(ihi, jha), i € mig, j € Mag.
Parcialni derivace funkci aproximujeme pomoci diferenci

W oy —YuTYeu o (O Yh Yo
8{1}1 i 1 hl ) ax2 ij To h2 .

Pfesnost je v obou piipadech fadu O(hy + hs).
Ulohu (3) nahradime diferenénim schématem

_(pufl)l’l - (pqu)l? +qu = f na we, (48‘)
u=1p nay. (4b)

Poznamka 1.3 (5bodové schéma). V celé této pozndmce bude index i, resp. j probihat mnozinu

—

my — 1, resp. ng—\ 1. Podle predchozi pozndmky muzeme rozepsat rovnici (4a) jako

1 iy L T Wi T Uil
S (e e e A e ¥ A
7Y Y

1 Uij1 — Uij Uij — Uij—1
" (pijJrl I R —— + qijui; = fij

1




neboli
Aijui—1j + Bijuij—1 + Cijuiv1j + Dijuijr + Eijuiy = Fij,
kde
_ Piy Dy _ Pit1j _ DPij+1
Aij—_F%> Bij——hfg, Cij = — B Di; = - ng
~_ DPi+1j | Pij |, Pij | Pij+1 _
E;j = R +h7%+h7§+ 0 +aij,  Fij = fij-

Tuto soustavu lze Fesit napr. zobecnénou faktorizaci.

1.2. Konvergence, odhad chyby. Restrikci funkce y : @ — R na sit w;, budeme opét znagit
Pry. Déale zavadime chybu aproximace diferencidlniho operatoru L diferen¢nim operatorem Ly jako
sitovou funkci ¥y, : @, — R, ¥y, = Pp(Ly) — Lp(Pry).

Definice 1.1. Bud'te u, v : @, — R. Potom definujeme skaldrni soudiny

mi1—1mo—1

()= > Y hihouijvij,

i=1 j=1

mi ’ITL271

(U,UJ = Z Z hlhguijvij,

i=1 j=1

mlfl mao

(U,U-‘ = Z Zhlhguijvij.

i=1 j=1
Definice 1.2. Bud u : &, — R. Potom definujeme normu
lulln = v/ (u, w)p.
Definice 1.3. Bud'te U, V : @, — R2, U = [U!, U?], V = [V, V?]. Potom klademe
(U, V] = (U V] + (U V.
Definice 1.4. Bud U : &), — R?, U = [U}, U?]. Potom definujeme normu
U] = (U, U].
Definice 1.5. Bud u : @, — R. Potom definujeme sifovy a zpétny gradient
Vit = Uz, , Us,], Vau=[uz, uz,)],
a sitovy laplacidn
Apt = Uz, + Uzyrs-
Definice 1.6. Bud U : @), — R?, U = [U*, U?]. Potom definujeme sitovou divergenci
divy, U = (U")g, + (U?)a,.
Tvrzeni 1.1 (Greenova formule). Bud'te u, v : W, — R a necht u = v = 0 na ;. Pak plati
(divh(pvhu), v)h =— (pvhu, vhv] )
Diikaz. K dispozici méme jednorozmérnou Greenovu formuli: Jsou-li u, v funkce definované na jed-
norozmeérné siti a spliujici ug = u, = vg = vy, = 0, pak
(v, (puz)a)n = —(pusz, val.

Tento vztah miiZeme pouzit pro jednorozmérné zuzeni sitovych funkei u, v ve sméru z;. Dostaneme
. —_—
(v‘j7 (puil)Il.j)h = 7((pu561)‘j7 Uﬂfl.j]a JjeEma—1,

neboli

mi—1 mi

. —_—
E hlv’ij(pui1)w1ij = - E hlpijuiujviuja JEme — 1.
1=1 =1



Vynésobenim hs a vysc¢itanim pres 5 dostdvame
(Uy (puicl ):cl)h = _(Uiclv puilJ .
Obdobné bychom odvodili vztah
(U> (puiz)wz)h = _(Uim puiz-l'
Sec¢tenim poslednich dvou rovnosti pak dostaneme
(divh(pvhu)a v)h = ((puil)xl + (pui2)1?23 v)h =
- _(UQEN pu£1J - (U5227 pui2-‘ = - (ﬁ}ﬂ], pﬁhu] .o
Lemma 1.1 (Sobolev). Necht u : @, — R, u =0 na v,. Pak
1 _
lullf, < gmaX{Li L3IV null*.
Diikaz. Podle lemmatu ?7?, aplikovaného na jednorozmeérna zizeni funkce u ve sméru osy x1, resp.
xo plati
Ly .
wjlln < —-Il(wy)z ]l Vi€ma—1,
2
resp.
Lo L —
il < 5 ll(vi)z.ll, Vi€ my —1.

Po umocnéni na druhou muzeme tyto odhady prepsat jako

m1—1 2 ma m2—1
Z hi \Uzj|2 < L Zhl Uzm o |ha, (5)
i=1 j=1
mzfl 2 ma ma
> b fugl® < L th U;cm -, Z (6)
i=1 i=1
Sectenim (5) a (6) dostaneme
mi—1mo—1
2
lullf = Z Z hihg |ui;|” <
i=1  j=1
2 mi mo— 1 2 my— 1 ma2
< 4 Z hihg juz, ;| + = 2 Z Zh1h2 Uz S
=1 j=1 =1 j=1
1 my mo—1 m1—1 mo
< L (1233 (355t [ + 3 S ) -
i=1 j=1 i=1 j=1

1 —
- gmax{Lf, L3} [Vyul?. O

1.2.1. Metoda energetickyjch nerovnosti. Ulohu (3) zizime na sif a odecteme ji od (4). Polozime-li

Liyo - (W05 ) = o (P 22 ) + atal

Ly :uv— —(puz, )z, — (PUz,)z, + qu, dostaneme
Lpu—Pp(Ly) =0 na wy, (7a)
u—Pry=0 nay,. (7b)
Chyba aproximace ¥, = Pp(Ly) — Ly (Pry) je fadu O(hy + he) a s jeji pomoci muZzeme (7a) prepsat
jako
Lyu — Lp(Pry) =



4

Polozime-li z = u — Ppy, muzeme tudiz (7) psdt ve tvaru
Lpz =Y, nawyp, (8)
z=0 na y,. 9)
Prvni z obou vztaht skalarné vynasobime z. S vyuzitim Greenovy formule pak dostaneme
(Uh, 2)n = (Lnz, 2)n = (—=(p2a1)oy — (P232)ae + (¢2, 2);, =
= — (diva(pVn2), 2), + (42, 2)n = (PViz, Vaz] + (¢z, 2)n =
= (P2a,, 22,) + (P23, 23, | + (42, 2)n-
Podle zakladnich predpokladi je ¢ > 0, a proto (gz, z), > 0. Déle je p > po > 0, takze
(pVnz, Viz] = po||Viz]|>.
Celkové jsme dokazali, ze
(Wh, 2)n > pol Va2l
Podle lemmatu 1.1 a Schwarzovy nerovnosti je

— C C
1217 < el V2]? < —(Wh, 2)n < —[1Cnllnllz]ln
Do Do
a odtud .
12/l < —11¥nlln-
Po

Diferen¢ni schéma (4) je tedy korektn{ (mj. také stabilni) a ||z]|, se chova stejné jako || ¥y ||n, tj. jako
O(h1 + ho).

Pozndmka 1.4. V piipadé, Ze p = konst., je dokonce ¥, = O(h? + h3).



	1. Numerické řešení okrajových úloh pro PDE eliptického typu
	1.1. Metoda sítí
	1.2. Konvergence, odhad chyby
	1.2.1. Metoda energetických nerovností



