1. DERIVACE A INTEGRACE

Poznamka. (ZS 2015/16) Predndseno bez prezentace, ta pry zatim neni pouzitelna. (ZS 2016/17)
Prezentace jiz je k dispozici. Zatim ponechano v puvodnim stavu.

1.1. Numericka derivace. Chceme-li derivovat funkci, zndme-li pouze jeji funkéni hodnoty, dostava
se do problému. Mizeme funkci zkusit aproximovat jejim Lagrangeovym polynomem a ziskat predstav

f'(@) ~ L, (x)
tedy
f'(@) = Ly, (z) = R, (2)

Z 7?7 vime, 7ze R,(x) = %wn(x) Aplikaci Leibnizova pravidla pro derivovéni souc¢inu dosta-
neme:
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Pro napocitani k-té derivace tedy potiebujeme, aby byla f alespon n + k 4+ 1-krat diferencovatelna,
navic nezname zavislost £ na x. Ukazuje se navic, ze chyba derivace v uzlech neni nulova. Tudy
tedy cesta nepovede. Nasim cilem tedy je udélat R, (x;) libovolné malé Vi. Méjme funkci f € C?(x).
Vyjéddiime jeji Lagrangeiv polynom stupné 1 na intervalu (xo;x1)

f(x1) = f(20)

1 — Zo

Ly(z) = =f'(%)

kde posledni rovnost plyne z Lagrangeovy véty o prirustku funkce (3¢ € (xo;21) f(21) — f(zo) =
(&) (x1—m0)). Méjme tedy h = x1—z¢. Bude nds zajimat chyba aproximace v zdvislosti na zmensujicim
se h. K tomu budeme potrebovat koneéné diference. Predpoklddejme nyni ekvidistantni rozdéleni
uzlu tak, ze bude platit: x; = xg 4+ ih, Vi € N Rozvineme podle Taylora:

Li(x) = f(xo) + flzo;x1] (x — 20) = f(20) +

f(z1) = f(z0)
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Vytvorime dopfredné, resp. zpétné diference prvniho radu:

f(x1) — f(z0)
h

= /@) + 3" @)+ 31 /" (€ = f (o) + O(h)

f(xo) — flz—a
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Za predpokladu spojité diferencovatelnosti druhého fadu jsme tedy schopni aproximovat prvni de-
rivaci s presnosti prvniho radu.

f(xl) _ f(x—l) — th/(xO) + <%f”($0)h2 _ %fl/(xo)h2> + 1 (f”/(fl)hg +f,//(£_1)h3)
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oh = f'(z0) + O(h?)

= f'(20)
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za predpokladu spojité diferencovatelnosti do tretitho radu. Tvaru % se Tiké centralni
diference. Protoze &,€_1 € (x_1;21) a f je na (x_1;x1) spojité diferencovatelna do tietiho radu, je

L e + pie) < ©
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na (x_1;x1) tedy je omezend. Pfesuneme se k druhé derivaci. Rozepséni f(z1) a f(x_1) tentokrat
seCteme a dostaneme:

fla1) + f(w_1) = 2f (wo) + " (mo)

f T1) — 2f o +f T4 f/// 51 _ f/// 5_1
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Za predpokladu spojité diferencovatelnosti 3. radu ziskdme odhad s presnosti h. Mame-li vSak spoji-

tou diferencovatelnost ¢tvrtého fadu, je odhad s presnosti h? (opét dokdZeme pres Lagrange, vyskoci
tam ¢tvrtd derivace).

+ flll(é—l) _3|f//l(£71) h3

1.2. Numericka integrace. Vzorce pro I(f) se nazyvaji vzorce pro numerickou integraci, resp.
kvadraturni vzorce. Méjme redlnou funkci realné proménné. Interval, na kterém chceme integrovat,
stejné jako u derivace, rozdélime ekvidistantné na mensi intervaly: x; = xo + ih, Vi € i a posCitame
piispévky od jednotlivych ¢asti. Pouzijeme interpolaci f(x) takovou, aby se dobfe integrovalo. Pro
x blizké xy bude priblizné platit:

b b
/ f(z)dz = / f(zo)dz = (b— a) f(zo) = f(zo)h

Zajima nas chyba, které se pri této aproximaci dopustime.
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Rozvineme f(z) Taylorem:

b }
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Za predpokladu f € C® lze pouzit vétu o stiedni hodnoté integralu a odhadnout tak |f”(¢)| < ¢ (¢

totiz zavisi na x):
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Tedy odhad mame s presnosti 3. Zkusime se nynf pFesunout k Lagrangeové polynomu vyssiho fadu,

vezméme n = 1.
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Znovu jsme pouzili vétu o stfedni hodnoté integrdlu a odhad |f”(£)] < c¢. Pfedndsku z ne uplné
zjevného divodu zakonéila Cavalieri-Simpsonova formule:

n(f) =22 (f(a) vy (“* b) +f(b)>
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