1. NELINEARN{ ROVNICE

1.1. Separace kofenu.

Véta 1.1 (Bolzanova Véta). Necht je f € C({(a,b)). Necht ddle f(a)f(b) < 0. Potom funkce f ma
na (a,b) alespoti jeden kofen. Pokud f’ na (a,b) neméni znaménko, pak je tento kofen jedinny.

Diikaz. BUNO f(a) <0

(1) Dikaz sporem
Polozime ¢ = sup {x € (a,b) |f(x) < 0}. Pfedpokldddme f(c) # 0, tedy podle definice f(c) < 0.
Volime d € (f(c),0) a diky definici ¢ neexistuje y € (a,b) takové, aby f(y) = d, coZ je spor se
spojitosti funkce f. O

1.2. Vypoécet kofene - metoda bisekci. Necht je f € C({(a,b)). Necht déle f(a)f(b) < 0. Interval

pulime a vzdy pomoci 1.1 uréime, v které poloviné se nachéz{ kofen. Postup opakujeme s novym
intervalem. Oznac¢ime-li koren « a bod, ktery puli interval z, mizeme odhadovat

b—a
2k

lo — x| <

1.3. Tterativni metody pro hledani korent.

Lemma. Nechf ¢(a) = a pro néjaké a. Necht je dile o diferencovatelnd na n&jakém H?, a pro
viechna z € HY, a K < 1 plati |¢'(z)| < K. Necht je posloupnost {zj};-, definovdna rekurentnim
vztahem
Trp41 = p(xk), 20 € H
Potom
zr € H, Vke N

Diikaz. indukci podle k
e k=0 Je predpokladem véty.
e k=k+1
|Zkr1 — af = |p(zk) — ()]
Pouzijeme Lagrangeovu véty o prirastku (predpoklady splnény indukénim predpokladem):
lp(@r) — ()] = [¢" ()l o — o] < K |zx —af <|zx —af
O

Véta 1.4. Necht ¢(a) = a pro néjaké a. Necht je ddle ¢ diferencovatelnd na n&jakém H! a
|¢'(z)| < K pro né&jaké K < 1. Necht je posloupnost {zy},-, definovdna rekurentnim vztahem

Trr1 = (k)

Potom

lim z, = a, Yoo € H],
k—o0

Diikaz.
[ze — af = [p(zr-1) — ¢(a)]
Diky lemmatu muzeme opakované pouzit Lagrangeovu vétu o prirastku
k—1
lp(zi-1) = p(@)| = [@(&—1)| ltp—1 —al = --- = |zo — of [] le(&)| < K" |20 —
i=0
A tedy
lim (z — @) = lim K*|zg —a| =0
k—o0 k—o0

O

Poznamka. Piedpoklad |¢'(z)] < K < 1 splnime napf. tak, Ze |¢'(a)| < 1 (je-li varphi’(x) spojité).
Budeme tedy hledat okoli H}, tak, aby to bylo splnéné.
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1.4. Metoda regula falsi.

Véta 1.10. Necht je o kofenem funkce f. Necht déle existuje H!, takové, ze f € C?(HT). Necht
f'(a) # 0. Necht x¢ € H’. Potom metoda regula falsi konverguje.

Diikaz. Vyuzijeme vztahu

R
p(r) =z @ —f@ f(x)
Tedy
oy 1 T — ), ' Ty ,
¢ =1- () 70~ @
oy =y f(@) + (e — ) (@)
A FARAL 7@
Nyni pomoci Taylorovych rozvoji odhadneme nejprve rozvojem do druhého radu
Fah) = Fla) + /@) (o~ o) + 0 (af — )?
Tedy

f//Z(é—) (m_;c _ a)2

flay) + (@ — ) fl(a) =

A nésledné rozvojem do prvniho fadu

Tedy ve vysledku
f@e) + (a—ap) /() _ f7(§)

(t} — ) = K (a} — a)

f (@) ~2f'(n)
kde K je definovéno posledni rovnosti. Spravnou volbou zj muzeme tedy libovolné zmensit ¢’ ()].
Tim jsou splnény ptredpoklady 1.4. O

Poznamka. Pro platnost véty je zasadni, Ze se jednd o HJ, tj. ur¢itd podmnozina, kde je f €
C%(H,). Rozhodné to neplati pro véechna = € R, pokud je f € C*(R).

Poznamka. Véta lze dokdzat i pifmo, dokonce se slabsim predpokladem f € C1(H?):
T — ),
f(ae) = f(=},)

V tretim rovnitku jsme pouzili Lagrangeovu vétu.
S . B S L B R0} P
f'(€) f'(€) f'(€)
Dodali jsme f(c), které je nulové, a znovu pouzili Lagrangeovu vétu. Z ni plyne, ze £ € [z, 2]

an € [z, al. P dostatetné malém okoli je prvni zdvorka poslednfho vyrazu mensi nez jedna a
1(€) # 0. Dokézali jsme tedy, ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje.

f(xk)—:vk—a—xk_x?“)f(xk)—xk—a—

(&) (wr — ),

flaw) _
f1(€)

Tkl — O =T — O —

1.5. Newtonova metoda.

Véta 1.13. Necht je a kofenem funkce f. Necht déle existuje H!, takové, Ze f € C*(HL). Necht
f'(a) # 0. Necht x¢ € H’. Potom Newtonova metoda konverguje.

Diikaz. Vyuzijeme vztahu

f(xx)

Tr4+1 = Tk — fl(xk)

k tpravé
f(zy) — fax) — f(a)
f'(@k) f'(zx)

T+l — O =T — O —



Pouzijeme Lagrangeovu vétu o prirtstku:

fxx) = fe) FEe —a) _ far) = ['(§)

Tp—Q— T L =g — o — = (zx — @)

f'(xk) f'(ar) f'(xr)

Znovu pouzijeme Lagrangeovu vétu o prirtustku:

f'(ze) = ') f"(€)
SR ) AS) —a)= _ —a) =K _ _
f/(xk) ('Tk a) f’(l’k) ('rk f) (xk a) (mk 5) (mk a)
kde K je definovano posledni rovnosti a diky spojitosti f’ plati K < 1. Tim jsou splnény predpoklady
1.4. O

Poznamka. Obdobné jako u metody regula falsi lze dokdzat piimo i se slabsim predpokladem
f € C*(H?). Pak je ale metodou prvniho fadu (viz 1.15).

Véta 1.15. Necht je o kofenem funkce f. Necht déle existuje H! takové, ze f € C?(H"). Necht
f'(a) # 0. Necht zg € H". Potom Newtonova metoda je metodou druhého fddu presnosti. Pokud je
f € CY(H?), potom Newtonova metoda je metodou prvniho fddu piesnosti.

Diikaz. (1) (druhy rdd) Viz dtikaz 1.13.
(2) (proni rdd) Zde muzeme pouzit Lagrangeovu vétu pouze jednou. Pokud je vSak ¢ dostateéné
blizko xj, (coZ zajistujeme volbou okoli), pak je K = %

konverguje podle 1.4 a je metodou prvniho fadu.

< 1, Newtonova metoda

Poznamka. Pokud neexistuje druha derivace funkce f, konverguje (dle Oberhubera) Newtonova
metoda pomaleji.

O

Poznamka. Newtonova metoda obvykle konverguje rychleji nez regula falsi, potfebuje ale vétsinou
presnéjsi odhad, tj. mensi okoli HJ,.

Poznamka. Pro zlepSeni konvergence se pouzivd modifikace Newtonovy metody (metody regula
falsi) nazyvand line search algoritmus: Pokud se iteraci zvéts$i hodnota |f(zx+1)|, tj. zhorsi se
odhad, provedli prilis velky skok. V takovém pripadé zmensime skok na polovinu a opakujeme. Toto
zlepseni konvergence vsak vede ke zpomaleni metody.

1.6. Metody pro reseni soustav nelinearnich rovnic.

Véta 1.24 (Lagrangeova véta o pifristku funkce vice proménnych). Necht G je konvexni oblast.
Necht funkce f € C}(G). Potom pro kazdé @,7 € G existuje & € (@, V) (tisetka mezi @ a ¥) takovy,
ze

Drikaz. Definujeme funkci

Potom
G (t) = V(@ + (T — )7 — 7)
Protoze ¢ je funkce jedné proménné, muzeme pouzit klasickou Lagrangeovu vétu o pfirtstku:
(1) = 9(0) = ¢'(n)

@ + (v — @) a budeme tedy upravovat
v

f@@) = f(@) = =(p(1) = 9(0)) = =¢'(n) = =V (i + (¥ — D) (V — @) = Vf(§) (i — V)

—

Oznacime

Véta 1.25. Necht plati:

e Existuje konvexni oblast G, obsahujici feSeni @ systému rovnic f(Z) = 0
o J /@) je reguldrni

e slozky fjsou funkce spojité na G, jejich prvnf parcialni derivace také (tj. f € C1(G))
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Potom existuje H g takové, ze pro kazdé #® € H g posloupnost generovana Newtonovou metodou
konverguje k a.

Diikaz. Nejprve diky 1.24 ukazeme pomocné tvrzeni
HE®) - f1(a@) V(&)
f@®) - fla) = : = ¢ (9 -a) =3x8 (5% - a)
F@0) = £a(@)) \Vfu(&)
kde J J;(_') je definovana posledni rovnosti. Déle vyuzijeme vztahu
Zk+1) _ 2(k) _ ; Lz Fz)

Potom muzeme odhadovat

#E+1) _ 2 H <) _ 2 I #0) (k) 7a73;1(5<k>) (f(f(k)) ff(a)>H -
#9) — @ - I EM)IHE) (f(k) - a’) (1- 371 @2)149) (#® - a) | <

< [[r- 7 a6 |+ -l = i [ ~a]

kde K je definovano posledni rovnosti. Budeme chtit ukdzat K < 1, tedy
I- 31 @R)IFE) = 371 @I (@) —;ﬂ;@““)mf@ + I @THE) — T @THE) =
=124 (I4@) — T79) + (171@) - I71@M)) T4 <1

Kde posledni rovnost plyne z faktu, ze J#(a) — (5) muzeme udélat libovolné malou a J (_3 je
omezena. t

Véta 1.26. Necht plati:

e Existuje konvexni oblast GG, obsahujic{ feseni @ systému rovnic f(Z) =0

o J @) je reguldrni

e slozky f jsou funkce spojité na G, jejich prvni a druhé parcialni derivace také (tj. f € C2(G))
Potom existuje H. g takové, ze pro kazdé #° € H g posloupnost generovand Newtonovou metodou
konverguje k @ kvadraticky, tj. s presnosti druhého fadu.

Diikaz. Neni vyzadovan. Spociva v aplikaci véty o prirastku funkce na rozdily Jacobiho matic z

Dikaz 7.26 konce 1.25 tak, aby se z nich dostalo (Z(*) — ). O
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