
1. Numerický výpočet derivace

Jsou dány hodnoty funkce f ve vzájemně r̊uzných uzlech x0, x1, . . . , xn. Hledáme k-tou derivaci
funkce f , a to předevš́ım v bodech x0, x1, . . . , xn. Principiálně se tato úloha řeš́ı strašně snadno: stač́ı
k-krát zderivovat vztah f(x) = Ln(x) +Rn(x) a dostaneme

f (k)(x) = L(k)
n (x) +R(k)

n (x).

Zřejmě muśı k ≤ n, jinak je to nanic (z̊ustane f (k)(x) = R
(k)
n (x)). Našim ćılem je elegantně vyjádřit

L
(k)
n a R

(k)
n . K tomu je potřeba zobecnit poměrné diference i pro opakuj́ıćı se argumenty.

Definice 1.1. Necht’ ∀i ∈ n̂0 v okoĺı bodu xi existuje f (ki). Potom definujeme

f(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0-krát

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1-krát

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
kn-krát

) =

= lim
x
(j)
i →xi

f(x0, x
(1)
0 , . . . , x

(k0−1)
0 , x1, x

(1)
1 , . . . , x

(k1−1)
1 , . . . , xn, x

(1)
n , . . . , x(kn−1)

n )

za předpokladu, že x
(j1)
i ̸= x

(j2)
i pro j1 ̸= j2.

Poznámka. S použit́ım (??) dostáváme

f(x0, x0) = lim
x
(1)
0 →x0

f(x0, x
(1)
0 ) = lim

x
(1)
0 →x0

f(x
(1)
0 )− f(x0)

x
(1)
0 − x0

= f ′(x0),

f(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0-krát

) = lim
x
(j)
0 →x0

f(x0, x
(1)
0 , . . . , x

(k0−1)
0 ) = lim

x
(j)
0 →x0

f (k0−1)(ξ)

(k0 − 1)!
=

f (k0−1)(x0)

(k0 − 1)!
.

Dále budeme předpokládat ekvidistantńı rozmı́stěńı uzl̊u a omeźıme se na

• 1. a 2. derivaci,
• nejnižš́ı počty uzl̊u (tj. 2, resp. 3 u 1. derivace a 3 u 2. derivace),
• derivace pouze v uzlech.

Vyjděme ze vztahu

f(x) =

n∑
i=0

f(xi)
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
+

+(x− x0) . . . (x− xn)f(x, x0, . . . , xn)

a zaved’me do něj substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
xi = x0 + ih

}
x− xi = h(t− i) ⇒ xi − xj = h(i− j).

Označ́ıme-li opět fi = f(xi), potom

f(x0 + th) =

n∑
i=0

fi
hni!(i− (i+ 1)) . . . (i− n)

hnt(t− 1) . . . (t− n)

t− i
+

+hn+1t(t− 1) . . . (t− n)f(x, x0, . . . , xn) =

=

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

t(t− 1) . . . (t− n)

t− i
+ hn+1t(t− 1) . . . (t− n)f(x, x0, . . . , xn),

f ′(x0 + th) =

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d

dt

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
dt

dx
+

+hn+1f(x, x0, . . . , xn)
d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)]

dt

dx
+

+hn+1t(t− 1) . . . (t− n)
d

dx
f(x, x0, . . . , xn).
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Protože
d

dx
f(x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x0, . . . , xn)− f(x, x0, . . . , xn)

x′ − x
=

= lim
x′→x

f(x, x′, x0, . . . , xn) = f(x, x, x0, . . . , xn)

a dt
dx = 1

h , má f ′ po dosazeńı podle (??) tvar

f ′(x0 + th) =
1

h

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d

dt

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
+

+hn · d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)] · f

(n+1)(ξ1)

(n+ 1)!
+ hn+1 · t(t− 1) . . . (t− n) · f

(n+2)(ξ2)

(n+ 2)!
.

Pro druhou derivaci dostáváme

f ′′(x0 + th) =
1

h2

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d2

dt2

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
+

+hn−1f(x, x0, . . . , xn)
d2

dt2
[t(t− 1) . . . (t− n)]+

+2hn d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)]f(x, x, x0, . . . , xn) + hn+1t(t− 1) . . . (t− n)

d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn).

Pro derivaci f(x, x, x0, . . . , xn) podle definice plat́ı

d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x′, x0, . . . , xn)− f(x, x, x0, . . . , xn)

x′ − x
.

V čitateli přičteme a odečteme výraz f(x, x′, x0, . . . , xn) a limitu roztrhneme na dvě:

d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x0, . . . , xn, x
′)− f(x, x′, x0, . . . , xn)

x′ − x
+

+ lim
x′→x

f(x, x0, . . . , xn, x
′)− f(x, x, x0, . . . , xn)

x′ − x
=

= lim
x′→x

f(x, x′, x0, . . . , xn, x
′) + lim

x′→x
f(x, x, x0, . . . , xn, x

′) = 2f(x, x, x, x0, . . . , xn).

Nyńı už můžeme psát vzorec pro chybu f ′′:

R′′
n(x0 + th) = hn−1 d2

dt2
[t(t− 1) . . . (t− n)]

f (n+1)(ξ1)

(n+ 1)!
+

+2hn d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)]

f (n+2)(ξ2)

(n+ 2)!
+ 2hn+1t(t− 1) . . . (t− n)

f (n+3)(ξ3)

(n+ 3)!
.

Poznámka. Bez d̊ukazu uved’me, že plat́ı

dm

dxm
f(x, x0, . . . , xn) = m!f(x, . . . , x,︸ ︷︷ ︸

(m+1)-krát

x0, . . . , xn). (1)

Dosad́ıme-li n = 1 do vzorečku pro f ′, dostaneme

f ′(x0 + th) =
1

h
(f1 − f0) + h(2t− 1)

f ′′(ξ1)

2!
+ h2t(t− 1)

f ′′′(ξ2)

3!
.

Značme dále (∀i ∈ n̂0)(f
′
i = f ′(xi)). Po dosazeńı t = 0, resp. t = 1 do předchoźıho vztahu máme

f ′
0 =

f1 − f0
h

− h

2
f ′′(ξ), f ′

1 =
f1 − f0

h
+

h

2
f ′′(ξ). (2)

Stejný postup nyńı uplatńıme pro n = 2 a dostaneme

f ′(x0 + th) =
1

2h
[f0(2t− 3)− 2f1(2t− 2) + f2(2t− 1)]+

+h2(3t2 − 6t+ 2)
f ′′′(ξ1)

3!
+ h3t(t− 1)(t− 2)

f ′′′(ξ2)

4!
,

f ′
0 =

1

2h
(−3f0 + 4f1 − f2) +

h2

3
f ′′′(ξ),



3

f ′
1 =

1

2h
(f2 − f0) +

h2

6
f ′′′(ξ), (3)

f ′
2 =

1

2h
(f0 − 4f1 + 3f2) +

h2

3
f ′′′(ξ).

Poznámka. Porovnáńım vzorc̊u (2) a (3) zjist́ıme, že v př́ıpadě n = 2 je chyba o řád menš́ı.

Nyńı do vzorce pro f ′′ dosad́ıme n = 2 a vyjádř́ıme f ′′(x0), f
′′(x1), f

′′(x2):

f ′′(x0 + th) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2) + h(6t− 6)

f ′′′(ξ1)

3!
+

+2h2(3t2 − 6t+ 2)
f (4)(ξ2)

4!
+ 2h3t(t− 1)(t− 2)

f (5)(ξ3)

5!
,

f ′′(x0) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2)− hf ′′′(ξ1) +

h2

6
f (4)(ξ2),

f ′′(x1) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2)−

h2

12
f (4)(ξ),

f ′′(x2) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2) + hf ′′′(ξ1) +

h2

6
f (4)(ξ2).
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