1. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE

Jsou dany hodnoty funkce f ve vzdjemné ruznych uzlech zg, x1, ..., z,. Hleddme k-tou derivaci
funkce f, a to predevsim v bodech g, 1, ..., x,. Principidlné se tato uloha fesi strasné snadno: staci

k-krét zderivovat vztah f(x) = L,(x) + R,(z) a dostaneme
f¥(x) = L (@) + R (x).

Ziejmé musi k < n, jinak je to nanic (zistane f*)(z) = R (z)). Nasim cflem je elegantné vyjadfit
lek) a RS{“’. K tomu je potieba zobecnit pomérné diference i pro opakujici se argumenty.

Definice 1.1. Nechf Vi € fig v okoli bodu z; existuje f*+). Potom definujeme

fl@oy, ooy Ty T1y ooy Ty ey Ty ovny Tpy) =
————
ko-krat k1-krat k., -krat
= lim f(=o, xél), cey xéko_l), x1, xgl), e x&kl_l), oy, 2D ke )
acgj —x;
za predpokladu, ze gcgjl) =+ xgh) pro ji # jo.
Pozndmka. S pouzitim (??) dostavdme
1)y _
flao zo) = lm flao af?) = tm LPIZIEO) g
x((,l —To x((,1>—>zo Ty — o
(0(E) _ fH-D(ay)
m) = i T P = o).
f($07 ) .’170) atéj)lr—r:zo f(ajOa ) » Lo ) x((,jgr—ilaco (kO N 1); (k() N 1)'
ko-krét

Déle budeme piedpoklddat ekvidistantni rozmisténi uzlu a omezime se na

e 1. a 2. derivaci,

e derivace pouze v uzlech.

Vyjdéme ze vztahu

- (x—x0)...(x —zi—1)(x —zi31) ... (T — 2p) n

f(l.) - Z f(mZ) (xz- - 33‘0) PN (l‘i — xi_l)(xi - .I‘i+1) PN (l‘i — l‘n)

i=0
+(x—x0)...(x —xn) f(x, 20y ., Tp)
a zavedme do n¢j substituci t = £550:
T =x0+th o ) ‘ b
Iix0+ih}x—wl—h(t—z):>ml—xj = h(i — j).
Oznacime-li opét f; = f(x;), potom
- fi Rt(t —1)...(t —n)
th) =
f(wo +th) ;h"i!(z‘—(i+1))...(i—n) P—i +
+R"M(E — 1) . (t—n)f(x, 20, ..., 1) =
- n—i fl t(t_ 1)(t_n) n+1
= —1 Y —1 e — e
- o fi o dtt=1)...(t—mn)] dt
/ _ _1\n—1t — _
f(onrth)_;( DA T t—i dw
d dt
n+1 _— _ _ -
+h"T f(x, zo, .., mn)dt[t(t 1)...(¢ n)]dx+

d
+R (1) . (E— n)ﬁf(x, XOy - vy Tp)-
1



2

Protoze ,
4t 20, . wm) = lim fl@, xoy ooy xn) — flx, oy -y Tp) _
dzx Tz r—zx
= lim f(l', .’I}/, Zo, ---, xn) :f(xa T, Xo, -y In)
' —x
a g; = %, mé f’ po dosazen{ podle (??) tvar
d [tt—1)...(t—n)
th)
f@o+ hz n—z)'dt[ t—i *
d fet &) F2 (&)
h" - t(t—1 — e prtl ot —1) . (= .
+ dt[( ). (t=n)) (n+1)! + ( ). (t=n) (n+2)!
Pro druhou derivaci dostavame
1 & o fi A Jte=1)...(t—mn)
Mo+ th) = — S (—1)nidi_C
fil@o+th) =53 i:O( i [ =i +
1 d?
+h" " f(x, o, ..., )dtQ[ t—1)...(t =n)+
d d
+2hndt[ (t—1)...(t —n)f(z, z, 30, ..., zp) + A" Tt 1) (t - n)d—f(ac, Ty Ty + -y Ty
T
Pro derivaci f(z, z, zo, ..., 2) podle definice plati
oo .
4t 5 w0, oo, 2n) = lim f@, 2, o, ..., xn) — fz, z, o, ..., xn)
dz T’ = v —x
V citateli pricteme a odecteme vyraz f(z, ', xg, ..., x,) a limitu roztrhneme na dvé:
d ! e, T, T — 2, mo, ..., Tn
—f(z, x, o, ..., z,) = lim 1@ @0, -y ¥ny @) = fl@, 2, @0 x)-l-
dz z' =z ' —x
/ J—
+hm f(.f,.TO,...,Z‘n,.T) f(x7x7$05"'axn):
' —x ' —x
= lim flx, 2’ zo, ooy zn, @)+ lim f(z, z, 2, ..., Tp, ') = 2f(x, T, T, TO, ..., Tp)-
z' =T ' —x
Nyni uz muzeme psdt vzorec pro chybu f”:
d2 Frt (&)
Rl th)y = A"t [t(t —1)...(t —n)] 2
d f("+2 (&) For3 (&)
2R —[t(t —1)...(t — L o2 L oRM Tt —1). .. (t —n)— 22,
+ dt[ ( ). (t=n)] (n+2)! + ( ). (t=m) (n+3)!
Pozndmka. Bez dikazu uvedme, Ze plati
dm
—f(z, xo, ..., xp) =mlf(z, ..., x, To, ..., Ty).
dz™ ~—
(m+1)-krat
Dosadime-li n = 1 do vzorecku pro f’, dostaneme
f”(f ) [ (&)

1
f’(:co—i—th):E(fl—fo)—i—h(%—l) + R2t(t —1) 3
Znacme déle (Vi € ng)(f! = f'(x;)). Po dosazeni t = 0, resp. t = 1 do pfedchoziho vztahu méme

— h h
f(/) — fl - fO _ 5f//(f) fl fl fO + §f//(£)

Stejny postup nyni uplatnime pro n = 2 a dostaneme
1
f'(wo +th) = ﬁ[fo(% —=3)—2A(2t = 2) + f2(2t = D]+

f”’(&) [ (&)
FT

+h%(3t* — 6t + 2) + 3t —1)(t — 2)

Fo= o (=3ho+4fi — )+ ),

(2)



! 1 h2 ua
fr= g5 (F2 = fo) + o7 (&), (3)
2
fi= oo —4fi+35) + 7 (0)

Pozndmka. Porovnanim vzorcu (2) a (3) zjistime, ze v ptipadé n = 2 je chyba o f4d mensi.

Nynf do vzorce pro f” dosadime n = 2 a vyjaditme f”'(zo), f"(z1), f"(z2):

" (wo + th) = %(fo —2f1 + f2) + h(6t - 6)%+
FD (&) F®) (&)

+2h%(3t% — 6t + 2) + 2R3t (t — 1)(t — 2)

4! 5! 7
2
F(e0) = 25 (o = 21 + fo) — hF"(@) + - 1(E),

7 1 h? (4)
@) = 15 (fo = 2fi + fo) = 5 100,
2
F(@2) = (o — 2+ f2) + hf(E) + 5 F 0 6)



	1. Numerický výpočet derivace

